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Questao 1. Resolva os itens abaixo:

a) Sejam a,b € R com a < b. Use que R é nao-enumeravel para mostrar que o intervalo
aberto I = (a,b) é ndo-enumeravel.

Demonstragao. Seja f:(0,1) — (a,b) definida por

£(t) = a(1 — ) + tb.

Note que f(t) = a+t(b—a) estd bem definida, pois t(b—a) > 0 e t(b—a) < b — a permitem
concluirmos que

a< f(t) <b.
Ademais, (b — a) # 0 implica que f é injetiva. Dado y € (a,b) temos

Yy—a
ty:b—CLE(O’l) € f(ty):y7

ou seja, f é sobrejetiva. Entao podemos inferir que existe um bijegao h : (=1,1) — (a,b).
Agora considere g : R — (—1, 1) dada por

X

Como

|z| = Va2 < V1 + a?

concluimos que ¢ estd bem definida. Dados z,y € R temos v1+ 22 > 0e /1+y? > 0,
entao

permite deduzirmos que 22> — y?> = 0 com x e y possuindo o mesmo sinal, isto é, z = y.

Finalmente, dado z € (—1,1) temos

()

Logo g é bijetiva. Agora assuma por contradigdo que (a,b) é enumerdvel. Entdo ho g :
R — (a,b) seria uma bijecao entre um enumeravel e R, o que é uma contradigao, pois R é
nao-enumeravel. O]

b) Use o item a) para provar que todo intervalo aberto nao-degenerado possui um nimero
racional e um nimero irracional.



Demonstragao. Pelo item a) sabemos que I é nao-enumeravel. Entao I N (R\ Q) # 0.
Ademais, se ¢ = 2 e d = < temos [c,d] C 1. Se {c¢,d} N Q # 0 o resultado estd provado.
Caso a e b sejam irracionais, escolha n € N tal que % < d — ¢ e use o principio da boa

ordenacao para escrever

==Y [3o0]

meZ

Portanto existe m € Z tal que

— < c<

1
mEtler 0

ou seja,

Questao 2. Sejam X C R e a € R. Prove que a é um ponto de acumulacao de X se, e
somente se, a é o limite de uma sequéncia de elementos de X, dois a dois distintos.

Demonstracao. Seja a € X'. Existe 1 € X tal que
0<|zy—a|l<e, ondeeg =1.

Assuma que existem z1,...,x,11 € X \ {a} eey,...,e,41 > 0 satisfazendo

. 1
0 < |xip1 —a|l <eiy1, onde gy =min< |z; — al, - ,
1+ 1
parai=1,...,n. Faca ,,2 = min {]an —al, n+r2} Como a € X’ existe x,,9 € X tal que

0 < |Tpio —al < epyo.

Entao, por construgao temos (x,) em X \ {a} com
1
0 < |Tpy1 —al < - € |Zp41 —a| < |z, —al|, paratodon € N. (1)

Logo lim z,, = a. Ademais, dado n € N usamos o principio da inducao e para inferirmos

que T, # T, para todo p € N. Reciprocamente, suponha que existe (z,) em X dois a dois
distintos com lim z,, = a. Entao temos duas possibilidades:

1. A sequéncia (x,) satisfaz x, # a para todo n € N e podemos concluir que a € X'.

2. Existe ng tal que z,,, = a. Como x,, # x,,, para m # n concluimos que y,, = Ty 1n, # @
para todo n € N e limy,, = a. Portanto a € X".

]



Questao 3. Resolva os itens abaixo:

a) Mostre que nao existe f : R — R continua que transforme todo nimero racional em um
irracional e vice-versa.

Demonstracao. Suponha por contradicao que tal f existe. Note que f nao é constante, pois

F@Q#0, fR\Q)#0e f(QNFR\Q) =0

Entao f(R) é um intervalo nao-degenerado e satisfaz

fR) = fF(QUFR\Q) C f(QUQ

Logo f(R) seria enumeravel, o que é uma contradigao. O
oo

b) Prove que a série harmonica diverge. Conclua que a série E
=2

também diverge.
nlnn

Demonstracao. Para cada n € N defina

1
Sp = —.
k
k=1
Provaremos por indugao que
n
Son 2 1 + E,
para todo n € N. De fato, temos
1
82221%*5.

n
Ademais, supondo que s9n > 1 + 3 obtemos

2”
1
Son+l = Son + Z "
p 27 + k

n 2"
> (1+2)+

2 gn+1
(n+1)
= 14
* 2
Como (s,,) ¢ ndo-decrescente concluimos que
Z — =lims,, = oo.
n=1 n



Analogamente, provamos por inducao que

on

1 1
Z Z ——=Sn,
nlnn = 2In2

onde s, representa a soma parcial da série harmonica para todo n € N. Logo, pelo principio

(o]
de comparacao, temos Z divergente. O
=2

nlnn

Questao 4. Considere a sequéncia

T

falz) = T2 Pware [0,1].
a) Determine o limite pontual de (f,).
Demonstracao. Fixado x € (0, 1] temos
0 1) < - ©)
n\T)| > —
- n

e pelo Teorema do Sanduiche para sequéncias de nimeros reais obtemos lim f,(z) = 0.
Ademais, f,,(0) = 0 implica que lim f,,(0) = 0. Logo (f,,) converge pontualmente para 0. [J

b) Verifique se a convergéncia é uniforme.

Demonstragao. Dado x € [0, 1] temos

T T

= <
fani(z) 1+ (n+1)22 ~ 1+ na?

= fn(x>7

ou seja, (fn(x)) é ndo-crescente e convergente (pelo item a)). Ademais, f,, e 0 sdo fungdes
continuas no compacto [0, 1]. Entao, pelo Teorema de Dini, a sequéncia (f,,) converge uni-
formemente para 0. O]

c¢) Calcule
1

lim [ fu(z)dz.

n—o0 0

Demonstra¢ao. Como f, converge uniformemente para 0 obtemos

lim 1fn(av) dx = /01 (hm fn(x)> dxr = 0.

n—o0 0 n—o0



Questao 5. Resolva os itens abaixo:

a) Sejam a,b € R com a < b. Use o principio dos intervalos encaixados para provar direta-
mente (sem usar o Teorema do valor médio) que se f : (a,b) — R é derivavel, com f'(z) =0
para todo = € (a,b), entdo f é constante.

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que existem zg,yo € (a,b) tais que p = |f(yo) —
f(zo)| > 0. Entao, pela desigualdade triangular de ntimeros reais, em pelo menos uma das
metades de [zg,yo], digamos [z1,y1], temos |f(y1) — f(x1)| > 4. Assim, podemos construir
indutivamente intervalos [z,_1,y,—1] tais que

[xnfla ynfl] o [l’n, yn] ) Yn — Tn = L 2_nx0 € ’f(yn) - f(xn)‘ > 2%7 (3>

para todo n € N. Pelo Teorema dos intervalos encaixados existe § € R com z,, < 0 < y,
para cada n € N. Logo

Yn — Tn Yo — To

F(0)] =

> 0, (4)

o que é uma contradicao. O

b) Suponha que f € C?(R) satisfaz f”(z) > 1 para todo x € R. Mostre que f tem no
maximo um minimo global.

Demonstragio. Como f € C? (R) satisfaz f”(z) > 1 para todo z € R concluimos que f’
é estritamente crescente. Caso exista ¢ € R tal que f(c) é um valor extremo global de f,
devemos ter f’(¢) = 0. Entado ¢ é o unico real tal que f’(¢) = 0, pois f’ é estritamente
crescente. Ademais, f € C? (R) e f”(c) > 1, ou seja, f(c) é um minimo global. ]



