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Resolva as 5 questoes a seguir

Questao 1. Seja f: U — R” de classe C'! no aberto U C R™. Se para algum a € U, a
derivada f’(a): R™ — R™ é injetiva, prove que existem § > 0 e ¢ > 0 tais que B = B(a;0) =
= {x € R |z — a|] < 0} C U e, para quaisquer x,y € B tem-se |f(x) — f(y)| > clx — y|.
Conclua que a restrigdo f|p ¢é injetiva.

Solugao: A fungao u +— |f’(a) - u| é positiva em todos os pontos u da esfera unitaria
S™=1 a qual ¢ compacta. Pelo Teorema de Weierstrass, existe ¢ > 0 tal que |f'(a) - u| > 2¢
para todo u € S™1. Por linearidade, decorre que |f'(a) - v| > 2¢ - |v], para todo v € R™.
Agora, para todo z € U, definimos

r(z) = f(z) = f(a) = f'(a)(z — a).
Entao, para x,y € U quaisquer, segue que
f@) = fy) = fa) - (z —y) +r(x) —r(y)

Levando em consideragao que |u + v| > |u| — |v|, temos que

() = fW)l 2 [f(a) - (z = )| = |r(x) = r(y)] = 2¢- |z = y| = [r(x) = r(y)].

Observemos que a aplicagao r, acima definida, é de classe C', com r(a) = 0 e 7’'(a) = 0.
Pela continuidade de 7/, existe § > 0 tal que | — a| < § implica que z € U e |r'(z)| < c. A
Desigualdade do Valor Médio, aplicada a r no conjunto convexo B = B(a;d) nos assegura
que se z,y € B entao |r(x) — r(y)| < c|xr — y|. Consequentemente,

z,y € B=|f(x) = fy)| = 2c|z — y| — clz —y],
isto é, | f(x) — f(y)| > c|z — y|. Neste caso, dados =,y € B, se f(x) = f(y), entao
f@)=fy)=0=caz—yl <[f(x) - f)|=0=|z —y|=0=z =y,

pois ¢ > 0. Portanto, f|p é injetiva.

Questao 2. Scjam ¢: U — R™ de classe C! no aberto U C R™ ¢ ¢ € [0,1) tais que
lo(x) — p(y)] < clz — y|, para quaisquer x,y € U. Prove que f: U — R™, dada por
f(x) = x4+ p(z), é um difeomorfismo de U sobre o aberto V' = f(U) C R™. Se U = R™,
prove que f(U) = R™.

Solugao: Inicialmente, afirmamos que |¢'(z)| < ¢, para todo © € U. Com efeito,
suponhamos, por absurdo, que |¢'(x)| > ¢, isto é, |¢'(z)| > ¢ + ¢, para algum z € U. Como
| (x)] & o maximo de |¢'(x)-u| para |u] = 1 e S™! ¢ compacta, existiria u € R™ com norma



1, tal que |¢/(z) - u| = ¢+ €. Pela defini¢ao de diferenciabilidade, a este & corresponde 6 > 0
tal que

0 <t <6 lplo+tu) — ¢(@)] = |¢'(x) - tut r(tu)] = /() - ul — [r(tu),
com |r(tu)| < te. Entéo
0<t<d=|p(x+tu) —p)|>tlcte)—te=t-c

Escolhendo v = tu, temos |v| = ¢t. Portanto, |¢(z + v) — ¢(x)| > ¢ - |v|, uma contradicao.
Logo, |¢'(z)| < ¢, para todo z € U.
Consequentemente, |¢'(z) - v| < c|v| < v, para todos = € U e v € R™\ {0}. Desse modo,

/() ol = v+ @'(2) - 0] = o] = |@'(2) - 0] >0,

se v # 0. Assim, f/(x): R™ — R™ é um isomorfismo, para todo x € U. Pelo Teorema da
Funcao Inversa, f é um difeomorfismo local, portanto transforma cada aberto A C U em
um aberto f(A) C R™. Além disso,

yeU=|f(z) = fy)l=lr—y+p)—py)| >z -yl —cz—-yl=(1-c)z—yl

Portanto, f ¢ injetiva. Logo, f ¢ um difeomorfismo de U sobre o aberto f(U). Suponhamos
agora U = R™. Para provar que f(R™) é fechado, seja () uma sequéncia tal que lim f(z)) =
y € R™. Como |z — z,| < =|f(xx) — f(z,)], segue que () ¢ de Cauchy e, portanto, é
convergente. Se limxy, = z, entdo f(z) = lim f(xg) = y € f(R™). Desse modo, f(R™) é
aberto e fechado. Finalmente, como R™ é conexo, concluimos que f(R™) = R".

Questao 3. Dada uma funcao F': R™ — R” continua, suponha que existam n funcoes de
classe O, g1,...,g,: R" = R, tais que gy o F, ..., g, o F sejam de classe C'. Mostre que se
dgi1(F(x)),...,dg,(F(z)) sao linearmente independentes para todo x € R™, entao a fungao
F ¢ de classe C1.

Solugdo: Seja 2 € R™ arbitrario. E suficiente mostrarmos que F ¢é de classe C' numa
vizinhaga de z. Definimos a fun¢ao G: R” — R" dada por: G(y) = (¢1(y), .., 9n(y)), em
particular:

G(F(x) = (91(F(2)), g2(F(2)), ..., gu(F(2))),

onde F(x) = (z1,22,...,x,). Notemos que a matriz jacobiana de G em F(z) ¢ tal que
%-%(F(JI)) g—%(F(l’)) %(F(I)) dgi (F(x))
oty = | EE@) o EE@) i@
G (F(2)) 32(F(2)) - g2(F(2))|  |dga(F(2))

pois dgi(F(x),...,dg,(F(z)) sao linearmente independentes para todo x € R™. Assim,
como G: R"™ — R" ¢ de classe C' (pois g; é de classe C! para cada i, 1 < i < n) e
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JG(F(z)) # 0, segue pelo Teorema da Fungao Inversa que existem abertos U,V C R™,
F(z)eU,G(F(z) € V,Gly: U=V ébijetorac Gy ": V — U ¢ de classe C'. Assim, em
U, temos que F' = G]U_1 o (GoF), com G|U_1 de classe C! e, por hipotese, G o F' também
de classe C*'. Portanto, pela regra da cadeia, F' é de classe C* em U.

Questao 4. Sejam w a forma volume de R3 e F = (f1, f2, f3) um campo de classe C> em
R3. Considere a 1-forma F = fidx + fody + fsdz. Mostre que dF é a 2-forma w(V x F, ).
Sabendo que dado um campo X de classe C*°, temos que a 2-forma w(X, -, -) restritaa S é a

2-forma (X, n)w, conclua que / F= / ((Vx F),n)w, onde S é uma superficie mergulhada
a5 S

em R? orientada por um vetor unitario n, S é o bordo de S com orientacao induzida e W
¢é a 2-forma volume de S.

Solucao: Para a 1-forma F' = fidx + fody + f3dz, temos que

dE = %dy/\dx+%dz/\dx+%dx/\dy+%dzAdy+%dx/\dz+%dy/\dz,
dy 0z ox 0z ox oy

isto é,

(90 of _of of 0
dF_(@x 8y>dx/\dy+<8x 8z>dx/\dz+(8y ag)dy/\dz.

Desse modo,

T 7k
xF—|2 2 2 (%_% 0fs _Oh %_%)
S |9 9y oz 0 0z O0r 0z O0x O
fofa o Y y
Consequentemente,
Yy z x z Tz y A
w(VxF,el,eg): 1 0 0 Za—f—a—ﬁzdF(%@);
0 1 0 Y
y z z z x Y . A
w(V x F ey, e3) = 0 1 0 = a—fd — 8—J;2 = dF (e, e3);
0 0 1 4
Yy z z z x y ~
w(V x Fep,e3) = 1 0 0 :a_f’_a_j;:dF(el’%)'
0 0 1

Portanto, dF' = w(V x F, - ).
Pelo Teorema de Stokes, se w ¢ uma forma diferencial de classe C!, de grau m, com
suporte compacto, em uma superficie orientada M, de dimensao m + 1, cujo bordo oM é

4



munido de orientagao induzida, entao / dw = / w. Aplicando o Teorema de Stokes para
M oM

a l-forma F', e assumindo que a 2-forma w(V x F -, -) restrita a S é a 2-forma (V x F,n)w,
podemos concluir que

/zasF/sdﬁw(VXF"")/S«VXF)’”W-

Questao 5. Scja f: X — R" uma aplicagao lipschitziana em X C R". Prove que se X tem
medida n-dimensional nula, entdo f(X) também tem medida n-dimensional nula.

Solugao: Adotemos em R™ a norma do maximo. Assumindo que a aplicagao f: X — R"
é lipschitziana, existe ¢ > 0 tal que |f(z) — f(y)| < c|lz — y|, para quaisquer z,y € X.
Se X tem medida n-dimensional nula, para todo € > 0, arbitrario, existe uma cobertura

XCCiU---UCkgU---, onde cada C} € um cubo cuja aresta mede aj, com
vol Cy = ap)” < —.
S vol = Y <
k=1 k=1

Se z,y € Cx N X, entao |z — y| < ay e, assim, |f(x) — f(y)| < ¢ ag, o que significa

que, para quaisquer @ = 1,...,n, as i-ésimas coordenadas de f(z) e f(y) pertencem a um
n

intervalo J; de comprimento ¢ - a;. Portanto, f(Cy N X) esta contido no cubo H J; = CY,
i=1

de aresta ¢ - aj. Desse modo, vol C} = ¢™ - (a)".

Portanto, f(X) = U f(C,nX)cCyU---CLU---, onde

k=1
oo oo 8
g VolC,;:c”-g(ak)”<c"-—n:6.
o
k=1 k=1

Logo, f(X) tem medida n-dimensional nula.



