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Parte I - Analise Real

Escolha 3 dentre estes 4 problemas para resolver.

Problema 1. Dado n > 3, resolva os itens abaixo:

a) Encontre uma solugao fundamental (no sentido das distribuigoes) para o operador Lapla-
ciano A. Justifique.

Demonstracao. Sejam w, a medida da esfera unitaria de R™ e D o conjunto das fungoes
C* (R™) de suporte compacto. Mostraremos que

r) = 2

= @) para todo x € R™\ {0},

¢ uma solugao fundamental para A. Primeiro provaremos que I' é uma distribuicao regular.
De fato, dado R > 0 usamos coordenadas polares para obter

RQ
/ lz|* " dr = w,—,
Br 2

para toda bola aberta By de centro na origem. Logo, I' € L} (R™). Agora precisamos

mostrar que AI" é a distribuigao dy de Dirac na origem, ou seja, que I' satisfaz

(AT, ¢) = ¢(0), (1)

para toda fungao ¢ € D. Com efeito, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

(AT, ¢) = (I', Ag) = lim [(x)A¢(x) du. (2)

R—+o00 Bgr

Ademais, dado 0 < € < R usamos a integracao por partes para encontrar

/ [(z)Ad(x)de = —/ VI(x) - Vo(x)dr + / ['(z)(Vo(x) - v(z))dS
Br\B: Br\B:

8(BR\BE)

- / , AT dr - [ @@ va)ds @)

9(Br\Be)

['(x)(Vo(x) - v(x))dS,
n /MBR\BE) (2)(Vo(x) - v(z)

onde v representa a normal interior sobre d(Bpg \ B:). Para R > 0 suficientemente grande
(dependendo do suporte de ¢) temos

/8(3 \Bo) ¢(x)(VI(2) - v(z))dS = é(x) (VI (z) - v(x)) dS (4)

0B¢
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/ D(2)(Vo() - v(z)) dS = / I(2)(Vé(z) - v(z)) dS. (5)
d(Br\B:)

0B¢
Levando em conta que

€T, 1 _ o
T e B = (el = nle ),

para todo x # 0, combinamos , e e usamos o Teorema da Convergéncia Dominada
para obter

/B I'(2)Ad(z) dz = lim I(2)Ad(z) dz = 6 (0). (6)

e=0" J g\ B.
Finalmente, combinando e @ obtemos . O
b) Se f € L' (R™) ache uma solugio distribucional para a equagao
Au = f.
Justifique.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que f € D. Sabemos que I' x f € C*° (R™). Assim,
I' x f é uma distribuicao regular e

(AT*f).¢) = (OxfAd)
- / (T ) () Ap(a) d

= AL * f)(x)o(x) da

RTL

= [ Gox D@ole) ds
- | @) d 1)

para toda funcao ¢ € D. Logo, I' *x f é uma solucao distribucional para a equacao Au = f.
Para o caso geral, usaremos a densidade de D em L' (R"). Note que, pela desigualdade
de Young, temos

PXB1 * f S Ll (Rn> € FXBf * f e L? (]Rn)

para algum 1 < p < +oo suficientemente grande, onde Bf = R™ \ By. Seja (fy) em D
convergindo para f em L' (R"). Desde que

['xg=Txp *g+Txp: g, paratodog e L' (R™),
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obtemos

(T fo0) — (T * fir,0)| = ’(FXBl * (f = fr), &) + (Uxpg = (f — fk)7¢>‘
< (lllselTxs ) I1f = frlly
+ (1llprp-lTxsgllp) 1 = fillss (8)

para toda ¢ € D, onde usamos as desigualdades de Holder e Young na ultima estimativa.
Por concluimos que I' x f;, converge para ' x f no sentido das distribuicoes. Entao, segue
de e da continuidade do operador Laplaciano (na topologia das distribui¢oes) que

AT« f) = lim AT * fx)

k—+4o00

k—+o00

= f

onde usamos que f; converge para f na topologia das distribuicoes na tltima igualdade. [J

Problema 2. Resolva os itens abaixo:

a) Dado a > 0 calcule a transformada de Fourier da fungao ¢(z) = e~ para todo = € R™.

Demonstragdo. Desde que ¢ € L'(R™) podemos usar Fubini e obter

FO)a) = en " [ o)y

n 400
_ (271')7”/2 (H/ e*iﬂfky*ayQ dy) (9>
k=1Y—°
Dado b € R note que

b? (=0)

—iby — ay® = i(=b)y — ay* = —2° — 1 = a'?y — 2a1/22" (10)
Por ([10)) temos
+o00 —b2/4a —b2/4a
—iby—ay? _ € —22 5 _ € 1/2
/;Ooe Y ydy_ W/L;e dZ—Wﬂ' y (11>
b
onde U = {z :Im(z) = 5 1/22}. Combinando (9)), (L0) e (11) encontramos
a
—[a[?/4a
e
F = 7.
(@) = G



b) Se f: R" x R — R é uma fungdo mensuravel e 1 < p < 400, mostre que

(L vealar) " [/ |f<x,y>|pdx>”” ”

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que

[ ([ 1swras) "ty < 0. (12

Por (12]) concluimos que f(-,y) € L? (R™) para quase todo y € R". Entao, usamos o Teorema
de Tonelli e a Desigualdade de Holder para encontrar

/n ( . If(x,y)!dy> lg(z)|dx = /n (/n ]f(a:,y)Hg(x)\dQE) dy
ot [ ([ 15600 ac) "

para toda funcdo g € LP/P~' (R"). Ademais, desde que f é mensurdvel, segue do Teorema
de Tonelli que a funcao

IN

F(a)= [ 1f(z.y)dy

é mensuravel. Também podemos supor sem perda de generalidade que {z € R" : F' # 0}
possui medida nao-nula e pode ser escrito como uma uniao crescente de conjuntos com
medida finita. Assim, existe uma sequéncia (f) em LP (R") tal que

Ifello #0, 1Al SIFI e lm fi(e) = F(a). (14)

Agora considere a sequéncia em LP/P~! (R™) definida por

s (F)
1Al

onde sgn(F') = F/|F| se F # 0 e sgn(F) =0 se F = 0. Note que
19kllop— =1 e |fell, = 3 | i) gk ()] dov. (15)

Portanto, combinando , e o Lema de Fatou, obtemos

[Ell, < liminf [ [fi(x)ge(2)] do

< liminf [ |F(x)gr(z)|dx. (16)
k—+oo Jpn
Finalmente, combinamos e para provar o resultado. O
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Problema 3. Se f é continua e limitada em R", use a Teoria S’ da transformada de Fourier
para encontrar uma fungao u : R™ x [0,4+00) — R que satisfaz pontualmente o seguinte
problema de Dirichlet no semi-espaco:

{ Ou — Au =0, em R™ x (0, +00), (17)

u(z,0) = f(x), para todo x € R™.
O que podemos dizer quando f € L? (R™) para 1 < p < +00? Justifique.

Demonstra¢ao. Usaremos a Teoria 8’ formalmente para encontrar um candidato u a solugao
de . Desde que & C &', assuma que f € S e aplique a Transformada de Fourier, na
variavel x, ao problema para transformé-lo no problema de EDO abaixo:

Oi(Fu) + 2P Fu=0 e Fu(x,0)=Ff(z). (18)
Resolvendo o problema obtemos
Fu(z,t) = e PEFf(a).

Entao, usando o item a do Problema 2 ¢ o item b do Problema 4 (basta a Teoria S),
encontramos

w = F(eE)
- £ (2 () )
= (K(z,0)* [),

onde K (x,t) = (4mt)~"/2e 1#1*/4 ¢ a convolucao é realizada na varigvel z. Desde que {Ki}iso
é good kernels, onde K; = K(-,t), podemos retornar ao caso f limitada e continua (ou
f € L?(R™)). Note que

1 —\x|2/4t n ‘x’2
K(t)eS e é’tK@,t):W ¢ )| o)

para todo (x,t) € R" x (0, +00). Portanto, levando em conta que e~ *I*_ |z[2e 1" € S e (19),
segue da Desigualdade de Holder e do Teorema da Convergéncia Dominada que

ou=(0,Kx*f) e Ou=(02Kx*f), emR"x (0,+0c0).
Logo, u satisfaz
Ou—Au= (0K —AK)*x f =0, em R" x (0,400).

Para a condicao de fronteira basta notarmos que {K;},., é good kernels. Finalmente, para o
caso f € LP (R") para 1 < p < +o0, lembre que {K,},., ser good kernels implica que u(-,t)
converge para [ em LP quando t — 0. O]



Problema 4. Sejam u € S’ e ¢ € S. Resolva os itens abaixo:

a) Mostre que u x ¢ € C* (R") e
D% (ux ¢) = Dux ¢ = ux D,

para todo multi-indice «.

Demonstra¢ao. Dados h > 0 e ¢ : R® — R defina

¢(z + her) — p(x)
. :

para todo x € R",

Tho(r) =

onde ¢, representa o k-ésimo vetor da base canonica de R™. Por indugao sobre |a| podemos

supor que « = ¢, para algum k € {1,...,n}. Primeiro provaremos que
Ty¢ — Op¢ na topologia de S quando h — 07,
Pela continuidade dos operadores F: S —+ S e F!:S — S basta provarmos que
F (Th¢ — Oxp) — 0 na topologia de S quando h — 0.

De fato, dado x € R™ temos

F(Thé— 0ed) (1) = on(2)Fo(x), onde vn(x) = (% _ ka) |

Usando a série de Taylor obtemos

hx?, se |B] =0,
| D%y ()| < § hlaxl, se 8] =1,
RIAI=1 se |B] > 2.

Entao, dados o e v multi-indices usamos e a formula de Leibniz para estimar

D o) @) < 5 () )l Dunle) )

B<y

< h |xo+2ekD'y]_—¢<x>‘ +h Z ( g > ‘x0+6kD776.F¢(‘T>‘

B<y,1Bl=1
+ by <g)hiﬁi—2\x0m—5f¢(x)\.
B<y, 18122

Portanto, segue de que

Wory (YnF @) < hw(UJrQek)'y(}_gb) +h Z ( g )w(0+€k)(7/3)(]:¢)
B<y,|Bl=1

+hoy ( Z ) WP 2w, ) (Fo),

B<,18|>2

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)



o que implica . Dado x € R"™, denotamos por R e 7_, as distribuicoes reflexao e translagao
em —x, respectivamente. Usamos e a continuidade da distribuicao R7_,u para encontrar

Jim T(ueo)a) = Jim (ue Too)(o)
— lim (Rr_u, Tho)
= (ux0y9) (z),
ou seja, D (u* ¢) = u* D*¢. Para a outra igualdade, note que
(D% ¢) (x) (D%, 7, Ro)
= (=1)*(u, D* (1, R9))
= (u, 7, RD“p)
(ux D) (x).
]
b) Prove que F(u * ¢) = (27)"2(Fu)(F¢), onde F denota a transformada de Fourier.
Demonstracao. Dados u € S’ e ¢,1 € S, basta provarmos que
[ o) @ite) de = (u Rox ). (25)

De fato, temos

(Fluxd), FU) = {(us o))
- / (e 9) (@)(a) dr (26)

Por outro lado, usamos a Teoria S para obter

(F7'Fu,Rp ) = (Fu,F ' (Rp 1))
= (Fu,(2m)"?FoF ')
= (2n)"*FuF¢, F'y). (27)

Portanto, se a igualdade (25) é verdadeira, combinamos e e levamos em conta a
arbitrariedade de 1) € S = F(S) para obter F(u x ¢) = (2m)"/?(Fu)(Fo).
Provaremos em duas etapas:

1. Etapa 1: ¢,¢ € D.

Dado A > 0 escreva R" = U Rﬁ como uma uniao quase-disjunta de quadrados com

keZnr
volume h". Considere a soma de Riemann de (R¢) * ¢ dada por

Th(z) = Z (Ro)(x — kh)(kh)ckpy, onde cypy = | Ry Nsupp ()] .

kezn



Da Teoria das Distribuigoes, sabemos que
r, — R¢ * 1 na topologia de D quando h — 0.
Dado x € R", note que (7x,R¢)(z) = Ro(x — kh) e por definigdo temos
(ux* @)(kh) = (u, Tk RO).

Portanto, desde que u restrita a D é uma distribuicao e para h > 0 fixado a soma na
definicao de r}, é finita, encontramos

(u,(Rp) 1) = lim (u,ryp)

h—07+

= lm Y (u, 7 Re)t(kh)cp
_ / (u §)(w)(x) dr. (28)

. Etapa 2: ¢,¢ € S.
Nesta etapa usamos a densidade de D em S na topologia de S. De fato, sejam (¢y) e
(¢r) em D tais que

o — ¢ e Yr — 1 na topologia de & quando k — +o0.

Note que a sequéncia (¢ * 1) converge para (¢ x 1)) em S e satisfaz as condigoes do
Teorema da Convergéncia Dominada. Portanto, segue de (28]) e da continuidade das
aplicacoes R: S -+ Seu:S8 — C que

/n(u x @)(z)Y(x)der = lim (u* ¢p)(x) g (x) de

k—+o00 Rn

= lim (u, Ry, * 1)

k—4o00

= (u, R * ).



Parte II - Andlise Funcional

Escolha 3 dentre estes 4 problemas para resolver.

Problema 5. Sejam (E, || - ||g) e (F,] - ||r) espagos de Banach.

(i) Mostre que se f € E*, entao || f|

B = sup f(x).
r€BR
(ii) Mostre que os espagos E* x F* e (E x F)* sao isomorfos, considerando E x F' munido
com a norma ||(x, )|l := max{||z||z, ||y||r}, com x € E ey € F, e E* x F* munido
com a norma ||(f, 9)|l1 :== ||fllg+ + l|g]|F+, com f € E* e g € F*.

Solucao (i). Da definigao de || f|

/]

g+ segue-se diretamente que

g = sup |f(z)| > sup f(z).

zE€BE zE€EBE

Agora, fixado qualquer ¢ € (0, 1), existe z. € By tal que

sup |f(z)| —e <|f(xe)] = f(sinal(z:) - zc) < sup f(x),

rE€BE z€BE

uma vez que sinal(z.) - z. € Bg para qualquer € € (0,1). Fica entao provado que

sup |f(z)| —e < sup f(x) Vee (0,1).

z€Bg r€BE

Tomando o limite quando £ — 0, obtém-se o resultado (i).

Solugao (ii). Defina a aplicagao linear T: E* x F* — (E x F)* pondo:

T(f,9)(x,y) = f(z) +9(y), V(z,y) € ExF

Um célculo direto, usando as definigoes das normas ||(-, )|l € ||(+,*)|l1, mostra que T" estd
bem definida e satisfaz [|T'(f, 9)||(exr)- < [|(f,9)|1 para todo (f,g) € E* x F*. Mostra-
se também de forma direta que T é injetiva. Para mostrar que T é sobrejetiva, note que
dado qualquer funcional h € (E x F')* podemos considerar os funcionais f(x) = h(z,0) com
x € E,eg(y) = h(0,y) com y € F. No caso, observemos ainda que para todo = € F se
tem | f(x)| < ||2|l(Exry< || (2, 0)||1 = ||hll(exr)«||lz]|, € isso mostra que f € E*. Analogamente,
mostra-se que g € F*. Portanto, da definicao de T, tem-se que

T(f,9)(z,y) = f(z) +9g(y) = h(x,0) + h(0,y) = h(z,y) V(z,y) e ExX F = T(f,g)=h.

Um célculo direto mostra que (E* x F*,||(,-)|[1) é de Banach. Como espacos duais sio
sempre de Banach, segue-se do Teorema da Aplicagao Inversa (continua) que T—1 é limitada.
Segue portanto que T' é um isomorfismo.
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Problema 6. Seja 1 < p < oo e considere o espaco de Lebesgue Ly[a,b]. Mostre que se
{fn}nen C Lypla,b] (a < b) é limitada e f € Ly[a, b, entao { f,}nen converge fracamente para
fem Ly[a,b] se, e somente se,

/I fat)dt — /x f(t)dt Vx € |a,b].

Solugao. Se {f,}, converge fracamente para f em L,[a, ], entao:
b
lim fn gdt = / frgdt Yg€ Lja,b] (p7' +q ' =1)

n—oo

Fixado = € [a,b] e considerando g = X[a,) segue diretamente desta igualdade que:

x b b x
lim fndt = lim / Jn* Xjaz) dt = / I Xjaa dt = / fdt
n—oo a a a

n—oo a

Reciprocamente, como { f,, } ¢ limitada, alguma subsequéncia { f,,, } converge fracamente para
alguma fungdo g € L,[a, b]. Isso se deve a reflexividade do espago L,|a,b]. Portanto, usando
a definicao de convergéncia fraca e replicando o argumento acima, temos que:

hm/ fny, dt = /gdt vV € [a,b].

Por outro lado, da hipétese, inferimos que:

/fdt:/ gdt Yz € [a,b].

Uma consequéncia imediata desta igualdade é que, para quaisquer z < y em [a, b], tem-se:

Y ) T Yy x y
/fdt:/ fdt—/ fdt:/gdt—/ gdt:/gdt.

Segue do Teorema de Diferenciagao de Lebesgue que f = g q.t.p. em [a,b]. Ou seja, f =g
em L,[a,b]. Agora, um argumento simples mostra que {f,}nen deve convergir fracamente

para f.
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Problema 7. Seja H = {5 o espago de Hilbert munido com a norma usual induzida pelo
produto interno

(€. = &uln E=(&)2y C= ()2 € Lo
n=1
(i) Mostre que se T': {5 — {5 é um operador linear autoadjunto, entao seu espectro residual
é vazio.
(ii) Determine o espectro pontual, residual e continuo do operador T': ¢35 — {5 dado por
7(6) = o E= ()il
\/ﬁ ) n=

n=1

Solugao (i). Seja A € C tal que R(T — AI) nao é denso em ¢5. Pelo Teor. Hahn-Banach,
existe f € €5\ {0} tal que R(T — XI) C N(f), ou seja,

(&) =0 VY¢e R(T—\).
Portanto, como por hipdtese T' é auto-adjunto, tem-se que

o (T*=MD(f)=0 = feN(T" -\
= AN€op,(T")=0,(T) = 0,(T)=10

Solucgao (ii). E f4cil mostrar que T é um operador linear compacto e auto-adjunto. Logo,
por (i), o,.(T) = 0. Segue entdao do Teorema Espectral que o(T) = 0,(T) U {0}. Agora,
observe que T'(£) = 0 se, e somente se, £ = 0. Portanto, 0 ndo é um auto-valor de T e, assim,
tem-se que o.(T) = {0}. Um célculo direto, mostra que (1/1/5)52, constitui os auto-valores
de T associados aos auto-vetores e; = (0;;)ien. Segue que 0,(1) = {% j € N}

12



Problema 8. Seja 1 < p < oo e considere os espagos de Lebesgue L,[0,1] e L]0, 1]. Mostre
quese T': L,[0,1] — L;[0, 1] é um operador linear limitado, entdo 7" ndo pode ser sobrejetivo.

Solucao 1. Suponha que exista uma tal aplicacao linear 7. Entao, podemos concluir
facilmente que a adjunta T*: Lj[0,1] — L;[0, 1] ¢ linear, limitada e injetiva. Como L3[0, 1]
é separavel, dual de um espago reflexivo, a imagem T*(L;[0,1]) (subespago de um espago
separdvel) também ¢é separavel. Entao 7%(L5[0, 1]) contém um conjunto enumerdvel e denso,
digamos {T™(f,): n € N}. Acontece que a injetividade e continuidade de 7™ implicam
facilmente que {f,: n € N} é denso em Lj[0,1]. Com efeito, se f € L;[0, 1] entao T*(f) €
T*(L3[0,1]). Portanto, T%(f) = limy_oo T*(fn,) (para alguma subsequéncia { f,,, : kK € N} de
{fn: n € N}), donde segue que
T(f) = Jim T(f) = T*(Jim f,) = = Jim £,

k—oo

Acontece que L;[0, 1] ndo pode ser separavel uma vez que L3[0, 1] = L [0, 1].

Solucao 2. Sabe-se que se 2 é um espaco normado reflexivo e M é um subespago fechado
de E, entdo o espago quociente £/M também é reflexivo. No caso da questao, se existisse
uma aplicacdo linear, limitada e sobrejetiva T': L,[0, 1] — L]0, 1] poderiamos ent@o concluir
que o espago quociente L,[0,1]/Ker(T) é reflexivo. Acontece que T" induz naturalmente um
isomorfismo entre L, [0, 1]/Ker(T') e L;[0, 1]. Com efeito, mostra-se facilmente que a aplicagao
linear T': L,[0,1]/Ker(T) — L]0, 1] definida por T'(f 4+ Ker(T)) = T(f) é um isomorfismo.
Consequentemente, como reflexividade é invariante por isomorfismo, teriamos que L0, 1] é
reflexivo. Acontece que isso nao é verdade, um fato classicamente bem conhecido.
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