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RESUMO

Nesta Tese, faremos um estudo de regularidade de solugdes no sentido da viscosidade para
equacoes elipticas totalmente ndo lineares com condi¢do de bordo obliquo. Neste aspecto, pri-
meiramente sob condi¢Oes assintdticas e outras hipdteses, serdo garantidas estimativas do tipo
Calder6n-Zygmund para tais solugdes, a saber, no contexto dos espagos de Lebesgue, Lorentz
com peso e Orlicz com peso. A técnica usada remonta a conceitos de Andlise Tangencial que
consistem em importar “estimativas de regularidade finas” de um perfil limite, sendo ele, o Ope-
rador Recessdo associado ao original de segunda ordem via procedimentos de compacidade e
estabilidade. Tal processo garantird tais estimativas sob condi¢des estruturais enfraquecidas so-
bre o operador que governa o problema. Além disso, faremos algumas importantes aplicagcdes
desta teoria em um caso de Problema de Fronteira Livre, em estimativas do tipo BMO e em
teoremas do tipo de densidade de solu¢des em uma classe geral de solugdes no sentido da vis-
cosidade. Por fim, trataremos de um estudo da regularidade 6tima dessas solucdes em que o
termo fonte serd estudado em vdrios cendrios de integrabilidade até o caso limite que seria o

caso em que tal termo estd no espagco BMO.

Palavras-chave: equagdes totalmente ndo-lineares; equagdes elipticas; condi¢ao de bordo obliquo;

teoria da regularidade; regularidade 6tima.



ABSTRACT

In this Thesis we will study the regularity of viscosity solutions for fully nonlinear elliptic equa-
tions with oblique boundary condition. In this regard, firstly, under asymptotic conditions and
other hypotheses, Calderén-Zygmund type estimates will be guaranteed for the same visco-
sity solutions, namely, in context of Lebesgue, weighted Lorentz and weighted Orlicz spaces.
The technique used goes back to Tangential Analysis concepts that consist of importing “fine
regularity estimates”of a boundary profile, that is the Recession Operator associated with the
second-order original via compactness and stability procedures. Such a process will guarantee
such estimates under weakened structural conditions on the operator that governs the problem.
Furthermore, we will make some importants applications of this result in a Free Boundary Pro-
blem case, in BMO-type Estimates and in density-type theorems of solutions in a general class
of viscosity solutions. Finally, we will deal with a study of the optimal regularity of these solu-
tions where the source term will be studied in various integrability scenarios up to the limiting

case which would be the case in which such term is in the BMO space.

Keywords: fully nonlinear equations; elliptic equations; oblique boundary condition; regularity

theory; optimal regularity.
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LISTA DE SIMBOLOS

Dado x = (x1, -+ ,Zp_1,x,) € R", denotaremos 2’ = (x1, -+, Zp_1).
Dominio limitado em R", isto €, um aberto conexo e limitado do
espaco Euclidiano R™.

Bola aberta de centro x € R" e raio r > 0, ou seja,

B.(z) ={y € R": |y — x| < r} (quando = = 0 usamos a notagdo B,).
Semi-bola aberta de centro x e raio » > (0, como o conjunto

B} (z) = B, "R} + . Se x = 0, usaremos a notagdo abreviada B}
Bordo plano da semi-bola B;, dado por

T, ={xeR":|2/| <rex, =0}

Parte de Omega na bola B,.(z), ou seja, Q(z,7) = QN B,(x).

Parte positiva da fungdo u, definida por ™ (z) = max{u(z), 0}.

Parte negativa da fun¢io u, definida por v~ () = max{—u(x), 0}.
Gradiente da funcéo u, dado por Du(x) = (ug, (x), -, ug, (z)).
Matriz Hessiana da fungéo u, dada por D*u(z) = (Us,a, )1<i j<n-

O numero « € suficientemente pequeno.

O ntmero a € suficientemente grande.

Dizemos que f(z) = O(g(x)) quando x — a e 1&-se f é O-grande de
g se existem constantes C > 0 e 0 > 0 tais que | f(x)| < C|g(x)]| para
todo x tal que |z — a| < 6.

Dizemos que f(k) = o(g(k)) quando k — oo e 1é-se f é o-pequeno de
g se existem constantes C > 0 e ko € N tais que | f (k)| < C|g(k)| para
todo k > kg.

A estd compactamente contido em B, ou seja, A C B e A é compacto.
espaco das matrizes simétricas de ordem n.

A média da funcdo u no conjunto A, mais precisamente,

]ﬂ u(z)de = ﬁ /A u(z)dz.



2.2
23

3.1
3.2

6.1
6.2
6.3
6.4

7.1
7.2
7.3
7.4
7.4.1
7.4.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . ottt ettt et et e e e e e et e e e e 14
RESULTADOSPRELIMINARES . . . . ... ... ... . . .. 19
Sobre paraboloides tangentes, diferenciabilidade de segunda ordem e al-

guns resultados sobre o espaco da funcoes p-integraveis . . . . . ... ... 19
Um repasso sobre alguns espacos funcionais . ................ 32
Equacoes elipticas totalmente nao-lineares com condicoes de bordo obliquo 53

ESTIMATIVAS W27 COM CONDICAO DE BORDO OBLIQUO SOB

REGIME ASSINTOTICO . . . .ttt i e et eeeee e 62
Uma abordagem tangencial . ... ...................... 64
ProvadoTeorema 3.0.5 . . . . ... ... ... ... 69
ESTIMATIVAS DE LORENTZ-SOBOLEV COMPESO . . ........ 81
ESTIMATIVAS DE ORLICZ-SOBOLEV COMPESO ........... 88
APLICACOES . . . ittt ittt ittt ettt e e 94
Problemadeobstaculo . ............... ... 94
Densidade de solucoes de viscosidade . . . ... ............... 104
EstimativasBMO paraaHessiana. . . . . . . ... ... 0o v e 107
Regularidade de Morrey com expoente variavel . ... ........... 114

MODULO DE CONTINUIDADE UNIVERSAL PARA PARA SOLUCOES
DE VISCOSIDADE DO PROBLEMA COM CONDICAO OBLIQUA . . . 122

Caso p € [n — ¢, n) - Holder regularidade 6tima . . . . . ... ....... 126
Casop =n-Regularidade Log — Lip. . « v v v v v v v v v v v v v v v v 136
Caso n < p < o - Regularidade 6tima do gradiente . . . . ......... 144

Caso BMO - Regularidade Log — Lip do gradiente e estimativas de Schauder 148

Estimativas BMO em proveito da estratégia do operador recessao . . . . . 159
Teoria Schauder para operadores com coeficientes variaveis . ... .. .. 163
CONCLUSAO . . . ¢ ittt e e et ettt ettt e 175

REFERENCIAS . & o v ot o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 177



14
1 INTRODUCAO

A Teoria de regularidade para solugdes no sentido da viscosidade de equacdes
elipticas totalmente ndo-lineares é um topico de muito interesse para varios pesquisadores. Um
dos motivos desse grande interesse € o vasto campo de aplicacdes em dreas como a geometria
diferencial, fisica, quimica, andlise harmonica, andlise funcional e em teoria de jogos. Tal drea
teve pontapé inicial de desenvolvimento em meados do século XX com os célebres trabalhos de
Evans e Krylov em [33] e [34], que provaram a desigualdade de Harnack para equacdes elipticas
de segunda ordem na forma ndo divergente com coeficientes mensuraveis € outros aspectos
de tal espécie de equacdes. Crandall e Lions em [19] e Evans em [23] e [24] conceituaram
um novo tipo de solucdo fraca para equacdes da forma nao divergente, denominado método
de viscosidade, cujo conceito € bem posto para trabalhar com tais modelos que ainda nado se
trabalhava na época. Outro grande trabalho nessa linha foi o de Caffarelli em [14], no ano de
1989, que abordou estimativas dos tipos C'1®, C** ¢ WP para equagdes elipticas totalmente
nio-lineares, dando abertura a teoria de regularidade W?P para tais tipos de equagdes com
respeito ao conceito de solugdo de viscosidade. Vale destacar o célebre trabalho de Caffarelli,
Crandall, Kocan e SwieEch em [16] estabeleceram o conceito LP- solucao de viscosidade, além
de desenvolver vérias propriedades sobre o conceito de solugcao de viscosidade de equagdes
totalmente ndo-lineares. Varios outros trabalhos foram desenvolvidos até os dias atuais e ainda
¢ uma area em grande desenvolvimento.

Especificando um pouco a linha de raciocinio acima de acordo com o interesse do
presente trabalho, o estudo de equacgdes elipticas totalmente nao-lineares com condicdes de
bordo obliquo, em particular, vem com o intuito de generalizar o problema com condi¢do de

bordo de Neumann. Em geral, uma condicao de bordo obliqua é dada da seguinte forma

Ax) - Du(x) +~(z)u(z) = g(x), v €T, (D

onde 7y e g sdo fungdes reais definidas em I' C 02 para {2 C R" dominio limitado e I" aberto
relativo de 0€). O termo obliquo deve ser entendido de modo que [ tem uma dire¢ao inclinada
com respeito a normal exterior n de 2. Notemos que quando 5 =ne vy = g = 0, a condicao
(1) se torna a condi¢@o de bordo de Neumann. A equacdo (1) € prescrita em termos de derivada
direcional em relagdo a um campo vetorial 5 : 92 — R", definido em 0f2. Em geral, uma

condicdo de contorno obliqua é dada pela seguinte forma
B(Du,u,7): = B(z) Du+7(z) - u, 2

onde g, 5 e y sdo fungdes. Na teoria dos problema de derivada obliqua, o termo obliquo significa

que |5(z) - n(z)| > po > 0 em 0F, onde n(z) denota a normal exterior de (2. Essa imposi¢do
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se deve a condi¢do complementar de Shapiro-Lopatinskii, que afirma que o problema

F(D*u, Du,u,z) = f(z) em

3
B Du+~yu=g(x) sobre OS2, ©)

é bem posto (isto é, regular, ndo degenerado, ndo singular) se, e somente se, 5(x) - n(x) é ndo
nulo em 0f) (Para mais detalhes, cf.[41]), onde 2 C R™ € um dominio limitado. Esta condi¢ao
de fronteira aparece, por exemplo no estudo da dindmica de uma hipersuperficie orientdvel
em movimento ao longo do tempo em dominio fixado cuja fronteira dessa hipersuperficie in-
tersectando a fronteira da dominio com angulo de contato fixo (veja, por exemplo, [21]). O

comentério anterior motiva nossas consideragdes na condicao obliqua, sempre assumimos que
B(x) -m(x) > py sobre 02 e ||B|Lepa) <1,

para alguma constante positiva 1y. O caso particular da condi¢do de contorno obliquo regular
¢ a condigdo de contorno de Neumann, ou seja, o caso 5 = n(z) e v = 0, onde n(x) é o vetor
normal externo de JS2 ou condi¢do de contorno de Robin quando 5 = an(x) e ¥ = cparaa > 0
e c constantes. O grande interesse pelo problema com condi¢do obliqua se deve a aplica¢des em
areas além da prépria matemadtica, como a Fisica Matemadtica e a Matematica Aplicada em geral.
Por exemplo, na teoria dos processos de Markov (como no caso do movimento browniano), a

equacgao com condicdo obliqua
B-Du+yu=yg “4)

aparece na teoria, onde o primeiro termo do lado esquerdo de (4) descreve a reflexdao do processo
ao longo do campo /3, enquanto o segundo termo estd relacionado ao fendmeno de absor¢do. No
entanto, a teoria de EDPs com condi¢des de fronteiras obliquas possui uma gama de exemplos
classicos além desse, como outras aplica¢des importantes na mecanica de corpos celestes, teoria
de controle estocastico, choques refletidos em fluxos transonicos e assim por diante (cf. [38]).
Um estudo mais minucioso desse tipo de condi¢do pode ser encontrado no cldssico livro do
Lieberman [38]. O estudo de Equagdes elipticas totalmente nao-lineares com condi¢do de bordo
obliquo vem crescendo muito nos dltimos anos, vide trabalhos como o de Byun e Han em
[8] sobre estimativas do tipo W2? para problemas dessa natureza com o operador convexo,
desenvolvido em 2020. Em 2021, Zhang et al. em [59] desenvolveram um estudo de tais
estimativas em um contexto assintético nos casos eliptico e parabdlico. Um pouco mais tarde
em 2022, Byun, et al. desenvolveram nessa linha um estudo sobre estimativas do tipo W??
para o problema de obstaculo quando o operador governante € convexo no trabalho [10]. Nesse
mesmo ano, Zhang e Zheng em [61] trabalharam tal problema no ponto de vista de estimativas
do tipo Lorentz com peso.

Nesse contexto, o presente trabalho traz como contribui¢ao uma série de resultados
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de estimativas globais do tipo Calderén-Zygmund para solucdes de viscosidade de equagdes
totalmente nao-lineares com condi¢do de bordo obliquo sob condicao assintdtica, além de um
estudo do modulo de continuidade universal para solu¢des de viscosidade de tal problema onde
o operador I’ depende apenas da Hessiana D?u e dos coeficientes varidveis. Mais precisamente,
em um primeiro momento apresentaremos o estudo obtido em [6] e [5], que objetivam, do ponto
de vista da teoria de regularidade, sob certas condicdes, o problema (3), onde 2 C R" é um
dominio limitado com bordo OS2 regular a ser especificada mais adiante para operadores com
condicodes de relaxamento de convexidade. Desta forma, desenvolveremos uma teoria do tipo
Calderon-Zygmund no contexto dos espacos de Lebesgue, Lorentz com peso e de Orlicz com
peso. A técnica que serd abordada nesta tese remonta a argumentos de andlise tangencial, tendo
como inspiracdo os célebres trabalhos de Pimentel e Teixeira [46], em 2016, que estudaram esti-
mativas 2P para solugdes de viscosidade de equagdes totalmente ndo-lineares com condigdes
assintdticas; Da Silva e Ricarte em [51] que exploraram estimativas do tipo W2 sob o contexto
assintético para equacoes elipticas totalmente ndo-lineares com condi¢do de bordo de Dirichlet;
Byun e Han em [8] que garantiram estimativas W 2* para (3) quando F é convexoey = g = 0.

No contexto dos espagos de Lorentz com peso, temos o Estado-da-Arte representado na Tabela

1 abaixo:
Tabela 1 — Estado-da-Arte para estimativas de Lorentz com peso
Equacao Referéncia
Regularidade interior F(D?*u,z) = f [58]
. . F(D?u,z) = f(r) em Q
Problema de Dirichlet { w(@) = 0 sobre 90 [60]
, F(D?*u, Du,u,z) = f em
Problema obliquo { B(z)-Du = 0 sobre 9, [61]

Fonte:Elaborada pelo autor.

Pontuamos no caso do Problema de Dirichlet que foram também obtidas estimati-
vas no caso parabdlico e no contexto dos espacos de Lorentz-Morrey. E por dltimo, caso das
estimativas de Orlicz com peso, a Tabela 2 abaixo apresenta alguns desenvolvimentos recen-
tes sobre teoria de regularidade em tais espacos funcionais que motivou as estimativas para o

problema com condicao de bordo obliquo:

Tabela 2 — Estado da arte para estimativas de Orlicz com peso

Regularidade Modelo de Equacao Referéncia
Global do gradiente { i Da(azﬁ(x’t)Dﬁl(L;; _ OD“f R o ngQT [13]
Global da Hessiana { F(D*u, Du, 3(3 = @ e & [12]

Regularidade interior F(D%u,z) = f(z)em Q [35]

Fonte:Elaborada pelo autor.

Vale observar que nos dois primeiros casos temos operadores que sdo assumidos
concavos/convexos, enquanto no regime de regularidade interior foi desenvolvido para equagdes

elipticas totalmente ndo-lineares assintoticamente convexas.
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Subsequentemente, para a segunda parte do objetivo, os grandes trabalhos de Tei-
xeira [54], em 2014, Castillo e Pimentel [17], em 2017, e o trabalho de Amaral e Dos Prazeres

em [2] no ano de 2022, motivaram um estudo de regularidade 6tima do problema

{ F(D?*u,z) = f(z) em B )

B Du+~yu = g(x) sobre Ty,

onde F' € um operador uniformemente eliptico e sob certas condi¢cdes sobre os termos 3,7 e g
sob cendrios distintos do termo fonte f. Em linhas gerais, podemos resumir o estudo do médulo
de continuidade de solucdes para (5) pela seguinte tabela no caso em que o operador governante

¢ apenas uniformemente eliptico:

Tabela 3 — Quadro para modelos com operador governante uniformemente

elitico
Termo fonte Dados de bordo | Regularidade da solucao
feLQ), peln—con) | 7,9 € C™09) (D)
fe L) B,7,9 € CO*(00) COLog=Liv(())
felPQ),n<p<oo |fB,7v,9¢cC*00) Cl’min{a;’p;n}(ﬁ)

Fonte:Elaborada pelo autor.

O interessante na esquematizac¢do acima € que percebemos que a medida que pedi-
mos mais integrabilidade do termo fonte e mantemos a regularidade dos dados de bordo obte-
mos uma melhor regularidade para as solucdes de (5).

Para o caso de termos a estrutura adicional de convexidade/concavidade para o ope-

rador F' temos o seguinte quadro esquematizando a regularidade de solugdes de (5):

Tabela 4 — Quadro para modelos com operadores convexos/concavos

Termo fonte Dados de bordo | Regularidade da solucao
f€p-BMO(Q)NLP(N),p € [n—eg,00) | B,7,9 € CH*(0N) ClLlog=Liv(())
f €™ (Q) B,7.9 € C1*(09) Ce(Q)

Fonte:Elaborada pelo autor.

Para cumprir com os objetivos descritos acima, o restante do texto estd dividido
em mais sete capitulos. Além da introducdo, o segundo capitulo intitulado RESULTADOS
PRELIMINARES, descreve alguns conceitos e resultados que sd@o de suma importancia para os
demais capitulos, fazendo desde um aporte sobre diferenciabilidade de segunda ordem e para-
boloides tangentes, os espagos funcionais que estdo envolvidos no trabalho, equagdes elipticas
totalmente ndo-lineares com condi¢do de bordo obliquo, além de propriedades clédssicas de re-
gularidade para tal problema.

No capitulo trés, abordamos as estimativas do tipo W27 para o problema (3), onde
tais estimativas estdo em [6]. Nesta parte, desenvolvemos toda as ferramentas que remontam
a andlise tangencial para obter tais estimativas e generalizamos, em um certo sentido, as esti-
mativas WW?P obtidas por Byun e Han em [8] bem como as do trabalho de Zhang et al. em

[59]. Devemos destacar que, no resultado principal deste capitulo, temos um enfraquecimento



18

na hipétese cldssica sob o operador governante [ para estimativas do tipo WW2? que é a con-
vexidade do mesmo, além de que trabalhamos com os termos g e ~y diferentemente dos dois
trabalhos citados acima que sao identicamente nulos.

Com respeito ao capitulo quatro, faremos um estudo similar ao do capitulo trés
a respeito do problema (3) sob a otica dos espagos de Lorentz com peso, onde tais ideias
estdo desenvolvidas em [5]. Inicialmente sob o regime assintotico, estabeleceremos sob cer-
tas condi¢Oes estimativas de Lorentz-Sobolev com peso para solucdes de viscosidade de (3).
Nessa parte generalizamos o trabalhos de Zhang e Zheng em [61]. Vale ressaltar que, além
dos espagos de integrabilidade distintos que o caso das estimativas 7% no capitulo trés, ainda
tem-se que a classe de solucdo de viscosidade tem uma ligacao diferente com o termo fonte.

No capitulo cinco, em consonincia com os capitulos trés e quatro desenvolvemos
estimativas de Orlicz-Sobolev com peso para solucdes de (3). Os resultados nesse capitulo
sdo os desenvolvidos em [4], onde inspirados nas ideias dos dois capitulos anteriores a esse,
conseguimos reproduzir uma teoria de regularidade para o problema (3) quando o termo fonte
esta no ambito dos espacos de Orlicz com peso.

No capitulo seis, destinamos nossa atencdo a aplicagdes das estimativas obtidas
nos capitulos trés, quatro e cinco. Em um primeiro momento, sob a 6tica do problema de
obstaculo obtemos estimativas de Orlicz-Sobolev com peso e de Lorentz-Sobolev com peso
para o problema de obstdculo com condi¢@o de bordo obliquo. Em particular, temos estimativas
W?2P para tal classe de problemas e assim temos um melhoramento com respeito ao trabalho de
Byun et al. em [10]. No contexto dos espacos de Lorentz com peso e Orlicz com peso, obtemos
a densidade de solugdes de viscosidade de (5) de carater local na classe usual de solugdes de
viscosidade. Outra aplicacao sdo estimativas BMO para a Hessiana de solucdes de viscosidade
para (3), no contexto dos dltimos dois espacos funcionais citados acima. Por fim, obtemos
estimativas de Morrey com expoente varidvel do mesmo problema.

No capitulo sete, direcionamos nossa atencao para o problema (5). Estudaremos o
moédulo de continuidade universal para solu¢des de viscosidade desse problema com o termo
fonte f sob diferentes cendrios em termos de integrabilidade. Nesse sentido, um destaque dos
resultados apresentados nesse capitulo sdo inovadores devido a grande dificuldade na aborda-
gem do problema com condi¢ao de bordo obliquo que muda quando fazemos um comparativo
ao problema associado a condi¢do de Dirichlet (Ver [2]).

Finalmente no capitulo oito, fazemos um apanhado conclusivo do presente trabalho
e levantando possiveis questdes em aberto sobre o problema com condi¢ido de bordo obliquo

bem como suas dificuldades.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados de carater preliminar
de grande importancia para os capitulos posteriores. Vale ressaltar que, pelos objetivos do
presente trabalho, ndo apresentaremos todas as provas dos resultados apreciados nessa parte,
porém indicaremos referéncias para o leitor consultar os mesmos com mais detalhes. Para este
capitulo bem como o restante do trabalho, salvo mencdo contrdria, {2 C R"™ sempre serd um

dominio limitado, ou seja, um aberto, conexo e limitado do espago euclidiano R".

2.1 Sobre paraboloides tangentes, diferenciabilidade de segunda ordem e alguns resulta-
dos sobre o espaco da funcoes p-integraveis

Nesta se¢ao vamos explorar propriedades geométricas a respeito de uma funcdo
continua, a saber, a propriedade da funcao poder ser tangenciada por paraboloides de segunda
ordem. Mais especificamente, tal propriedade, como veremos a seguir, garante informagdes
importantes sobre questdes de regularidade da fun¢do. Apds isso, veremos alguns fatos sobre
as fungdes p-integraveis no sentido de Lebesgue bem como sobre o operador maximal de Hardy-
Littlewood. Para isso, comecaremos com a seguinte
Definicao 2.1.1 Dizemos que:

* Uma fungdo L : R" — R é dita afim se

L(z) = o+ (x),

onde ly € R é uma constante e | é uma fungdo linear.
* Um paraboloide é um polinomio de grau 2 nas varidveis z1, . . ., x,. Qualquer parabo-

loide P pode ser escrito como

P() = L(z) + %mtAx,

onde L é uma fungdo afim e A = D*P é a matriz Hessiana de P.
Observacao 2.1.2 Observemos que toda fungdo afim é convexa e concava. De fato, para todos
x,y € R”

L(1—=tz+ty) = (1—0)l(x)+ty)+1lo=1—t)1(x)+ 1)+ ty) + L)
= (1 —t)L(z)+tL(y), Vt € [0, 1].

Definicao 2.1.3 Dizemos que P é um paraboloide com abertura M > 0 quando
M
P(z) =1y +(x) + 7\:1:|2,

onde ly é uma constante e | é uma fungdo linear. P é convexo (resp. concavo) se o sinal da
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ultima parcela é + (resp. —).

Definicao 2.1.4 Dadas duas funcoes u e v definidas em um conjunto aberto A e um ponto
xg € A, dizemos que v toca u por cima (respectivamente por baixo) em xy no conjunto A, se
u(z) < wv(x), Vo € A (respectivamente u(x) > v(z), Vo € A) e u(zg) = v(xo).

Veremos a seguir que podemos, a partir da propriedade de uma fun¢do meramente continua
poder ser tangenciada por paraboloides cOncavos e convexos por cima e por baixo do grafico
dessa fun¢do, podermos extrair informacgdes de regularidade dessa funcao.

Dados Q C R™, H C Q aberto, M > 0 e u € C°(f2), definimos,

Gu(H) = Gy (u, H) = {xy € H| existe um paraboloide convexo P de abertura
M tal que P(xg) = u(xg) e u(x) < P(z),Vr € H}.

Ay (H) = Ap(u, H) = H\ Gpr(u, H).

Por outro lado, usando paraboloides concavos, podemos definir de maneira similar anterior os
conjuntos G,,(H) = G,,;(u,H) e Ay, (H) = A,,;(u, H) modificando o fato desses paraboloi-

des tocarem w por baixo ao invés de por cima. Também definimos

Gu(H) = Gy(u, H) = Gpr(u, H) NGy (u, H)

Agora podemos definir

(u, H)(z) = inf{M > 0;2 € Gy (H)},
(u,H)(z) = inf{M >0,z € G, (H)}

O() = O(u, H)(z) = sup{®(x), O(x)} < +os,

onde acima omitimos nas defini¢cdes o conjunto H e a funcdo u quando 0os mesmos estiverem
explicitos no contexto. Vale ressaltar que aqui convencionamos inf () = +oco. Ainda nesse con-

texto, é possivel verificar que ©(u, H) definida acima é mensurdvel em H (ver Capitulo 1 de

[15D).



21

Definicdo 2.1.5 Seja vy € . Dizemos que uma fungdo v € C°(Q) é C*! no ponto xy por

cima (respectivamente, C*' no ponto xy por baixo) se
O(u, H)(z9) < +oo (respectivamente se ©(u, H) < +0o0)

para alguma vizinhanga H de xo. Dizemos que u é C1' em xq se u é CY' em g por baixo e
por cima.

Observaciio 2.1.6 E possivel checar que se u é C' em xy, entdo u é diferencidvel em x. Para
mais detalhes ver Capitulo 1 de [15].

O quociente diferencial de segunda ordem de v em z € definido

u(zo + h) + u(zeg — h) — 2u(xg)
|h[? ’

Afu(rg) = (6)
para vetores h € R" tais que z¢ + h e xo — h estdo em €). A partir desta defini¢do notemos que
A2 P = M (respectivamente, A? P = — M) quando P € um paraboloide convexo (respectiva-
mente, concavo) de abertura M. De fato, sendo P como na Defini¢do 2.1.3 e convexo, temos

paracadax € 2e h € R" como acima,

P(z+h)+ P(x —h) —2P(x)

2 —
Ahp(‘r) - |h|2

M
e lo+l(x+h)+7|x+h|2+lo+l(x—h)+

M M
+ 7|x — h|* =21y — 2I(x) — 27|:B|2]

= #%+M+W—W+%(|x+h|2+|m—h|2—
= 2le2)—%—%]

O caso em que P € concavo € inteiramente anilogo.
Feita essa observagao, para cada o € Q e h € R” tais que By, (z9) CC  (ou seja, tal que
B (o) C ), temos, para cada M > 0 tal que zg € Gpr(u, Bjpy(o)), que existe paraboloide
convexo P de abertura M que toca u por cima em zy. Logo, vale que
AZu(zg) < P(zog+ h) + P(xg — h) — 2u(xy) _ P(xzg+ h) + P(xg — h) — 2P(x0)
|h[? |h[?
= A} P(z0) = M,
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que pela arbitrariedade de M > 0 tal que zg € G (u, Bjyj(20)) concluimos que
Afu(wo) < O(u, By (o)) (20). )
Similarmente a (7), vemos que
Afu(xo) > —O(u, Bj(0)) (20)- (8)
Por (7), (8) e pela defini¢do de © (u, By (o)) (), concluimos que
|Au(wo)| < O (u, By (20)) (20). ©)

O lema a seguir, garante uma caracterizacao da norma L” (1 < p < 4-00) de uma fun¢do, como
uma consequéncia um pouco mais fraca que o classico Teorema da representacdo de Riesz.

Lema 2.1.7 Seja f € LP(Q2), onde 1 < p < +00. Entdo, sendo q o conjugado de, p temos

1l = sup ‘ / fod].
peCX(Q
HWMﬂan<1

Prova: Se || f||»(o) = 0, entdo f = 0 g.t.p. e assim segue trivialmente a tese do Lema segue
trivialmente. Entao podemos supor que || f||zr) > 0. Seja ¢ € C(Q) com ||| La) < 1.
Temos pela Desigualdade de Holder que

/Q fedx

e assim, pela arbitrariedade de ¢, podemos concluir que

< / Foldz < 1 fllallelm@ < Il

sup / Fodz| < 1l (10)

peCX(Q
H90||L<J(Q)<1

Por outro lado, como 1 < p < +o00, temos como uma consequéncia do Teorema da Representacao

de Riesz para os espacos L”’s que

[ fllzee) = sw /fsodx = sup /fsodx
peL1(Q peL1(Q
||<PHLq<Q)<1 ||s0HLq(n><1

Assim, dado € > 0, existe g. € L(§2) com ||g.|| sy < 1 tal que

1 fllr) — € < /Qfggdm.
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Agora, como C2°(2) é denso em L4(€2), dado § > 0, existe uma sequéncia (¢ )ren C C°(2)

tal que existe ky € N com a seguinte propriedade

)
A T
lox — gellzag) 2k fllze o)

para todo k > k. Neste cendrio, afirmamos que podemos supor que tal sequéncia satisfaca,

para k > ko, ngkHLq >0e

J

—_—, (11)
k[ fllzr (o)

lok = gellae) <
para todo k& > ky. Com efeito, fixemos uma fungido n € C°(£2) tal que 0 < 7 < 1 em supp7.
Para cada k£ € N, se ||px|[ze@) = 0 e pelo fato de ¢, ser continua, temos que ¢, = 0. Dai,

trocando ¢y por

B )
2k« 1 f ]| oo

temos que || Qx| a) > 0, g € C°(2) e, se k > ko, temos

||95k . ggHLq(Q) < ||S0~k||L‘1(Q) + ||g€||Lq(Q)\://||g5k||Lq(Q) + ||<Pk - geHLq(Q)
0r=0
< Wilmoy + g — S ||t
PellLa@ T 5 S :
2kaHL”(Q) 0onel 2k|Q HfHLP(Q) La()
5 5 J 0

+ — + =
2k fllrcy 2K fllr 2K fllzey  Kllfllze

Isto justifica a afirmacao. Desta forma, considerando a sequéncia (i) satisfazendo (11) para

/QfSOkdﬂf

k > kg, temos pela Desigualdade de Holder,

/ f(gs - (pk>dx +
Q

<

| fllzr) —€ < ‘/Qfgsd:c

< [ 1o = e0lde+ o) [ Fr—E—do
A
< N lwlle: — il + lorlloe  sup / fodz
pEC () Q
llellLa)<1
o)
< E+H<Pk|\Lq(Q) sup Jedx
peCE(@) |Jo
llellLao)<1
< 6+ lolm@  sup ' / Jode|.

peCX(Q
||<P||Lqm)<1
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para todo k > ko. Segue de (11) que ¢, — g. quando k — oo e daf fazendo k — oo na

desigualdade acima, obtemos que

Il —c < 6+lglm@ sup / fda
peC(Q
||<P||LqQ)<1
< sup /fgodx
~— @EC‘X’ |
llgellLa(ay<1 ||¢||Lq(m<1

donde,

Hf”[,p(g) <d+e+ sup
peC(Q
llella Q)<1

/ fdz)

Pela arbitrariedade de ¢ > 0 e > 0, podemos concluir que

Il < swp | [ fods). (12)
peC=(Q)
lellLa ) <1
Portanto, a partir de (10) e (12), concluimos o desejado. m

Feitas essas observacodes, a proposi¢ao a seguir traz um dos principais fatos entre a fungao
O(u, H) e a regularidade da func¢ao u que a priori é apenas continua.
Proposi¢io 2.1.8 Sejam 1 < p < oo e u € C°(Q). Para cada r > 0 ponhamos

O(u,r)(z) == O(u, 2N B,.(x))(x), para z € 2.

Se O(u,r) € LP(Q), entdo a Hessiana D*u satisfaz D*u € LP(RQ), no sentido das distribuicdes.

Além disso, vale a seguinte estimativa
1Dl Loy < 2[1©(u, )l oo

Prova: Afirmamos inicialmente que, para quaisquer indices i, j € {1,--- ,n}, vale a seguinte

Q

onde ¢ € o conjugado de Lebesgue de p, ou seja, p e ¢ satisfazendo a seguinte identidade

estimativa

< 2[[0(u, 7)o@ el Lo, Vo € CZ(Q), (13)

1 1
S+ =1
P q



25
Com efeito, observemos que, para toda ¢ € C°(€2), vale

81390 - _(aei+ej,ei+ej80 - 81190 - ajjgo)

N[ —

1
= 5(2&;1;90 — 0iip — 0j¢),

1 . . ‘ .
onde v = —z(ei +e¢;) e (e;)l, abase candnica de R™. Portanto, para garantir (13) ¢ suficiente

/ u0;ip
Q

provar que

< 10w, M)l llellLa), Yo € CZ(Q), i =1,---,n (14)

< NO(u, )| Lol La), Yo € C(€2). (15)

/ Uy
Q

Para tal, seja K = supp . Temos, pela Invariancia por simetrias da Integral de Lebesgue, que

/u@im:/ u@iigpzlim/ uAge@:lim/(A?e_u)gp. (16)
Q K =0 J i ¢ =0 J ¢ v

Mas, recordando a defini¢do do quociente diferencial de segunda ordem (vide (6)) e (9), temos
para 0 < 0 < min{r,dist(K,R™\ Q)}, que

|A§€iu(m‘)\ < O(u,r)(x),Vr € K.

Juntando esse fato com (16), temos a estimativa (14). A prova da estimativa (15) é andloga a
feita acima para (14). Com isto temos (13).

Com essa estimativa, para 1 < p < +o0, temos que a derivada D;;T,,, associada a distribui¢do
T, é¢ um funcional continuo em C2°(2) como subespago de L?(€2). Dai, por C2°(£2) ser denso
em L9((2), segue que podemos estendé-lo para todo L%(2) e ainda denotaremos tal extensdo
por D;;T,, ou seja, D;;T,, € (L(€2)). Dai, pelo Teorema da Representacdo de Riesz para os
espacos LP’s, segue que existe D;;u € LP(€2) tal que

D”Tug = / Dwugda:,Vg S LQ(Q)
Q

Em particular, como essa identidade vale para toda ¢ € CZ°(2), segue que DT, = Tp, 4, NO

sentido das distribui¢oes, ou seja, existe D;;u € LP(2). Assim, pelo Lema 2.1.7

HaZJU’HLP(Q) S QHG(U,T)”LP(Q), VZ,j € {17 T 7n}'
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b . 2
Consequentemente, usando a norma do maximo em R"", obtemos

|1D?ul| o)y = sup /|D2u|<pdx = max sup /Dijugodx
peC(Q) |Ja Isijsn | gecz (@) |Ja
llellLao)<1 llellLao)<1
< 2[0(u, 7)llLr @),
o0 que encerra a demonstracao. ]

Observacao 2.1.9 Ainda sobre a Proposicdo 2.1.8, recomendamos ao leitor com menos fami-
liaridade com a teoria das distribuicoes consultar o livro [18], de Marcelo Moreira Cavalcanti
juntamente com a Valéria Neves Moreira Cavalcanti, para uma ajuda nos conceitos usados
acima.

Para o proximo resultado, precisaremos do seguinte lema classico.

Lema 2.1.10 (Layer-Cake Representation) Sejamp € (0,00) e f uma fun¢do mensurdvel em
Q C R™. Entdo,

/ f(a)Pde = p / N (1)t
Q 0
onde \y € a fungdo distribuicdo de f definida por

A(a) =z e Q:|f(x)] > al],a>0.

Prova: Inicialmente, temos que se | f| for infinita em um conjunto A C €2 de medida positiva

entao,
[I@pds = [ (f@pds =
Q A
Por outro lado,
p/ U0 (1) dt Zp/ Y Aldt = |Ayp/ Pt = 0o
0 0 0

e assim temos a identidade desejada. Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que

f ¢é finita g.t.p. em (2. Neste caso, para cada = €  tal que | f(z)| < oo, temos

|f(2)] 00
@) =p / - dt = / P X ey (1 () )

Assim, como a fun¢do Q x (0,00) > (z,t) — ptP ! x(t00)(|f(2)]) é mensurdvel e ndo-
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negativa, podemos usar o Teorema de Tonelli (Ver [56, Teorema 6.10]) e garantir que

[i@ra = [ ( / tp_1X(t,oo)(!f(a:)|)dt) "
= [0 ([ xem @)

= p/ N () d,
0
em que, nesta tltima igualdade, usamos que X () (| f(2)|) = x{/>¢} (®), sendo

{1 >t} = Az € Q[f(x)] >t}

O que encerra a prova. [
Agora, com o Layer-Cake Representation 2.1.10, apresentaremos uma caracteriza¢ao dos espagos
de fungdes p-integraveis a Lebesgue LP(£2).

Lema 2.1.11 Seja g uma fungcdo mensurdvel em Q) C R™. Sejam n > 0 e M > 1 constantes.
Entdo, para 0 < p < o0,

gELI(Q) & S=> M\ (nM¥) < +oo.

k>1

Ademais, existe uma constante C' > 0 que depende apenas de n, M e p tal que
C71S < glifnq) < CIQ] + 5).

Prova: Suponhamos que S < oco. Pelo Layer-Cake Representation 2.1.10, obtemos
[lo@ras = p [~ (apa
Q 0

nM
- p/ o’ (a)da +p/- a? )\, (a)da
0 U(nM’“mM"’“]

k>1

an—Q—l
/Mk a1, (a)da.
1

nM
< p/ o HQlda+ Y " p
0

k>1

Usando o pelo fato de que a fungdo ), ser ndo-crescente, temos que

nM nMFk+1
[lswrar < 10i(p [ wtaa) 43 [1 0 w00
Q 0 E>1 77Mk
nMF+1

= MPIQl+ Y A (nM)p / o da

k>1 nM*
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que podemos simplificar com o cdlculo da integral que compde o termo geral da série na dltima

parcela do lado direito e obter que
/Q g()Pde < (pM)P|Q]+p Y A (nM*)[(nM*H)? — (nM*)P]
k>1

= (M |19]+ Y MP A (nM¥)[1 — M7

= (M)P[IQ] + [1 = M7PIS] < G| + 5] < o0,

em que C7 = (nM)P, visto que, pelo fatode M > 1e 0 < p < oo tem-se M P < 1. Assim,
g € LP(Q) e vale a estimativa

||9||I£p(sz) < Ci(|12 +9). 17

Reciprocamente, suponhamos que g € LP(£2). Temos novamente pelo Layer-Cake Representa-

tion 2.1.10 que

ey = »[ @ Afaa
0
n
= p/ oI\ (a da+p/ o’ (a)da
Mol 0 U(WM’“ nMH+1]
k>0
Mk+1
p/- P\, (@) da = / P\ ()da
U(nM"’,nM“l] ;
k>0

em que usamos na penultima desigualdade o fato de A, ser uma fungdo nao-crescente. Portanto,

concluimos que

e 1 k+1 k+1 e 1
9y = > p / "IN (nM* ) da =3 A (nM*)p / a?~lda

k>0 k>0 nM*k
> ) A (M [(nMEFP — (nM*F)P)

k>0
= P> g (M) [MEEIP — k]

k>0
1

- (1 B M) S
= C;'S,

p

Cy= ——
em que Cy (M7 = 1)

> (). (na penultima igualdade usamos a mudanga de indice na série
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a saber j = k + 1.) Portanto, S < 400 e, além disso, vale a estimativa
Cy'S < gl - (18)

Agora, tomando C' = max{C}, Cy} > 0 (vemos que a constante C' depende apenas de 7, M e

p), segue das estimativas (17) e (18) que
C718 <GS < gl < CLll21+8) < C(1Q +9),

0 que encerra a prova da proposicao. ]
Agora voltaremos nossa atencdo aos operadores maximais de Hardy-Littlewood
centrado e ndo centrado.

Defini¢iio 2.1.12 Dada uma fungdo g € L} (R™), a fungdo maximal de g é definida por

loc

mlg)e) =swp o [ gy =swpd lg(w)ldy. « € B
>0 |Qr(@)] o, () r>0JQ. (@)

Observacao 2.1.13 A funcdo maximal de g, m(g), também é conhecido por operador maximal
de Hardy-Littlewood centrado da func¢do g. Também define-se m(g) onde o supremo é tomado
em vez da média em cubos abertos, por bolas abertas. Tais operadores sdo equivalentes no sen-
tido que os valores deles podem ser comparados entre si. Devido a esse fato, quando usarmos
tal operador especifiquemos o supremo, porém usaremos a mesma notagdo m(g) para ambos.
Sobre tal operador temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.14 (Hardy-Littlewood-Wiener) Seja 1 < p < oco. Se g € LP(R™), entdo

m(g) € LP(R™) com estimativa

[m(g)|lr@ny < CllgllLe@ny, (19)

onde C' é uma constante positiva que so depende de n e p.

Demonstragao: Ver [56], Teorema 9.16, p.227. [
Como mencionado anteriormente, podemos também definir o operador maximal de Hardy-
Littlewood néo centrado.

Defini¢ao 2.1.15 Dada f € L} (R™) também definimos o operador maximal de Hardy-Littlewood

ndo centrado de g pondo

m*(g)(x) = S‘ép][B 9(9)ldy, = € R,

onde o supremo acima é tomado sobre todas as bolas que contém o ponto x.
No caso g € L'(R™) temos algumas propriedades interessantes sobre m*(g), porém fazendo
paralelo ao Teorema 2.1.14 ndo temos que m*(g) € L'(R")(Ver [53, Capitulo 3]). Mesmo

assim temos uma condi¢dao mais fraca de integrabilidade sobre o operador maximal. Esse € o
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conteddo do seguinte teorema.

Teorema 2.1.16 (Hardy-Littlewood) Se g € L'(R"), entdo:
(i) m*(g) é uma funcdo mensurdvel.
(ii) m*(g)(z) < 00, g.t.p. x € R™.

(iii) Vale a seguinte estimativa

C
Am(g) (8) < ;IIgHLl(Rn), vt >0

onde C' = 3".

Demonstracao: Ver [53], Teorema 1.1, p. 101. [
Ainda sobre o operador maximal de Hardy-Littlewood nao centrado m*, como comentado
acima € conhecido que se g € L'(R") entfo, ndo necessariamente 0 mesmo ocorre com m*(f).
Vimos no Teorema 2.1.16 que se g € integrdvel a Lebesgue em R" entdo temos uma estima-
tiva para a fungdo ¢ —— ¢\« (5)(¢) (mais adiante tal limitagdo descreverd que m*(g) estd num
espaco de fun¢des importante na Andlise Matematica). Contudo, em conjuntos de medida finita
podemos garantir que m*(f) estd incluso em qualquer espaco L para 0 < p < 1. Tal resultado
€ o contetdo do préximo teorema que serd util mais adiante no presente manuscrito.

Teorema 2.1.17 (Desigualdade de Kolmogorov) Sejam g € L'(R") e 6 € (0,1). Entdo, para

todo subconjunto mensurdvel £ C R"™ com medida finita vale que
* 0 C 1-6y| 16
(m*(9)(2)) e < == [EI gl
E

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n e 0. Em particular, se g € L*(R™),
entdo para qualquer mensurdvel E de medida finita e 0 € (0,1) temos que m*(g) € LY(E) com

estimativa,

* 1_
Im*(9)llzoey < C'IEP gl @),

para C' = C'(n, 0) constante positiva.
Demonstracao: Realmente, ¢ suficiente provarmos o caso em que 0 < |E| < oo, sendo que, o
caso |E| = 0 segue imediatamente devido a ambos os membros da estimativa a ser verificada

serem iguais a zero. Para tal fim, pelo Layer-Cake Representation 2.1.10,
[ @) = o [ 0
E 0

‘E|71”9HL1(RH) 0
= 0 /0 9 N (o (D)t + 0 / 97N () ().

‘E‘71||9HL1(R71)

Majorando \,,«(4)(t) por |E| na primeira integral do lado direito da desigualdade acima, obte-
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mos que
‘E‘71”9HL1(Rn) o)
/E (m*(g)(x))’dz < 0 /0 19-YB|dt + 0 19 Ao (1) .

|E|71||9||L1(Rn)

Aplicando o item (iii) do Teorema de Hardy-Littlewood 2.1.16 temos que

0 ‘E|_1Hg”Ll(Rn) 6—1 00 , 1371,
/(m*(g)(:c)) dr < \E\e/ t-1dt + 0 072 gl eyt
’ 0 1=l 1
- |E|1_9||g||%1(R")+3”6”9HL1(R")/ t9=2dt.
IE‘71||gHL1<Rn>

Agora, calculando a segunda integral imprépria acima, concluimos que
[ @) s < B gl +

n : 1 1-6 6—1 1
b 3 lalloer i (2 (ol -
360
1-6

= B llgllzs @ +

C

= m\E\keHgHil(Rn),

B[ lgll2a @)

onde, usando o fato que 6 € (0, 1), a segunda parcela no limite acima tende a zero quando
e — oo e a constante C € dada por C = 1 — 6 + 3"6. Por fim, para a ultima parte, temos pela
estimativa acima que m*(g) € L°(E) e a estimativa desejada segue elevando os dois membros
da desigualdade 2 0~ 1. m
Para finalizar essa secao, vamos apresentar o classico Teorema da Decomposicao de Calderon-
Zygmund para cubos que garante uma precisdo maior na estimativa entre a medida de dois
conjuntos via uma técnica de decomposicao de cubos que deixaremos de forma clara a seguir.
Definicao 2.1.18 Denotaremos por

n

0y (wo) = [ (w6 — 506+ 5)

i=1
o cubo n-dimensional aberto centrado no ponto ry = (z,--- ,2}) € R" e de arestas com
comprimento v > 0. Quando x, = 0 usaremos a notagdo simplificada Q..
Visando o préximo Teorema, considere Q7' x (0, 1) cubo unitdrio. Divida Q7! x (0,1) em
2™ cubos de arestas de comprimento % Fazemos o mesmo procedimento de divisdo com cada
um desses 2"-cubos obteremos 22" cubos de aresta }L. Repetimos essa divisdo sucessivamente.
Cada cubo em tal procedimento é chamado de cubo diddico. Dados dois cubos diddicos tais que
0,0 # Q17 x (0,1), dizemos que Q é um cubo predecessor de Q se Q é um dos 2" cubos

obtidos na particao de Q. Feitas essas observagdes podemos enunciar o seguinte Teorema.
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Figura 1 — Esboco geométrico da ideia da decomposi¢ao por cubos
diddicos do cubo Q"1 x (0,1)
R

i
AN
%

N =

Rn—l

-1
o4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 2.1.19 (Teorema da decomposicao de Calderon-Zygmund por cubos) Dados dois
conjuntos mensurdveis A C B C Q7! x (0,1) e um niimero 6 € (0,1) tais que
(a) |A] <6;

(b) Se Q é um cubo diddico tal que |AN Q| > 0|Q)|, entdo 9O C B.
Entdo, |A| < §|B].
Demonstracao: Ver, [15, Lema 4.2], p.30. [

2.2 Um repasso sobre alguns espacos funcionais

Nesse segundo momento abordaremos alguns espagos funcionais além dos espagos
LP’s que aparecerdo nos capitulos subsequentes. Inicialmente, necessitaremos falar sobre o
conceito de peso e as classes de pesos de Muckenhoupt que serdo de grande importancia para

definirmos alguns desses espacos funcionais.

1

e(R™), € ndo-negativa e

Definicao 2.2.1 Dizemos que uma funcdo w é um peso se w € L

assume valores em (0, 00) em quase todo ponto. Nesse caso, identificamos w com a medida

para todo conjunto 2 C R™ Lebesgue mensurdvel.
Relacionados ao conceito de peso temos as classes de Muckenhoupt que € descrita

pela seguinte definicao:
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Definicao 2.2.2 Seja q € [1, 00). Dizemos que um peso w pertence a classe A, de Muckenhoupt
e denotamos w € A, se:

(i) Para q = 1, existe constante positiva C tal que
][ wdr < Cinfessw (20)
B B

para toda bola B C R". Denotaremos por [w]; o infimo do conjunto de todas constantes
positivas C tais que ocorre (20).

(ii) Para q € (1,00) quando

ol = g (f o) (forrr)” <o

onde o supremo acima é tomado sobre todas as bolas B C R".
Observacao 2.2.3 O conceito das classes de pesos A, foi introduzido por Muckenhoupt em
meados da década de 1970 em [44] e aparece em vdrias partes na andlise harménica e suas
aplicacoes.

O primeiro desses espagos usando o conceito de pesos que explanaremos nessa
secdo € o espago de Lorentz com peso cuja vem a seguir acompanhada ap6s dela de alguns
fatos relevantes sobre tais espacos.

Definicao 2.2.4 O espaco de Lorentz com peso LP(E) para (p,q) € (0,00) x (0,00], E C R"

Lebesgue mensurdvel e peso w € o conjunto de todas as funcoes h mensurdveis em F tais que

Ibllazniy = (3 [ o-tetto € B la)] > i) < o,
0
quando q € (0,00) e
1
Ihllg= ey = sup oz € B: h(a)] > 61 < o
>

Observacao 2.2.5 Vale salientar que, no caso particular, p = q € (0,00) e w = 1, recupera-

mos a defini¢do do espago LP(S)), uma vez que,

10y = p/o Plw({z € E - |h(z)| > 1)t

= p/ Pt (/ w(x)dx) dt
0 {z€E:|h(z)|>t}

e como w(x) = 1 a integral acima dentro dos parénteses se torna exatamente a medida do
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conjunto {x € E|h(z)| >t} e assim

ey = [ e € B b > it =p [ o ni(o)ds

0 0
- / \h(a) P,
E

onde usamos o Layer-Cake Representation 2.1.10 na tiltima identidade.
Observacao 2.2.6 Ainda com respeito a definicdo dos espacos de Lorentz com peso, perce-
bamos que se w = 1 e ¢ = 00, 0 espago LP'*(FE) é o espago L? fraco LP (E). De fato, tal

afirmacdo segue da seguinte observagdo: para toda h mensurdvel em FE,

1
bl = supta(fe € B (o) > 1)} = supe [ (o)
{zeEs[h(z)|>t}

t>0 t>0

1
= suptAn(t)r = [|hf| s (m).
>0
Pela identidade acima segue que h € LP>®(E) < h € LP (E) e que a norma coincide.
Doravante, no item (iii) do Teorema 2.1.16 pela notacdo acima estamos concluindo que se
g € L'(R") entdo m*(g) € L., (R"™) com estimativa

[l (9l s, @y < 3”19l 2 n)-

Analogamente como define-se os espacos de Sobolev a partir dos espagos L”’s temos a seguinte
definicdo.

Defini¢iio 2.2.7 O espaco de Lorentz-Sobolev com peso W*LP4(E) para k € Ne E C R"
dominio é o o conjunto das fungées h mensurdveis em E tais que todas as derivadas no sentido
das distribuicées D“h pertencem ao espago de Lorentz com peso LP(FE) para qualquer o
multi-indice de comprimento || = 0,1,--- k. Em W*L24(E) temos a norma || - ||y 1.9

dada por

HhHWkLZ*q(E) = Z HDahHLZ‘q(E)~

o<k

Observacao 2.2.8 Pela definicdo acima juntamente com a Observagdo 2.2.5 segue que o espaco
WFLPA(E) é o espago de Sobolev W*P(E) quando p = q € (1,00) ew = 1.

Agora listaremos algumas propriedades conhecidas sobre pesos que sao indispensdveis
para o transcorrer do restante deste trabalho. Para mais detalhes recomendamos [55, Capitulo
1].

Lema 2.2.9 Seja w um peso na classe A, para algum s € (1, 00). Entdo,
(a) (crescimento) Se r > s, entdo w pertence a classe A, e [w], < [w]s.
(b) (extremidade aberta) Existe uma constante(suficientemente pequena) €y > 0 dependendo

apenas de n, s e |w|s tal que w € As_., com s — gy > 1.
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(¢) (dobramento forte) Existe duas constantes positivas ¢, e 0 € (0,1) dependendo apenas

5 () =5t == (R)

para todo conjunto E C ) Lebesgue mensurdvel.

de n, s e W], tais que

O préximo resultado garante, sob certas condi¢des, um mergulho dos espagos de Lorentz com
peso sobre os espacos de Lebesgue.

Lema 2.2.10 Sejam (p,q) € (n,00) x (0,00], w um peso em .A% e um conjunto mensurdvel
limitado E C R™. Se f € LPY(E), entdo para qualquer v € [n,p), temos que f € L"(E) com

a seguinte estimativa

1 fllzrey < Cllflleeey,

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de n, p, r, [w]» e |E|. Ademais, C independe
de f.

Prova: Ver [61, Lema 2.10]. |
Aqui temos uma versao da Proposi¢ao 2.1.8 para os espacos de Lorentz com peso provado por
Zhang e Zheng em [60, Lema 2.2].

Lema 2.2.11 Seja (p,q) € (1,00) x (0,00] e w € A peso para algum s € (1,00). Assuma
que u € C°(Q) onde ) C R™ e defina para cada r > 0

O(u,r)(x) =: O(u,B.(x) N E)(x), x € E.

Se O(u,r) € LPI(E), entdo a Hessiana no sentido das distribuicbes D*u € LPY(E) com

estimativa

||D2U||Lg"1(E) S C(”apa q)||®(u’ T)HL%Q(E)'

Necessitaremos da seguinte caracterizagcao das fungdes nos espacgos de Lorentz com peso andloga
ao Lema 2.1.11 que estd em [42, Lema 3.12]). Daremos uma prova desse resultado por questoes

didéticas com respeito aos leitores.

Lema 2.2.12 Seja w um peso As para algum s € (1,00), h : E — R seja uma fungdo

mensurdvel em um dominio limitado I/ C R". Sejan > 0 e M > 1 constantes. Entdo,
he IP(E) <= Y MYw({z € E;|h(z)| > nM})» = S < 00
j=1
para cada p,q € (0,00) e

q

CS < IAll%y0 ) < Cw(E)? + 5), @1
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com C = C(q,n, M) é uma constante positiva. Além disso, para p € (0,00) e ¢ = 00 temos

——1 1
C T < |hllgg=(m) < Clw(E)? +T),
onde C = C(n, M) é a constante positiva e

T = sup Miw({z € E; |h(z)| > nMI})>. (22)

jeN

Prova: Por simplicidade, usaremos a nota¢ao wy,(t) = w({zx € E;|h(x)| > t}) paracadat > 0.
Para a primeira parte, suponha que h € L??(E). Observamos que, como a fung¢do ¢t — wh(t)%

€ nao-crescente e M > 1,
K 1 1 a
gy = 0 [t en0dia [ - (0t
Uk o(an 77Mk+1]
an+1 \
> Z/ 17w (t dt>Z/ B (PMFY o gt

= Z M) (1 = M=)y, (pMF1)3 = O,

onde C; = (n?%(1 — M™9))~! > 0. Com essa estimativa podemos concluir que S < oc.

Reciprocamente, assumindo que S < co, entdo analogamente acima, segue que
q q
121750y < Ca(w(E)? +5) < o0,

para Co = (nM)? > 0. Assim, h € LP?(E). A estimativa em (21) segue das estimativas acima
onde C = max{Cy, Co}.

Agora, no caso p € (0,00) e ¢ = 0o, temos para todo j € N que,

| 1
Ml (nM)r < |kl =)

3

consequentemente ||h|| > > (C))~'T, por C| = n~'. Por outro lado, assumindo que

M > 1, podemos escrever

(0.00) = 0.0 (U et

Portanto, dado ¢ > 0, temos que ¢t € (0,7M] ou t € (nM*, nM*!) para algum k& € N. No

primeiro caso,

3=

twn(t)r < (nM)w(E)
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€ em outro caso,
ton(t)7 < (M), (MF).

Assim, twh(t)% <C (w(E)% + T), para C, = max{M,nM} > 0, o que implica na estimativa

oS

1

1Al g (m) < Co(w(E)r +T).
Finalmente, tomando C = max{C/, C}} temos (22). ]

Por fim, no contexto do espagos de Lorentz com peso temos ainda uma versao do
Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener sob a atencdo na classe dos pesos. Tal resultado é devido
a Mengesha e Phuc em [42, Lema 3.11].
Lema 2.2.13 Seja w um peso na classe A para s € (1,00). Entdo, para qualquer q € (0, 00|

existe uma constante positiva C dependendo apenas de n, s, q, |w]s tal que

[Mfllgr@ny < ClIS

LE9(R") (23)

para todas [ € L%9(R™). Reciprocamente, se a desigualdade (23) ocorre para toda fun¢do
f € L39(R™), entdo w necessariamente é um peso.

Agora falaremos de outra classe de espaco de funcdes, a saber, os espaco de Morrey com ex-
poente varidvel. Para o que segue, consideremos duas fungdes ¢, 0 € C°((Q) tais que existem

constantes 1, ¢ € (n,00) e gp € [0, n) satisfazendo
a<s(@)<ue0<o(r) <o (24)

para todo z € ().
Definicao 2.2.14 O espaco de Morrey com expoente varidvel s e poténcia o é o conjunto

Ls0)e0)(Q) de todas as fungbes h mensurdveis em Q tais que

1
Pe(yoy(R) == sup | —— Ih(y)|*Wdy ) < oo,
r@() Q(x,r)

zeQ,r>0

onde Q(z,7) = B,(z) N Q. Podemos munir L<")¢")(Q) com a norma de Luxemburg

: h
1Al Lse).00) () = inf {t > 05 Pe().0() (?> < 1} .

Observacio 2.2.15 Salvo mengdo contrdria, sempre quando referirmos ao espago L<()20)(Q)
estaremos assumindo que s e p cumprem a condigcdo (24).
Observaciio 2.2.16 E possivel verificar que a fungdo h —s— Ps(),0() () € uma fungdo mo-

dular em L<0)20)(Q), isto é, p.(.o) € uma fungdo desse espago assumindo valores em [0, o0
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que satisfaz as seguintes propriedades:

(@) pe()p(y(h) =0 & h=0.

(D) pe().o() (M) = pe().o)(B) se [A] = 1.

(€) pe(),o() € uma fungdo convexa.

(d) pe(),o() € continua a esquerda, ou seja, para toda h € Ls0)0)(Q) a fung¢do que associa

cada \ € [0,00) ao valor pg(.) o) (Ah) € continua a esquerda em [0, 00).

(e) Se pe(,o()(AR) = 0 para todo )\ > 0, entdo pq(.),o(-)(h) = 0.
Nessas condtgoes, é possivel verificar que || - || <)) () € uma norma no espago de Mor-
rey com expoente varidvel(Ver [20, Teorema 2.17]). Vale ainda observar que as proprieda-
des acima implicam que X\ — p¢(.),o)(Ah) € ndo-decrescente no intervalo [0,00) para cada
h e Ls()e() (Q)(Ver [20, Pdgina 23]). Além disso, ainda em [20, Pdgina 23] vé-se que

Ps(.60) (M) = Pe(),00) IALF) < A pe( 00 (f), se A <1
Ps()0 ()‘f) = Ps() (|/\|f) = |)‘|p< (f)a se [A[ > 1.

Para mais detalhes sob o conceito de modular e suas propriedades recomendamos o livro de
Diening et al. [20] para um aprofundamento mais claro sobre tais conceitos.

Definicao 2.2.17 O espaco de Morrey-Sobolev com expoente varidvel s e poténcia o, denotado
por WFLs0):2()(Q) onde k € N é o conjunto das fungdes h mensurdveis em ) tais que suas
derivadas no sentido das distribuicoes D*h pertencem a L<)2")(Q) para todo multi-indice o
de comprimento |a| = 0,1,--- , k. Munimos W*L<"):¢0)(Q) de forma natural com a seguinte

norma

Il ooy = 3 1D bl eoracoey

|| <k

A respeito dos espagos de Morrey com expoente varidvel temos uma propriedade til sobre a
sua norma.
Proposicio 2.2.18 (Propriedade da bola unitiria norma-modular) Em L<")¢0)(Q) temos a

seguinte equivaléncia:
Ps()0()(f) S 1 & [[fllcorer o) < 1.

Prova: Suponhamos que 1 > p( o) (f). Entdo, pela definicdo de infimo segue que

t=1
£l pstrer@) < Peret)(f) < 1.

Reciprocamente, suponhamos que || f1| <().00) () < 1. Assim, para cadat > 1 > || f[ 1<0).e0) (0
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temos pela defini¢ao de infimo que existe s = s(¢) > 0 tal que

Pe()se() (%) =L (25)

1
s(t)?

decrescéncia da funcdo A — p( o) (Af)(Ver Observacdo 2.2.16) e por (25),

Pe(),0() (%) < Ps()00) (%) <1

Como para todo ¢ > 1, tem-se

e [|fllpretrq) < s(t) < t. Mas como 0 < s(t) < t segue que 1 < dai pela nio-

h
Ps(-),0() (;) <1 (26)

pela continuidade a esquerda da fungdo A — pc(.) o) (Af), podemos fazer t — 1%(e assim

% — 17) em ambos os membros de (26) e obtermos que

P00 (f) < 1.

O que encerra a prova da Proposicao. ]
Observacio 2.2.19 Ainda nessa linha de raciocinio, observemos que se || f|| <)o) < 1,
entdo pq()o()(f) < [ fllzs0rer ) De fato, tal desigualdade é clara quando f = 0. Caso

contrdrio, temos que () < ||fHL<(~),g(~>(Q) < 1. Dai, w = il satisfaz HwHLq»),g(»(Q) =1,

£s()se() ()
donde pela Propriedade da bola unitdria norma-modular 2.2.18 tem-se py() oy(w) < 1. Dai,

como > 1, pela super-homogeneidade de p . o) podemos concluir que

1
16000 (02

1
L2 pg),00)(w) 2

- pi('%@(')(f) - p§(~),g(~)(f> < HfHLC(‘)«Q(')(Q).
[ £1l 50000 ()

Defini¢ao 2.2.20 O espaco de Lebesgue de expoente varidvel p : Q0 — [1,00) com peso w o

qual denotaremos por o (Q) é o conjunto das fungdes h mensurdveis em S tais que

Pp()w(h) = /Q |h(z)|PDw(z)ds < oo

e com a seguinte norma de Luxemburg associada

. h
HhHLZm(Q) = inf {t > 05 Pp()w (;) < 1} .

Observacao 2.2.21 Notemos que na definicdo dos espacos de Morrey com expoente varidvel
quando a poténcia o = 0 segue que L<()20)(Q) = LY (Q) no caso do peso w ser identicamente

igual a funcdo contante 1.
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Dados esses dois espacos definidos acima temos, sob certas condi¢des, como relacioné-los. Para
18s0, precisaremos impor sobre o expoente ¢ um modulo de continuidade especifico, a saber, o
modulo de continuidade Log-Holder.

Definicao 2.2.22 Dizemos que uma funcgdo f : () — R é Log-Holder continua em (), se existe

uma constante positiva C' > 0 tal que

@)~ f)l < —C'—

e, (27)
log |z — y|

para todos x,y € Q tais que 0 < |z —y| < L.
Observacao 2.2.23 Uma condicdo necessdria e suficiente para que f seja Log-Hdlder continua

em §2 é que exista um modulo de continuidade p para f tal que

sup <,0(t) log <%)) < Cy, (28)
o<t<i

onde Cy é uma constante positiva. Realmente, assumindo que [ é Log-Holder continua sabe-

mos que existe C' > 0 tal que (27) ocorre. Assim, definamos p : [0, +00) — [0, +00) pondo

0, set =10
C’ (log %)_1, set > 0.

Inicialmente, notemos que p estd bem definida, uma vez que, pela continuidade da fungdo

logaritmica,
1\ !
li t) = lim C’' ( log = =0=p(0
Jim p(f) = lim (ogt> p(0),

pois lim; o+ —logt = 4o00. Ademais, p é crescente e portanto, um modulo de continuidade e

sup (p(t) log (l>> <C
0<t<% t

Portanto, p satisfaz (28) com Cy = C'. Reciprocamente, assumindo que existe p modulo de

claramente, temos que

continuidade para f satisfazendo (28), temos para todos x,y € Q tais que 0 < |z — y| < %,

temos

@) = f)l < mm—yb=(mm—ﬂDM%xim)(b%xim>4

(28) 1 1
< 1
lz—y|

Nog .~ logla — 4|’

isto é, f é Log-Hdolder continua em ), provando a equivaléncia desejada.
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A partir desta equivaléncia e a defini¢do de funcdo Log-Holder continua, podemos concluir que
é equivalente a f possuir médulo de continuidade T(t) = C' (log %) - para alguma constante
C'>0.

Com essa condi¢ao temos a relagdo citada acima formulada pelo seguinte teorema:
Teorema 2.2.24 (Extrapolacao de expoente variavel com peso) Suponhamos que para algum

po € [1,00) a seguinte desigualdade ocorre: para todo w € A,

/|F JPou(a)de < Cln, po, [w /|G )P

onde F' e G sdo funcoes mensurdveis em $). Entdo, dada uma fungdo ¢ Log-Hdolder continua

em (), satisfazendo (24) e tal que ¢, > py, entdo temos que
||FHL§]()(Q) < C(”? §15 625 027 Q) HG”L;U(Q)

onde tal constante C é maior que 1.
Demonstracao: Ver [61, Proposicao 4.1]. |
Agora falaremos um pouco sobre os espacos de Orlicz com peso. Para isso, necessi-
taremos inicialmente falar sobre o conceito de /V- fun¢do e algumas propriedades interessantes.
Definicao 2.2.25 Uma N-fungdo é uma fungcdo ® : [0, +00) — [0, +00) que é convexa, cres-
cente, continua e satisfaz as seguintes condigoes:
a) ®(t) >0, Vt >0e d(0) =0.

b) Valem os seguintes limites

Vejamos alguns exemplos para ilustrar melhor tal conceito:

Exemplo 2.2.26 Considere a fungdo ® : [0,4+00) — [0,+00) dada por ®(t) = t? para
p € (1,00). Nao é dificil de verificar que ® é uma N-fungdo.

Exemplo 2.2.27 A fungdo ® : [0, +00) — [0, +00) dada por ®(t) = t ndo é uma N -fungdo,

sendo que, ela descumpre a condigdo b) da definigdo, pois

lim e(?) = lim o(t)

t—0+ t t——+o0 t

=1.

Exemplo 2.2.28 A funcdo ®(t) = t?log(t + 1), t > 0, onde p € (1,00) é uma N-fungdo.
Realmente, claramente ®(0) = 0, ® € crescente e continua devido ser o produto de duas fungdes
crescentes e continuas. Ademais, por ® ser crescente ¢ $(0) = 0 segue a condi¢do a) da
Definicao 2.2.25.
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Por outro lado, por p > 1 segue que

d
lim e _ lim "~ log(t + 1) = 0,

t—0t+ ¢ t—0+
bem como
d(t
lim o) = lim #*'log(t+ 1) = +oo,
t—+o0o0 t——+00

uma vez que, p > 1 entdo t*~! é uma poténcia positiva de ¢. Por fim, para verificar que ® é

convexa, percebamos que

(2p — 1)tP + 2ptP~1

(1) = plp = D" log(t +1) + =—7

>0, Vt > 0.

Enquanto, pelo fato de

tp
() =ptP log(t +1) + ——. V£t >0
(1) = pt" log(t 1) + .V >

segue que

P’ (t) tp~1
= i P2 log(t + 1 =0
t—o0t ¢ tg(g <p og( 1)+ t+1 ’

sendo que, o fato de p > 1 implica que

P

lim =
t—o+ t+ 1

0

enquanto pela regra de L’Hopital,

. log(t+1) ) 1
Iim ———~ = lim —— =
t—0+ t t—o+ ¢t + 1

€ consequentemente,

log(t +1 log(t + 1
lim pt’~?log(t + 1) = p lim tp_lM =p lim *7'. lim M =0.

t—0t t—0t t t—0t+ t—0t+ t

=0 =1

Com isso, ®”(t) > 0, para todo ¢t > 0. Assim, ¢ é uma funcdo convexa (Ver [40, Corolario 2]
p.111). Logo, ® € uma N-funcao.
Observacao 2.2.29 Outros exemplos mais sofisticados de N-fungcoes podem ser encontrados
em [47], onde tal referéncia é recomendada fortemente para um estudo sobre tal conceito bem
como sobre os espagos de Orlicz.

Uma classe de N-fungdes interessante que serd de suma importancia adiante esta
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descrita pela seguinte defini¢ao:
Definicao 2.2.30 Dizemos que uma N-funcdo ® satisfaz a condi¢cao A, (resp. condi¢do V)

se existe uma constante K > 1 (resp. L. > 1) tal que

1
d(2t) < Kd(t) (resp. O(t) < ﬁq)(Lt)) , vt > 0.

Em caso afirmativo, usaremos a notacdo ® € N, (resp. ® € V) para indicar que ® cumpre
a condicdo A (resp. condicdo V). Ademais, se ® cumpre ambas condi¢ées, por simplicidade
usaremos a notacdo ® € Ay N V.
Com o conceito de condigdes A, e Vo podemos falar da seguinte.
Definicao 2.2.31 Dada uma funcdo ® € Ay N Vo, podemos definir o indice inferior de ® por

log(he(t)) log(he(t))

(P) = lim ———22 — —=
2( ) ti%}F logt os<1i<p1 lOgt ’

onde

he(t) = sup D(st)

L t>0.
s>0 CI)(S)

Observacao 2.2.32 O limite estd bem definido e vale que i(®) > 1 (Ver [25, p. 436]). O
indice acima definido serd importante mais adiante para relacionar com o operador maximal
de Hardy-Littlewood no ambito dos espagos de Orlicz com peso que serdo definidos abaixo.
Vejamos alguns exemplos de tais classes de fungdes.
Exemplo 2.2.33 Considere ®(t) = t* com p € (1, 00) vista no Exemplo (2.2.27). Claramente
® € Ay NV, com constantes K = 2P e L = 271, Assim podemos calcular o indice inferior de
D, i(P).
Para isso, notemos que

D(st) S7LP

he(t)su =sup— =t t > 0,
CD( ) s>13 @(8) s>g s

donde

(@) = lim 8the®) _ y, plosT
t—ot  logt t—o+ logT

Exemplo 2.2.34 Revisitando o Exemplo 2.2.28, onde ®(t) = t?log(t + 1) para p > 1 é uma
N-fungdo temos que ® € Ay N Vy e que i(P) = p (Ver Figura 2 para o caso p = 3).

De fato, temos que

®(2t) = 2Pt log(2t + 1) < 2Pt log(t + 1)* < K®(t), Vt > 0,
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para K = 2P™! e assim ® € A,. Por outro lado, para L = 271 obtemos
O(Lt) = 27 117 log(27 1t + 1) > 2777 log(t + 1) = 2Ld(t), Vt > 0.

Ou seja, ¢ € V5 e com isso provamos que ¢ € A, NV,
Para provar o restante da afirmagao, fixemos um numero real ¢ tal que 0 < ¢ < 1. Temos para

todo s > 0 que st + 1 < s + 1, donde pela funcao logaritmica ser crescente segue que

log(st + 1)

1, V .
log(s+1)< , V>0

log(st+ 1) < log(s + 1) =

Assim, para 0 < ¢ < 1 obtemos

O (st) log(st + 1)
he(t) = = = ) <
o{t) = sup s81>110) ( log(s+1) ) —

E tal supremo € exatamente tP, uma vez que, pela Regra de L’ Hopital

ho(t) > lim ——~ =

~ s—0t P(s) =0t ——

Logo, he(t) = tP para qualquer 0 < ¢t < 1.
Portanto,

. log(he(t)) plog?
b)) = _ = -— = D.
i0) = sup ot T S oy TP

Isso encerra o desejado neste exemplo.

Figura 2 — Gréfico da fungdo ®(t) = t*log(t + 1)

o(t) 4

¥

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observacao 2.2.35 No contexto das N -fungdes temos que se ® € AoV, entdo existem duas

constantes py e ps tais que 1 < p; < py < 400
¢ 'min{s”, s”?}®(t) < ®(st) < cmax{s”', s} ®(t), Vt,s > 0, (29)

onde ¢ > 0 é uma constante que independe de t e s(cf. [31]).

Agora podemos definir os espacos Orlicz com peso.

Definicao 2.2.36 Dados um peso w, E C R"™ mensurdvel e ® € Ay N Vo uma N-fungdo
podemos definir o espago de Orlicz com peso sendo o conjunto L®(E) de todas as fungdes

mensurdveis g em E tais que

polg) = / &(|g(x) () < +o0,

que é uma modular. Assim dotamos com a seguinte norma de Luxemburg

; g
9]l g () =: inf {t >0 pow (%) < 1} .

Além disso, o espago de Orlicz-Sobolev com peso WF®(E) (para um inteiro k > 0) é o conjunto
de todas funcoes mensurdveis g em F tais que todas as derivadas no sentido das distribuicées
D%q, para o multi-indice com comprimento |a| = 0,1,--- | k pertencem a LE(E) onde dota-

mos com a seguinte norma

9o = Y I1D79llam).

o<k

Observacao 2.2.37 A respeito da definicdo acima temos que:
i. A condicdo ® € Ny NV, é para garantir que L2 (E) é um espagco de Banach reflexivo.

ii. Vale ressaltar que os espagos de Orlicz com peso aparecem naturalmente na andlise
harménica, como no estudo de potenciais e transformadas de Riesz (cf. [31] para mais
detalhes).

iii. Ressaltamos aqui que se ®(t) = 19 para ¢ > 1, L2(E) coincide com o cldssico espaco de
Lebesgue com peso LI (E) bem como WX®(E) coincide com o espaco de Sobolev com
peso WFI(E). Além desse caso, se ainda impormos que w = 1 segue-se que L®(E) e
WHk®(E) sao os espagos de Lebesgue e Sobolev LY(E) e W*4(E), respectivamente.

iv. Pela definicdo acima e a Observagdo (2.2.35) seguem as seguintes inclusoes
L>*(E) C LP*(E) C LY(E) c LPY(E) Cc L'(E),

Ou seja, os espagos de Orlicz com peso, sdo espacos de transi¢do entre os espagos de

Lebesgue com peso LP’s. Além disso, sobre as condigoes acima temos a seguinte estima-
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tiva

p‘b,w<g) < C(Hg”%ﬁgw) + 1)7 (30)

onde C > 0 independe de g (confira [12]).

Agora vamos explorar algumas propriedades pertinentes de tais espagos. Inici-
almente, estabeleceremos quando podemos mergulhar o espaco de Orlicz sobre os espacos
de Lebesgue. Para isso, recordemos pela Observagdo 2.2.32 que i(®) > 1 para N-fungdes
® € Ay N Vy. Agora podemos enunciar o resultado de mergulho comentado.

Lema 2.2.38 Sejam ® € Ay NV, uma N-fungdo, w € Ay um peso e ) C R™ um conjunto
mensurdvel e limitado. Entdo, existe py € (1,1(®P)) dependendo apenas de i(P) e w tal que
L2(Q) pode ser mergulhado continuamente em LP°()). Sobre tal mergulho temos ainda a

seguinte estimativa

HQHLPO(Q) < C/”gHLS(Q)v Vg € LCD(Q)a

onde C' = C'(n,i(®),w) > 0 independe de g.

Prova: Ver [12, Lema 2.5]. [
Agora fazendo paralelo a subse¢do anterior também temos uma versao do classico Teorema de
Hardy-Littlewood-Wiener 2.1.14 para os espacos de Orlicz com peso que iremos precisar mais
adiante.

Lema 2.2.39 Sejam ® € Ay N Vo uma N- fungdo e w € A;ay um peso. Entdo,

P3.w(9) < paw(M(g)) < Cpau(g)

para toda g € LE(R™), onde a constante C > ( € independente de .

Prova: Ver [31, Teorema 2.1.1]. ]
Também precisaremos de uma condi¢do suficiente para a Hessiana no sentido das distribuicdes
pertencer ao espago de Orlicz com peso.

Lema 2.2.40 Sejam ® uma N-fun¢do que atende a condi¢do Ny N'Vy e w € Ajp) um peso.
Considere u € C°(E), onde E C R" é um dominio limitado e ponha para cada r > 0

O(u,r)(z) =: O(u,B.(z) N E)(z), x € E.

Se O(u,r) € LE(E), entdo a Hessiana no sentido das distribuicoes D*u € L2(E) com a

seguinte estimativa
||D2U||L$(E) < 8/|0(u, 7’)||L;I;(E)~

Prova: Isso € garantido em [12, Lema 3.4]. [

Como nos cendrios dos espacos de Lebesgue e os e Lorentz com peso temos a seguinte caracterizagao
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variacional de fungdes com respeito aos espacos de Orlicz com peso.
Proposicao 2.2.41 Sejam ® € Ay NV, uma N-fungdo, w um Ag peso para algum s € (1,00)
e g : E — R uma fungdo mensurdvel em um dominio limitado E C R". Considere n > 0 e

M > 1 constantes. Entdo,

g€ LLE) <= > o(M)u({a € Bilg@)] > nM}) = S < o

C™'S < pawlg) < Cw(E) +9),

com C = C(n, M, &, w) constante positiva.
Prova: Ver Lema 4.6 de Byun et al. em [13]. [

Na Teoria dos espacos funcionais, um dos espacos mais notorios sao 0s espagos
das funcdes a-Holder continuas. Varios resultados da Teoria de Regularidade de EDP’s sdo
expressos ou tem relacdo intima com as fungdes a-Holder continuas. Nessa perspectiva temos
a seguinte definicao.
Definicao 2.2.42 Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e o € (0, 1] um niimero real. O Espago
de Holder C°*(Q)) trata-se do conjunto das funcées continuas u € C°(Q) tais que

[t]o.a.0 = sup M < 0.

swea |z —yl*
Ty

Desta forma, podemos definir a norma Holder pondo
[ullcoa@) = l[ullL=@) + [ulo,an

Observacao 2.2.43 Sobre a Definicdo 2.2.42:
i. Define-se analogamente o espago C(Q) onde basta apenas trocar §) por Q acima.
ii. C%(Q) (resp. C%*(0)) é um subespagco vetorial de C°(Q) (resp. C°(S2)) e munindo-o
com || - || torna-se um espaco de Banach.
iii. Quando o = 1, o espago C*1(Q) (resp. C%1(Q)) é denominado espago das fungées
Lipschitz e serd denotado por Lip(Q) (resp. Lip(Q)).
Uma propriedade bésica que serd de grande utilidade mais adiante € a relacdo entre os espacos
Holder para indices diferentes.

Proposicao 2.2.44 Seja () um dominio limitado de R". Entdo, vale o seguinte mergulho
C%P(Q) — C¥*(Q)

para( < a < B < 1, isto é, temos a inclusdo i : C*P(Q) — C%%(Q) é um operador continuo.
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Além disso, vale a seguinte estimativa
[ull o) < Cla, 8, diam(Q))|[ullcos),  Yu € C*(9Q).
Prova: Realmente, dada v € C%#((2) temos para quaisquer z,y € Q) com x # y

Ju(@) = uly)]

_ - u(z) — u(y)|
7 —yl|*

|z —y|?
|z =y *[ulo,s0
S diam(Q)B_a[u]oﬂg,Q < 00,

= | €T

IA

uma vez que, 3 — o > 0, Q é limitado e u € C%?(Q). Portanto, tomando o supremo acima

variando z, y € {2 com x # y segue que,
[ulo0.0 < diam(€)7*[ulo g0 (31)

E como u € C%#(Q), em particular, u € C°(Q2). Logo, por essa pertinéncia e a estimativa (31)

segue que u € C%(Q). Por fim,

ullcoa) = [lulle@) + [U]oa0

IN

]| oo () + diam(€2)°~[u]o g0
< Cllullos @y,

onde C = max {1, diam(Q2)’~*}. O que finaliza a prova do desejado. [
Observaciio 2.2.45 Vale o mesmo resultado para os espagos C** ().

Podemos definir também os espacos Holder de ordem superior como segue.

Defini¢iio 2.2.46 Dados Q) C R™ aberto, k € N e a € (0, 1), definimos o espago C**(Q) como

o conjunto das fungées u € C*(Q) tal que a seguinte norma é finita,
[ull ey = llullor) + [D*ulag,

em que

[uller ) = Z HDCUHLOC(Q) e [Dku]a,ﬂ = Z[Dcu]o,a,g-
I¢I<k I¢l=k

Observacao 2.2.47 Sobre a definicdo acima:
i. Define-se analogamente acima os espacos C**(Q). Tais espacos (C*(Q) e C**(Q))
munidos das respectivas normas sdo espacos de Banach.

ii. Pela Proposicdo 2.2.44, temos analogamente para dominios limitados,

C®(Q) C...C C>(Q) C C™(Q) C CHQ) C COYQ) C CO(Q) C CO(S),
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para qualquer o« € (0,1).

iii. Em C**(B:) podemos definir a norma adimensional

laltngr, = Nullir +rlDul e gr + 1Dl e ) +
o e g 102 - D
—— [z —yl*

T#yY

Um fato interessante sobre essa norma é sua invaridncia por processo de escalonamento.
Tal norma serd de grande utilidade no capitulo 7.
Na Teoria dos Espacos Funcionais, existe uma generalizacao natural para a caracterizacao dos
Espacos Holder como veremos abaixo. Essa visdo serd de suma importancia para a aborda-
gem de certos topicos nos capitulos posteriores desse manuscrito. Para isso, vem de extrema
importancia a Definicao dos Espacos de Campanato:
Definicao 2.2.48 Sejam () C R"™ um dominio limitado, k > 0 um inteiro, 1 < p < ocoe A > 0.
Definimos o Espago de Campanato Eﬁ”\(Q) como o conjunto das fungées f € LP(Q2) tais que

1

1 P

U Q= su — inf u(z) — Plx)Pdz| < o0

[ ]’ﬁpy)\ﬂ :COEI% [7“)‘ PEPy /Q(a:o,r)‘ ( ) ( )‘ )
0<r<diam(£2)

onde Py, é o espaco das fungoes polinomiais em R™ de grau menor ou igual a k sendo adotado
acima a nota¢do (o, 1) = B, (x0) N Q para cadar > 0 e xy € R™
Em Ei”\(ﬂ) podemos definir uma norma que o torne um espago de Banach (Veja [32]), consi-

derando

lull gy = (el + [l pna)

O principal resultado a respeito de tais espacos € o conhecido Mergulho de Campanato que
afirma sob certas condi¢des vale que
A—n—k
LAANQ) C CF(Q) para a = ATRTED p, (32)
p

provado em [32]. Mais precisamente temos o seguinte resultado:
Teorema 2.2.49 (Mergulho de Campanato) Seja ) C R"™ um dominio limitado que ndo tem
cispides externas, isto é, se existe uma constante 4 > 0 tal que para todo xy € () e todo
[0, diam(R2)), vale que

|Q(xg, )| > Ur".

Sew € L2NQ) comn+kp < A < n+ (k+ 1)p, entdo u € C**(Q) em que o = /\_Z_kp ¢
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vale a seguinte estimativa,
[Dku]k,a S C0 (na ka b, u) [u]km)\ﬂ'

Demonstracao: Ver [32, p. 8]. |
Outro espaco de funcdes relevante nessa linha dos espagos de Campanato € o classico de Espago
de Morrey o qual definimos a seguir.

Definicao 2.2.50 Sejam E um aberto limitado em R", 1 < p < oo e 0 < 6 < n. Por LPVQ(E)
serd denotado o Espago de Morrey das fungées h € Lj (E) tais que

ToEE
o<r<diam(E)

1
p
oy = s (2 [ ) <o
E(x(br)

onde E(xo,7) = E N B(xg, 7).
Observacio 2.2.51 No contexto acima, é possivel ver que LP(E) C LP(E) e

) n-A
1P]l oy < (diam(E)) 7 [|B]l o), Vf € LPA(E).

Para mais detalhes sobre tal fato e outras propriedade dos espacos de Morrey recomendamos
ao leitor consultar [1, Capitulo 2] e [28, p. 47].

Tais espacos estao interligados pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.52 (Campanato-Morrey) Sejam 0 C R" um dominio limitado que ndo tem
ciispides externas, 0 < A < nel < p < co. Entdo, LP*(Q) é isomorfo a L27(Q).
Demonstracao: Ver [28, Proposi¢do 2.3]. ]
Observacao 2.2.53 A constante A\ no Teorema 2.2.52 é assintdtica no sentido que ndo pode ser
igual a dimensdo n. De fato, em Q) = (0,1) C Re p = 1 temos que u(x) = —logx, = € (0, 1)
pertence a £y (0, 1), contudo néo pertence a LV'(0,1) (Ver [28, Capitulo 2]).

Mais geralmente, Kovats em [32], generalizou o Teorema do Mergulho de Campa-
nato no contexto dos espacos de Dini-Campanato. Explicitaremos, sobre tal resultado que justi-
ficard a abordagem adequada no capitulo 7. Para tal fim, necessitaremos de algumas defini¢des
e observagOes preliminares.

Definicao 2.2.54 Um mddulo de continuidade é qualquer funcdo w : [0,00) — [0, 00) cres-

cente tal que

li t) =w(0)=0.

Jim w(t) = w(0)

Observacao 2.2.55 A funcdo w(t) = t*, t € [0,00) para o € (0, 1] é um exemplo de médulo
de continuidade.

Um exemplo mais sofisticado de mdédulo de continuidade vem a seguir na seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.2.56 Um mddulo de continuidade w : [0, 00) — [0, 00) € dito Dini se

/01Md7<oo.

T

O termo mddulo de continuidade € associado a utilidade de tais funcOes para me-
dir quantitatividade a continuidade uniforma de uma funcdo dada. Isso fica mais claro com a
seguinte Defini¢ao
Definicao 2.2.57 Dizemos que uma funcdo f : ) — R admite modulo de continuidade w se

[f(2) = fF(y)] < w(lz = yl), Ve, y € O,

onde w é um modulo de continuidade. Ademais, definimos o médulo de continuidade da fungcdo
fparat >0

we(t) = sup [f(x) = f(y)l-

z,yEeN
|[z—y|<t

Observacao 2.2.58 Neste caso dizer que [ admite modulo de continuidade w garante que
existe modulo de continuidade w tal que w > wy. Se f € C**(Q), entdo w(t) < [flo.ant®

Por outro lado, dizemos que f é Holder continua em x € §2 se existir constante co > (

wy(wo)(t) =: sup |f(x) = f(xo)] < cot®
lz—mg|<t

e denotamos | € C%%(xy). Neste caso,
|f(x) = f(zo)| < wplzo)(|x = zol) < colz — x|, Vz € Q.

Para mais detalhes recomendamos aos leitores o livro de Da Silva e Ricarte [52].
Com o conceito de médulo de continuidade podemos generalizar a defini¢do dos espagos Holder
como segue:
Defini¢iio 2.2.59 Definimos o espagco C*(Q) para k inteiro ndo-negativo e w médulo de con-
tinuidade das funcoes u € C*(Q) que tais que
(D*ulug = sup |[D*u(z) — D*u(y)l _
U oapee w(lz—yl)

Ty
|r|=k

Agora podemos definir o conceito de médulo de continuidade Dini.
Definicao 2.2.60 Uma funcdo f : ) — R ¢ dita ser Dini continua se f admite um modulo de

continuidade w que é Dini no sentido da Defini¢do 2.2.56.
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Observacao 2.2.61 Neste caso, w definido por

*) 0, set =20
w1 =
tw(r)
0 TdT, set > 0.

€ um modulo de continuidade. De fato, sabemos que para cada t > 0, tem-se

1 w(r
[ “Dar, set € (0,1]

wl(t) S 1
[ XD dr w(t)In(t), set € (1,00)

que é finito pela hipdtese de f ser Dini continua e por w(0) = 0 segue que w, estd bem definida.

Agora, provemos que

lim wy(t) = 0 = wy(0).

t—0t

Para isso, dado € > 0 como w é Dini, tem-se

1

-

/—dT<OO
o T

tem-se pela Continuidade da Integral de Lebesgue (confira [53, Teorema 1.12]) que existe ty >
0 tal que para todo 0 < t < 1y

w(7)

t
wn(t) — 0| :/ Y0 g < e
0

T

Isso prova o afirmado. Logo, w; é crescente. Portanto, w, é um modulo de continuidade.
Definicao 2.2.62 Dados um mddulo de continuidade Dini w : [0,00) — [0,00), 1 < p < oo
e ) um dominio limitado de R™ definimos os espacos de Dini-Campanato M’;’”(Q) como o

conjunto das fungoes u € LP(S)) tais que

/ 1 P

0= ——— inf — P(x)|Pd <

[U}k,p,w,Q S;le% |:’I"kp+nCU(T)p I}Q’Pk /g;(xom) |U([L‘) <$)| X oQ,
0<r<diam(£2)

onde Py, é o espaco das funcoes polinomiais em R™ de grau menor ou igual a k e para cada
r > 0exy € R" usamos a notagio Q(xy,r) = B,(z0) N Q.

Agora podemos enunciar o mergulho de Dini-Campanato provado em [32]:
Teorema 2.2.63 (Mergulho de Dini-Campanato) Seja 2 C R" um dominio limitado que ndo
tem cuspides externas, 1 < p < 0o e w um mddulo de continuidade Dini. Se u € M’;’“’(Q),

entdo u € C**1(Q) para w,(t) = fot @dr e vale as seguintes estimativas

| D¥u(z) — D*u(y)| < Co(n, k, p, Wwi(jx —yl), Vz,y € Q.
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2.3 Equacoes elipticas totalmente nao-lineares com condi¢ées de bordo obliquo

Nesta tltima parte sobre conceitos preliminares abordaremos de forma breve alguns

resultados sobre solucdes de viscosidade seguinte problema

({ F(D*u, Du,u,z) = f(z) em Q (33)

B-Du+~yu = g sobre T,

onde F' : Sym(n) x R” x R x 2 — R (aqui Sym(n) é o espago das matrizes simétricas de
ordem n) é um operador uniformemente eliptico, ou seja, existem constantes reais 0 < A < A,

chamadas constantes de elipticidade do operador F, tais que
AN < F(M + N,p,r,x) = F(M,p,r,z) < AN,

para todos (p,r,x) € R* x R x Qe M, N € Sym(n) com N > 0, onde entendemos aqui por
essa desigualdade matricial que a matriz IV é ndo-negativa definidae | N|| = lrgrcl‘a_xl |Nz|. Além
disso, v, g : [' — R sdo funcdes dadas e S : [' — R™ é um campo dado que satisfaz a condicao
de bordo obliquo a qual diz que existe constante yo > 0 tal que 5(z) -n > pg paratodo xz € T’
sendo I' C 9€) um aberto relativo e n a normal unitaria exterior de €.

Observacao 2.3.1 Por simplicidade, diremos que I’ é um operador (\, \)-eliptico para indicar
que 0 < A < A sdo as constantes de elipticidade para o operador uniformemente eliptico I
Observacao 2.3.2 Em algumas partes do texto trabalharemos com operadores uniformemente
elipticos que ndo dependem das segunda e terceira entradas, mais precisamente operadores da

forma,
F(M7p7q7'r) = F<M70,O,SU)

neste caso usaremos a notagdo F(M,x) para indicar a dependéncia apenas da entrada de
ordem dois e dos coeficientes.

Equagdes da forma descrita em (33) juntamente com a condi¢do sob a parte do

bordo I' e dentro das hipdteses acima é conhecido Equacoes elipticas totalmente nao lineares
com condicao de bordo obliquo.
Observacao 2.3.3 Salvo mencdo contrdria quando referirmos ao problema (33), estaremos
assumindo as condicoes descritas acima. Também no restante desse trabalho, sempre estaremos
assumindo a condigdo de bordo obliquo e que a fungdo vy é ndo-positiva. Esse tiltimo fato ficard
mais claro um pouco adiante.

Feitas essas consideragdes pertinentes, podemos definir o conceito de solucao de
viscosidade para (33). Mais precisamente, trabalharemos com dois conceitos de solucdo de
viscosidade para (33), as C”- solucdes de viscosidade e as LP-solugdes de viscosidade.
Defini¢ao 2.3.4 ( C°—solugio de viscosidade) Sejam F' € C°(Sym(n) x R® x R x Q) um
operador (\, \)-eliptico e f € C°(Q). Uma funcdo v € C°(Q UT) é dita uma C°-solugdo de
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viscosidade para o problema (33) se as seguintes condicoes ocorrem:
a) (Subsolugdo) Para quaisquer vo € QUT eV o € C*(QUT) tais que o toca u por cima

em xg tem-se,

) quando x( € Q

Zo
ZL'()) em g €T

(AVARAY

{ F(DQSO(%),DQO(%%@(530),950) f(
e B(xo) - Dp(wo) + v(wo)p(zo) > g(

b) (Supersolugdo) Para quaisquer v € QUT eV ¢ € C*(QUT) tais que o toca u por

baixo em x( tem-se,

f(zo) quando xy € Q
9(

Zo
Zo

IA A

) em zp€el

{ F (Dp(x0), Dp(0), 9(a). 7o)
e B(xo) - Dp(wo) +v(z0)p(20)

Para a proxima defini¢cao recordemos da Andlise Real que uma propriedade P ocorre em quase
todo ponto (qg.t.p.) de um conjunto A C R", se o conjunto dos pontos onde P ndo ocorre tem
medida nula.

Definicio 2.3.5 (L”-Solugio de viscosidade) Sejam F' um operador (A, A)-eliptico, p > 5 e
f € LP(Q). Assuma que F' é continua nas varidveis X, q, r e mensurdvel na varidvel x. Uma
fungdo u € C°(QUT) é dita uma LP-solugdo de viscosidade (33) se as seguinte condicdes sdo
satisfeitas:

a) (Subsolugdo) Para todos o € W?P(QUT), e > 0, O aberto relativo de QUT com

F (D*¢(z), Dp(x), p(x),2) > f(x)+e qtp.em QNO

B(x) - Do(x) +~(x)p(x) > g(z) +e gtpem I'NO

entdo u — p ndo atinge minimo local em Q.
b) (Supersolugdo) Para todos ¢ € W*P(QUT), € > 0, O aberto relativo de QU T com

F (D*¢(z), Dp(x), p(z),2) < f(z) —e qtp.em QNO

px) - Do(x) +y(x)p(r) < glx) —e gtpem I'NO

entdo u —  ndo atinge mdximo local em Q.
Observacao 2.3.6 O conceito de solugdo de viscosidade foi introduzido em [19] por Crandall
e Lions no contexto das equacées de Hamilton-Jacobi. Tal ideia remonta por motivacdo o
Principio do Mdximo. Desde entdo tal conceito vem sendo vastamente explorado no contexto
das equacoes diferenciais parciais, tendo énfase nos problemas totalmente ndo-lineares seja
eliptico ou parabdlico. Para mais detalhes o leitor pode consultar [15] no contexto introdutdrio

de equagdes elipticas totalmente ndo-lineares, (37| para o problema de natureza obliquo com
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coeficientes constantes no contexto eliptico e [9] no caso parabdlico.

Para exemplificar os conceitos de solu¢cdo de viscosidade acima, apresentaremos a seguinte
proposicao:

Proposiciao 2.3.7 (Normalizacio e escalonamento) Seja u uma C°- solucdo de viscosidade
para

(34)

F(D?*u, Du,u,z) = f(x) em By
B-Du+~vyu = g sobre Ty,

K > 0er € (0,1), onde F é (\,A) eliptico. Entdo, v(z) = Ku(r~'z),z € Bf UT, é

CP-solugdo de viscosidade para

F(D*,Dv,vy) = fly) em Bf
B~Dv+’yv =g sobre T,

onde temos

K r2 r 1 1

F) =231 (20) B = 5 (1y) =17 () e an="a(50).

Ademais, F também é (\, \)-uniformemente eliptico.

Prova: Provemos que v € subsolu¢do de viscosidade e o caso de ser também supersolucio é
de maneira andloga. Com efeito, seja ryp € BFf U T, e ¢ € C*(Bf UT,) tal que ¢ toque
v por cima em . Definamos yy = r~'zg € B U T;. Agora definindo a fungio auxiliar
o(z) = ¢ (rz),z € Bf UT; e notemos que claramente pela regularidade de ¢ segue que
o € C*(Bf UT,). Além disso, por ¢ tocar v em x, segue para todo x € B U T, que

olo) = o) "2 L (o) = uto)

com igualdade em . Dat, o toca u por cima em y, € B UT;. Portanto, por u ser em particular

subsoluc¢ao de viscosidade para (34) segue que

{F<D2g<y0>,z>g<yo>,@< Yo)» o)

> f(yo) se yo € BT
B(yo) - Do(yo) +v(yo)o(yo) > g

(v0) se yo €Ty

Se g € B entdio yy € B e assim estamos no primeiro caso acima. Daf pela defini¢do de o e

pela Regra da Cadeia obtemos que

r? r 1 1 1
F (e Dte0. 1 Dol geetan) 1) 2 1 (2.
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ou seja, pela defini¢ao de Fef,

F(D*p(x0), Dp(x0), ¢(0), 20) > f(x0)-

Por outro lado, se zy € T, entdo yy € T, donde pela desigualdade acima envolvendo g em T,

B (%%) : (%Dw(%» +7 (%%) %@(fco) =9 (%l‘o) (35)

pela linearidade do produto interno e as defini¢des de B,7eq, podemos reescrever a equacao
(35),

obtemos

B(wo) - Dp(o) + F(wo)p(0) > G(w0)-

E assim v € de fato subsolu¢do de viscosidade para o problema desejado. Por fim, notemos que

a definicdo de F implica na seguinte igualdade

~ ~ K r? r 1 1

72 K K"K
r2 T 1 1
- F{ —N.—p. —q. —
(K ’Kp’Kq’Ty )7

para todos (p,q,y) € R" x R x B, M, N € Sym(n) com N > 0. Assim a (\, A)-elipticidade

de F' implica que
r? r
N = ZAZINI = AN

7"2 T
e = i = i

Isso garante a condi¢do de (A, A)-elipticidade uniforme para o operador F e assim finalizamos

K
F(M+ N,p,q,y) — F(M,p,q,y) < T—QA

Bem como

K
F(M+ N,p,q,y) — F(M,p,q,y) > =)

a prova da proposicao. ]
Observacao 2.3.8 Na Proposicdo 2.3.7 mostramos, em particular, que o operador F ainda
estd na mesma “classe”do operador F' no sentido de elipticidade uniforme.

Para o que segue, definiremos no sentido fraco a classe de todas as solugdes para todas as
equacoes elipticas”. Para isso, introduziremos os operadores extremais de Pucci.

Defini¢ao 2.3.9 Sejam 0 < \ < A. Para qualquer M € Sym(n), os operadores extremais de
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Pucci M7, e M, sao definidos como segue:

M;\FA(M) = Azez"f‘)\z@i,

e; >0 e; <0
MA(M) = XY e+ A e
e; >0 e; <0

onde ¢e; sdo os autovalores de M.

Com esses operadores extremais podemos usar a seguinte notacao por conveniéncia para b > 0
LE(u) = Mf\[,A(D2u) + b|Dul.

Defini¢iio 2.3.10 Sejam f € C°(Q) uma fungdo, X < A e b trés constantes positivas. Denota-
mos por S(\, A, b, f) o espaco das funcoes u € C°(Q) tais que

L (u) = f(z)

no sentido da viscosidade em ). Similarmente, S(\, A\, b, f) é o espaco das fun¢des u € C°(§2)
tais que

L7 (u) < f(z)

no sentido da viscosidade em ).
Também definimos a partir das classes fundamentais de sub e super solugcoes no sentido da

viscosidade acima as seguintes classes que usaremos no decorrer do texto
SNAL ) =S A b FYNSN A, f) e S* (N A b, f) = SN A b, —|f)) NS\ AL, | f]).

Observacao 2.3.11 Com respeito a definicao acima, quando b = 0 abreviaremos a notagdo
S,S,8,5%(\, A, 0, f) por apenas S, S, S, S*(\, A\, f), respectivamente.

Sobre essa classe de solucdes temos o seguinte resultado que mostra a ligagdo com
as equagoes elipticas totalmente nao lineares.

Proposicao 2.3.12 Seja u € C°() satisfazendo no sentido da viscosidade
F(D?*u,z) > f(z)(respectivamente F(D?*u,z) < f(z)) em Q.
Entdo,

uesS (/\ A, f(z) — F(0, x)) (respectivamente ues (%,A, f(z) — F(O,x))) .

Mais geralmente, para qualquer ¢ € C?(Q) temos que

u-0e5 (50 10) - F(D%(0).2))
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(respectivamente u—¢€eS (%, A, f(x) — F(D*¢(z), x))) :

Demonstracao: Ver [15], Proposicdo 2.13, p. 16. ]
Agora voltando ao interesse do problema (33) introduziremos alguns resultados de

extrema importancia nesse contexto para os capitulos seguintes.
Lema 2.3.13 ( Estimativa ABP) Sejam ) C By e u € C°(Q) tal que

u€e SMAL f) em  Q
B Du+~yu=g(x) sobre T.

Suponha que exista s € 0By tal que 5 -< > pg ey < 0em . Entdo,

|l o) < [Juflze@arry + Cln, A, A, b, po) (gl ooy + (1 f || n(@))-

Ademais, se b = 0 entdo existe =g = go(n, X\, A\, j19) € (0,%) tal que

[l @) < llullze@avr) + Cln, A, A, by o) (gl ooy + [ £l o0 (0))-

Demonstracao: Ver [37, Teorema 2.1] e [8], p.7. [
Observacao 2.3.14 A constante £y é chamada constante de Escauriaza em homenagem ao
matemdtico espanhol Luis Escauriaza que estendeu no artigo W™ A Priori Estimates for So-
lutions to Fully Non-linear Equations (Ver [22]) as estimativas W?P interiores obtidas por
Caffarelli em [14] para p > n — €, onde essa constante positiva , € (O, %) depende apenas
den, \e A

A seguir temos resultados de regularidade C%, C1* e C*“ regularidade para o
problema (45) com apenas a dependéncia do termo D?u.
Teorema 2.3.15 ( Regularidade C**") Seja u € C°(Q U T) satisfazendo no sentido da visco-

sidade
{ weSAf) em Q

B-Du+~vyu=g sobre T

Entdo, para qualquer Q¥ CC QUT, u € CO (V) e

[ull co.r @y < Cn, A, A, g, 7] ooy, 5 Q) (Ilull ooy + 111l <0 () + 9]l ()

onde o' € (0,1) depende apenas de n, A\, \ e g e g € (O, %) é a constante de Escauriaza.
Demonstracao: Ver [37, Teorema 1.1]. (]

Teorema 2.3.16 (Regularidade C'*') Sejam u solugdo de viscosidade de

F(D*u) = f(z) em €,
B-Du+~vyu = g sobre T,
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e0 <o <@, ondea € (0,1) é uma constante que depende apenas de n, A\, A e jiy. Suponha

ainda que B3,v,qg € C 00 (f) e que [ cumpre a seguinte condig¢do

(][ |f(x)|”dx) ' < Cpr 7t Vg € Q,Vr > 0.
Q(zo,r)
Entdo, para todo ¥ cC QNT, u € CY (V) e

[ullerar @y < Clllulle@) + Cr + llgllcow @ + [F(0))),

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A, 1o, o/,
Q' e Q.

Demonstracao: Ver [37, Teorema 1.2]. (]

|5HcO»a’(f)’ 'YHCO@’(T)’

Teorema 2.3.17 (Regularidade C>®) Seja u solugdo de viscosidade de

F(D*u) = f(z) em €,
B-Du+~vyu = g sobre T

Assuma que I é convexa, 0 < o/ < @ onde @ € (0,1) é uma constante dependendo apenas
den, \, Nepgel € CY'. Se B,v,g € CH'(T) e f € CO(Q), entdo para qualquer
Q' cc QUT, u e C> (V) e vale a seguinte estimativa

||u||6’2»0/(ﬁ) < C(||UHL°°(Q) + ||f||coya’(9) + ||9||Clva’(f) + |F(0)])

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A, 11, o/,
Qe

Demonstracao: Ver [37, Teorema 1.3] [ ]

|5”01»a’(f)’ ’YHcLa’(f)’

Nessa linha do problema com bordo obliquo também ressaltaremos alguns resultados sobre

existéncia e unicidade de solucdes de viscosidade do problema,

F(D*u,z) = f(x) em €,
B-Du+yu = g sobre T
ux) = @) em O0Q\T,
onde I' é um aberto relativo de 0f€). Para isso, precisaremos da seguinte hipétese estrutural
adicional:

(SC) Existe um médulo de continuidade @w( Isso quer dizer que @ : [0,00) — [0, 00) é uma

fun¢do nio-decrescente com Pr%d)(t) = 0) tal que
%

Vr(z,y) <@z —yl),
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onde para x, € ) fixado, definimos a fun¢io:

’F<X7 07 07 33') - F(X, Oa 07 xO)‘
Yp(x;T9) =1 sup ,
XeSym(n) 1+ HX”

que mede a oscilagdao dos coeficientes do operador /' em torno de x. Por simplicidade
de notagdo quando x, = 0 escreveremos ¢p(z,0) = t¢r(zx). Em outros termos, os
coeficientes do operador F' admitem um mddulo de continuidade w.
A saber, temos os seguintes trés Teoremas:
Teorema 2.3.18 (Principio de Comparacfio) Suponhamos que T' € C? e 3 € C*(T"). Assuma

que F satisfaz a condi¢do (SC). Sejam u e v tais que no sentido da viscosidade satisfazem

F(D*u,z) > fi(z) em

B-Du+~yu > ¢ sobre T'
e

F(D*0,2) < folz) em 9

B-Dv+yv < g9 sobre T
Entdo,

u_veé(ﬁaAafl_fQ) em Q7
B-D(u—v)+~vy(u—wv)>g —gs sobre T

Demonstracao: Segue na mesma linha da prova de [37, Teorema 3.1] com minimas alteragdes
usando a hipétese estrutural (SC). [
Teorema 2.3.19 (Unicidade) Sejam ' € C% 3 € C*T), v < 0ep € C°(ON\T). Suponha-
mos que exite ¢ € 0B tal que B - ¢ > g sobre I'. Assuma ainda que F satisfaz a condigdo

estrutural (SC). Entdo, existe no mdximo uma solugdo de viscosidade de

F(D*u,z) = f(z) em £,
B-Du+yu = g sobre T
u(z) = p(x) em 0Q\T.

Demonstracao: A prova é consequéncia direta do Teorema 2.3.18 junto com a Estimativa ABP
2.3.13. [
Além da unicidade temos garantido a existéncia de Unica solu¢do no sentido da
viscosidade de equacdes elipticas totalmente ndo-lineares com condicao de bordo obliquo e
condicdo de Dirichlet no complementar do bordo, via os teoremas 2.3.18 e 2.3.19. Esse resul-
tado € descrito pelo seguinte teorema:
Teorema 2.3.20 (Existéncia e Unicidade) Sejam I' € C?, 3 € C?*(I') e ¢ € C°(0Q\ I).
Assuma que a fung¢do vy satisfaz v < 0. Suponhamos que existe ¢ € OB tal que 3-< > jiy sobre
I e assumamo a condi¢do (SC). Em adigdo, suponhamos que §) cumpre as condi¢des do cone

exterior em qualquer v € ON\T e a condigdo da esfera exterior para qualquer v € TN(OQ\T).
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Entdo, existe tinica solugdo de viscosidade u € C°(Q) para

F(D*u,z) = f(z) em £,
B-Du+yu = g sobre T
u(z) = p(x) em 0Q\T.

Demonstracao: A prova segue na mesma linha como em [37, Teorema 3.3] com minimas

modificacdes. A saber, invocamos o Teorema 2.3.19 em vez do [37, Teorema 3.2]. Outras

modificacdes necessdrias sao as mesmas feitas na prova de 2.3.18. |
Por fim, temos a condicdo de estabilidade de solu¢des de viscosidade, a qual é

imprescindivel para argumentos de compacidade em geral.

Lema 2.3.21 (Lema de Estabilidade) Para k € N consideremos ), C (1 sequéncia cres-

cente de dominios e §) =: U Q. Sejam p > n e F, Fy, operadores (\, A\, 0, €)-elipticos. Assu-

k=1
mamos que f € LP(Y), fr € LP(%,) e que uy, € C°(Qy) sdo LP-subsolucdes(respectivamente

supersolucoes) de viscosidade de
Fk(Dzuk,Duk,uk,x) = fk(x) in Qk

Além disso, suponhamos que uj, — U, localmente uniformemente em () e que para quaisquer
B, (79) C Qe p € W*P(B,(x¢)) temos que

1 = 9) e @@y — 0 (resp. 11§ = 91) " |l Lo(Br (o)) — 0) (36)

onde g(l’) = F(DZ@’ D%Uax) - f(l‘) € gk(l’) = Fk(D2(,D,DQD,Uk,IL') - fk(x) Entdo, u é

LP-subsolucdo (resp. supersolucdo) de viscosidade para
F(D?*u, Du,u,z) = f(x) in . 37)

Ademais, se F, f sdo continuas, entdo u é uma C°-subsolucdo (resp. supersolugdo) e viscosi-
dade de (37) provando a condi¢do em (36) ocorre para todas fungées teste ¢ € C*(B,.(xy)).
Demonstracao: Ver [16, Teorema 3.8]. ]
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3 ESTIMATIVAS W22 COM CONDICAO DE BORDO OBLIQUO SOB REGIME AS-
SINTOTICO

Nesta parte, estaremos interessados em estudar a seguinte classe de problemas

elipticos totalmente ndo-lineares com condi¢do de bordo obliquo

{F(DQU(x),Du(x),u(w),x) = f(z) em (38)

B(x) - Du(z) + y(x)u(x) = g¢g(x) sobre 01,

no contexto da Teoria de regularidade 2P sob certas condi¢des e exibiremos algumas con-
sequéncias de grande relevancia desse fato. Vale pontuar que os resultados que serdo apresen-
tados neste capitulo fazem parte do artigo ”Sharp Hessian estimates for fully nonlinear ellip-
tic equations under relaxed convexity assumptions, oblique boundary conditions and applicati-
ons”’publicado na Revista Journal of Differential Equations (JDE), disponivel em https://
WWww.scilencedirect.com/science/article/abs/pii/S0022039623003339,
feito juntamente em colaboragcdao com os professores Dr. Jodo Vitor da Silva, Dra. Maria Nilde
Barreto Frederico e Dr. Gleydson Chaves Ricarte.
Para o restante do capitulo precisaremos das seguintes condi¢des estruturais:

(A1) Assumiremos que F' € C°(Sym(n),R™ R, ). Além disso, também assumiremos que

existem constantes 0 < A < A, 0 > 0e & > 0 tais que

M;,A(X_Y)_Uml_%’_5|7’1_7"2| < F(X,q,r,2) = F(Y,q2,72,7)
< MAX=Y) + ol — qof + &l — 12

para todos X, Y € Sym(n), q1,q2 € R™, 11,75 € R, z € Q, onde MiA : Sym(n) — R
sdo os operadores extremais de Pucci. Além disso, por questdes de normaliza¢ido assumi-
remos que F'(0,0,0,z) = 0 para todo = € Q.

(A2) O termo fonte f satisfaz f € C°(Q) N LP() paran < p < co. Além disso, assumiremos
que g,y € CH*(99Q) (para algum o € (0,1)) comy < 0e B € C°(9Q; R") satisfazendo
a condicao de bordo obliquo com constante .

(A3) Assumiremos que a fungdo F*(X,0,0,z), * € Q(confira a Defini¢do 3.1.1) é Holder
continua no sentido da média L” para todo X € Sym(n). Mais precisamente, existem
constantes universais (isto €, constantes que s6 dependem de n, A\, A, p, po, ||7||C1,a(39) e
18]lcran) & € (0,1),0p > 0e0 < ry < 1 tais que

1/p )
(][ wFﬁ (.I’, xO)pd-T) < 90’/“a
Q(zo,r)

(A4) (Estimativas C'! a priori) Assumiremos que o operador recessio F* (Ver definicio

parazy € Qe 0 < r <.
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3.1.1) existe e tem estimativas C! a priori no bordo, isto é, para o € B} e gy €

C*(T,) (para algum o € (0, 1)), existe uma solugdo h € C*1(Bf) N C°(BT) para o
problema

FY(D%h,29) = 0 em Bf
B-Dh+~h = gy sobre T,

que goza da seguinte estimativa

5] 5) < (1B ) + lgollcragrs))

2

para alguma constante universal C; > 0.
Observacao 3.0.1 A condi¢do de normalizagcdo em (Al) ndo é restritiva, devido ao fato que

dado F satisfazendo a condi¢do (A1) sem a questdo de normalizagdo definindo

GM,p,r,z)=F(M,p,r,x) — F(0,0,0,2), (M,p,r,z)€ Sym(n) x R" xR x Q

tem-se que G satisfaz
G(Mvplarlax) - G(Nap27r2ax) = F(M7p17rlvx) - F(N7p277"27x)7

para todos (M, p1,r1, ), (N, pe,re, z) € Sym(n) x R™ x R x Q e assim G cumpre as mesmas

condi¢cdes impostas sobre F' em (Al) adicionado com o fato que G(0,0,0,z) = 0 para todo
x € .

Observacao 3.0.2 A condigcdo de Holder continuidade em (A3) é claramente vdlida quando

x> Y1, 20) é uma funcdo &-Holder continua para todo xq € ) e
K = SuE||¢Fﬁ(':x0)||CO»d(ﬁ) < o9,

o€

uma vez que, para todo o € ﬁ, tem-se

1/p 1/p
(][ wmx,xo)%) - (][ |wFu<x7xo>—wmxo,xoﬂpdx)
Q(z0,r) Q(zo,r)

R 1/p
<][ (K|z — xo\"‘)pdm)
Q(zo,r)

< Kr®

IN

para todo r > 0 pequeno. E assim nesse caso, K = 0.
Observacao 3.0.3 Vale observar que a condi¢cdo (A4) é cumprida quando o operador F' é

convexo com respeito a Sym(n), uma vez que, nesse caso é possivel verificar que existe F* e
coincide com F.

Observacao 3.0.4 Ao longo deste trabalho, quando dizermos que uma constante é univer-
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sal estaremos referindo-se que tal constante depende apenas de n,\, \,p, po, ||V||c1.e00) €
18]l c1.e a0)-

Sobre essas condi¢Oes estruturais podemos enunciar o principal resultado desse
capitulo que € o seguinte:
Teorema 3.0.5 ( Estimativas 11//2” sobre condi¢des de bordo obliquo) Sejam n < p < oo,
Q C R, 00 € C** B,v,9 € CH(09Q) (para algum o € (0,1)) e u uma LP-solucdo de
viscosidade (38). Assuma as hipéoteses estruturais (Al)-(A4). Entdo, u € W??(Q) e vale ainda

a seguinte estimativa

lullws) < C - (llullze@ + [ lzr@ + lgllcreen) .

onde C = C(n, X\, A, &, 0,p, o, |7]|cre@0): || Bllcre@a): |09 c2.0) € uma constante positiva.
Com o intuito de demonstrar o Teorema 3.0.5 passaremos por duas etapas prin-
cipais: Primeiramente, investigaremos equacdes governadas por operadores sem dependéncia
da funcdo e entrada do gradiente. Na sequéncia, reduzimos a andlise para operadores com de-
pendéncia total. Para o primeiro passo precisaremos de uma técnica de aproximagao e compaci-

dade de tais problemas, os quais precisam de um repasso em argumentos da Andlise Tangencial.

3.1 Uma abordagem tangencial

Nesta parte apresentaremos uma ferramenta chave que possibilitard provarmos o
Teorema 3.0.5. Ela perpassa pela Analise Tangencial, onde necessitaremos inicialmente da
seguinte
Definicao 3.1.1 Seja F(X, s, s, x) um operador eliptico totalmente ndo linear. Denotaremos

por F* o Operador Recessdo associado a F, o qual é definido por

FYX,¢,s,x) =: lim 7-F <1X,g,s,x> (39)
70+ T

para todos X € Sym(n), c € R", s e Rex € (.

O termo operador recessao surge no trabalho de Giga e Sato em [27] sobre a teoria de EDP’s
de Hamilton-Jacobi. Mais detalhadamente, a motivacdo do operador recessao vem da andlise
convexa (Ver a introdugio de [46]). Se colocarmos hipéteses de regularidade sobre F¥, estamos
colocando regularidade no ”fim” de Sym(n) e esperamos “voltar com regularidade” para F'.
Tal estratégia nos permite enfraquecer a hipdtese de convexidade/concavidade do operador em
questdo para ser trabalhado com estimativas /2. Geometricamente, temos na Figura 3 a ideia
do operador Recessdo ¥ bem como o caminho F.

Observacao 3.1.2 Recomendamos aos leitores [51], [26], [45] e [46] para um aprofunda-
mento mais amplo sobre o operador recessdo com exemplos e propriedades e aplicacoes em

diversos contextos.
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Figura 3 — Ideia sobre o operador Recessio F*

Vizinhanca com teoria
de regularidade W2?

Variedade de operadores (A, A) - elipticos
Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.1.3 llustremos a importancia do operador recessdo no contexto da teoria de regu-

laridade. Consideremos a seguinte pertubacdo do operador de Bellman

F(X,s,s,x) =:inf < Z a;; X5 + be S+ ) + Zarctg(l + Xi(X))

1A ij=1 i=1

onde (\;(X))!_, sd@o os autovalores da matriz X € Sym(n), b, c¢* : Q — R sdo fungdes reais
paca cada v € A (A é um conjunto de indices), e ( ;])" tem autovalores em [\, \| para
cadax € Qe e A Observemos que tal classe de operadores ndo é convexa e nem concava.
Entretanto, o interessante é que o operador recessdo F* associado a F tem boas propriedades

estruturais. Vemos que

# _ ¢
F(X,§,S,l’> - ng,ﬁ (_ZCLZJXU>

1,j=1

é um operador convexo. Assim o problema

LEA

FY(D%,Dh,bh,z) = inf (—Za;j%):o em

1,j=1

B-Dh+h = ¢ sobre T C 09,



66

admite estimativas C* pelo Teorema 2.3.17, para algum o € (0, 1), isto é, em h € C**(Y)
para ) CC QUT, sendoT" € CY* C 99, B,7,g € C**(T), vale

I8llcza@y < € (A A 1Bl ey, [lnay 5 2) (I8l + lgllera))

Se em certo sentido aproximarmos solugcées do problema original com F' de solugdes associ-
adas a F* espera-se que as solugées associadas a F “herdem”em parte a regularidade das
associadas ao operador F*.

Com o sentimento da andlise no exemplo acima, o proximo resultado € uma fer-
ramenta chave na aproximacgdo tangencial. Mais precisamente, ele descreve a convergéncia
pontualmente de F, para F*.

Lema 3.1.4 Seja F' um operador uniformemente eliptico e assuma que existe o operador re-

cessdo F*. Entdo, dado € > 0 existe To(\, A, €, p-) > 0 tal que para todo T € (0, 7) tem-se

[T (71X,0,0,2) — F¥(X,0,0,2)] _
> €
1+ [[X]]

para toda matriz X € Sym(n).
Demonstracao: A prova segue as mesmas linha de [17, Proposi¢ao 3.1] (veja também [46,
Lema 4.1]). Por isso omitiremos aqui. |
O principal resultado desta se¢ao fornece um método de compacidade que serda
usado como ponto-chave ao longo de todo o trabalho. De fato, mostraremos que, se nossa
equacgdo “estiver proxima” o suficiente da equacdo homogénea com coeficientes constantes,
entdo nossa solugdo estara suficientemente proxima de uma solug¢do da equagcdo homogénea
com coeficientes congelados. No centro de nossas técnicas, estd a no¢ao de operador de re-
cessao. A maneira apropriada de formalizar essa intui¢do € por um lema de aproximacao.
Lema 3.1.5 (Lema de Aproximacao do Operador Recessao) Sejamn < p < oo, 0 < v <1
e assuma as hipéteses (A1) — (A4). Entdo, para todos 6 > 0, ¢ € C°(0B(0/,v)) com
ol 2o @By (0 ) < €1 € g € C1¥(Ty) para algum 0 < o < 1 com l9llc1.e(7,) < €2 para alguma
constante positiva ¢ > 0, existem constantes positivas € = €(d,n, tig, p, \, A, v,¢1,¢2) < le

10 = T0(0,ny A, A, o, €1, C2) tais que, se

max{|FT(X,:v) - Fﬁ(X,ZL‘)|, ||wFﬁ("O)||LP(B¥L)’ ||f||L”(B7Jf)} <€ and T =T

entdo, quaisquer duas C°-solugdes de viscosidade u (normalizada, isto é, ||u| Bty <1)
ebde
F.(D*u,z) = f(x) em Bf(0,v)NRY
B-Du+~yu = g sobre B,(0,v)NT,
ulz) = ¢(x) em 0B, (0,v)NRY
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e
F¥Y(D?%,0) = 0 em B;(O', v) NRY
B-Dh+h = g sobre B%T(O’, v)N'T,
h(z) = ulx) em 8B%T(0’, v) NR%
satisfazem

Ju — hHLOO(B%'T(O’,y)) < 0.

Demonstracao: Por argumento de reescalonamento, podemos supor sem perda de generalidade
que r = 1. Provaremos o lema por argumento de reducdo ao absurdo. Assim, assumiremos que

a tese do lema ndo € satisfeita, dessa forma existem J, > 0 e sequéncias de funcdes (FTj )jens

(Fjﬁ)jeN, (uj)jens (f5)jens (©;)jens {9;}jen e (b;) en associadas no sentido da viscosidade para

( FTj<D2Uj,.CL’) = fJ<.CC) cm B1<O,,Vj)ﬂRi

5DU]—|—")/UJ = gj sobre Bl(O’,Vj)ﬁTl
\ uj(z) = ¢j(z) em OB (V1) NRY

(

F}(D?%;,0) = 0 em Bz (0,y;) NRY
B-Db;++h; = g sobre Bz (0/,v;) T,
bj(x) = wi(z) em OB (0,v;) NRY

ol ool

\

onde 7;, prﬁj (- O)HLP(BT)’

fill »s) tende para 0 quando j — oo, porém
Ju; — thL‘X’(B%(O’,V)ﬂRi) > dp. 40)

Além disso, @; € C0B(, 1)) e g; € CH(Ty) sdo tais que [|;lLo@n, 00 <

¢ €

19l c1a 5y < 2, respectivamente. Usando o Teorema 2.3.15, temos para todo 0 < p < 1

/

[l co.or 8, irarmn) < Cn A A € €0, p10) ™ (41)

para algum o = o/(n, \, A, 1) e para todo j € N. Por (v;) ser limitada sabemos que exis-
tem vo, € [0, 1] e uma subsequéncia {v;, } tais que v;, — vy as k — +oo. Pelo fato que
toda sequéncia de nlimeros reais admite uma subsequéncia mondtona podemos assumir que tal

subsequéncia € mondtona. Se v;, € ndo-crescente, € possivel verificar que
/ n / n
Bl(O ,VOO) mR+ C Bl(o,l/jk) ﬂR+
para todo k. Portanto, observemos que

Hujk HCO’O‘,(1315/16(0’,1/00)QR1) < C<c17 €2, M, )‘7 A7 ,UO)v (42)
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onde usamos (41) acima. Por outro lado, se v;, € ndo-decrescente, existe um ky € N tal que
Bai/32(0", v,) NRY D Bisyi6(0', vee) NRY for k> k.

Assim, podemos novamente deduzir (42) para alguma subsequéncia propria u;, . Dai, pode-
mos usar o Teorema de Ascoli-Arzela e obter subsequéncias (u;,) e (g;,) e fungdes u,, €
CO(Bis/16(0, Voo) NRY), goo € CO(OBY) tais que uj, — oo em C%(BY) € oy = goo €m
Bis/16(0', voo) N T

Ademais, como Ff(-, 0) — F? (-,0) uniformemente em conjuntos compactos de Sym(n) e para
toda ¢ € C?*(Bj),

|F,, (D%, 2) — fi,() — FEL(D*0,0)| < |F,, (D*p,2) — FL(D%p,2)| + |f;] +
+ |} (D*p, ) — F},(D*,0)| +
+ |FE(D%p,0) — F£(D*,0)]
< |F,, (D*p,2) = F} (D0, 2)| + |f] +

+ U (@0)(1+ D%

entao
: 2 2
Jim [P, (D%,2) = £, () = FL(D*%,0)|[1o(s, o)) = O,

para qualquer bola B,.(2) C Bi5/16(0, vo)R?.. Consequentemente pelo Lema de Estabilidade

2.3.21 garante que u., € solugcao de viscosidade de

F&(DQUOO, O) =0 cm B15/16<0,, Voo) N Ri
B Do +YUss = goo sobre Bis6(0, vs) N'T.

Agora, definamos para cada k € N a fun¢do w;, =: us — bj;,. Entdo, pelo Critério de

Comparacio 2.3.18, w;, satisfaz no sentido da viscosidade

€ S(2,A,0) em  Bys(0,v00) NRY
B Dwj, +vw;, = goo — G, sobre  Br/3(0', Vo) N'Ty
wj, () = uUs(x) —uj(x) em 0Brs(0,vs) NRY.

Wiy,

Por fim, usando a Estimativa ABP 2.3.13 obtemos que

Wi lzoe B 50 ve)iR) < tos — W) [ Lo (0B, /(0 we)) T

+ C(nv >\7 Av :LLO)HgOO - gjk||L°°(B7/8(0’,uoo)ﬁT1) — 0 as k — +o0.

Consequentemente, h;, converge uniformemente para u., em B7/5(0/, Vo) N R, 0 que contra-

diz (40) para k suficientemente grande. ]
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3.2 Prova do Teorema 3.0.5

Para a prova do Teorema 3.0.5 usaremos a ideia descrita na secdo anterior. Mais
precisamente, com a técnica de aproximagao descrita pelo Lema 3.1.5, a ideia a seguir € traba-
lhar com os operadores £ dentro das hipoteses desse mesmo lema, apresentar que sob certas
condi¢des ocorre um decaimento da medida de Lebesgue dos conjuntos A, (relembre a defini¢ao
dos conjuntos A, (H ) e G/ (H ) no capitulo anterior) em poténcia de ¢. Inicialmente, temos um
decaimento até o bordo desse tipo quando u € S(A, A, f) sendo u normalizada e f normalizada
no espaco de integrabilidade L". Mais precisamente,

Proposicao 3.2.1 (Decaimento na ordem potencial sobre o bordo) Sejamu € S(\ A, f) em
BE\/E CQCRY ue C%Q) e |ullpx@ < 1. Entdo, exitem constantes universais C > 0 e
d > 0 tais que || f

LB}, ) < 1 implica
| A (u, ) N (QF ! x (0,1) +a0) | < Ct™°

para qualquer xo € By 57 N M et > 1
Demonstracao: Ver [15, Lema 7.8] e [57, Lema 2.7] para mais detalhes. [
Pela defini¢do de A;(u, ) e Gy(u,$2), a proposi¢do a seguir juntamente com a

Proposicao 3.2.1 garantem a informacao chave sobre a medida do conjunto
Grr(u, ) N ((Q77 x (0, 1)) + o) ,

desde que
Gi(u, Q) N ((Q7" % (0,2)) + o) # 0,

se verifique.
Proposicao 3.2.2 Suponhamos que as hipdteses estruturais (Al) — (A4) ocorrem. Sejam

B1+4 i C Q1 C RY} e uuma solugdo de viscosidade para

(43)

{ F,(D*u,z) = f(x) em B;’4\/ﬁ,

B Du+ yu g sobre Ty /.

Além disso, suponhamos que
<
max { s, ) 7} S €
e que para algum Ty € By s N {z, > 0} ocorra

Gr(u, Q)N ((Q5371 % (0,2)) + Zo) # 0.
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Entao,
|Ga(w; ) N ((Q77! % (0,1)) + ) | > 1 — e,

onde vy € By 5 N{x, > 0}, M > 1 depende apenas de n, \, A, p, o, |7||Cl,a(fl4ﬁ), Ci (da
hipétese (A4)) e ||gllcracr,, ) sendo €y € (0,1).
Demonstragdo: Consideremos 21 € Gy(u, Q) N (Q5~' x (0,2) + o). Entdo, por defini¢do

existem paraboloides com abertura ¢ = 1 tocando v em x; por cima e por baixo, ou seja,
1 2 1 2
—sl =zl Sufz) — lz) < Flo -

para z € () e uma fungdo afim /.

Agora, definamos a seguinte fun¢ado auxiliar

u(z) — ()

ow) = S,

onde C, €é uma constante dimensional positiva e suficientemente grande de tal forma ocorra
V|| 100 <le
o) =u, ) <
—|z]* <wv(x) < |z[* in Q\BE\/E'

Por u ser solucéo de viscosidade do problema (23) segue que v € solugdo de viscosidade para

FT<D2U7 x) = .]E(x) cm Biz\/,ﬁa
B-Dv+ryv = glg—f-Dl—~l] sobre Ty m.

onde

Fo(X, 2) = Ci*FT(c*X,x) e Fla)=: Ci (@)

Usando o Lema de Aproximacao para o Operador Recessdo 3.1.5, podemos considerar fungdo

b e-préxima de u, mais precisamente, podemos considerar h € CHH (B!, )N CYBT, )(pela

13y/n 13y/n
hipétese estrutural (A4)) solucdo de viscosidade de
F4(D?),0) = 0 em By
B-Dh+~h = C%[g—ﬁ-DE—W] sobre T3 /7.

de tal sorte que ocorra

- <
o= bl <2

Observemos que 3- D{ € O (T14ﬁ) sendo que, € C*(Tyy /) e D{ é um vetor constante.
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Feita essa observacdo, usando estimativa ABP 2.3.13 garantimos que

||hHL°°(B1"3ﬁ) < ’|U|’Lw(aBl+3ﬁ\T13ﬁ) + C_*U|g||Loo(Tl3ﬁ) + |D€|||B||L°°(T14ﬁ) +

Tl gy )
< O, Wl qryy oy ety o Nolloragr,, o)

= C

Usando esta estimativa em conjunto com a condi¢ao estrutural (A4) temos que

Blloss e,y < CCLT) = Ax (,Bl5) N ((Q17" % (0,1)) +0) = 0

para alguma constante N = N(Cy, 5’) > 1. Estendamos b B, (continuamente) fora de BE o
tal que h = v forade B, e [|v = bl[re(o) = [lv - hHL‘”(BEﬁ)' Dessa forma,
lo = Bllzec@) < C(C1, C)

e

~(C(C1,C) + [2?) < h(z) <T(C,C) + |2 in Q\ By, ..
Portanto, existe constante My = My (Cy, @) > N > 1 satisfazendo

Ay (5, ) N ((Q77" % (0,1)) + o) = 0.
Com tal escolha e pela relagdo complementar entre Ay, (b, 2) e Gy, (b, €2) temos
(Q77" x (0,1) + o) C Gy (h, ). (44)

Definamos agora a funcdo
1
w(z) =: 2_Ce(v —b)(z).

Note que w satisfaz as hipotese da Proposi¢cdo 3.2.1 e assim podemos obter para ¢ > 1
| A (w, Q) N ((Q?_l x (0,1)) + xo) | < Ct™".
Usando que Aoy, (u) C Ang, (w) U Ay, (h) € (44) garantimos que
|Ganio (v — 5, 2) N ((Q7" x (0,1)) +20) | > 1—Ce™.
Por fim, concluimos que

|Gonge (0, 2) N ((QF % (0,1)) + ) | =1 —Ce™,
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A demonstragdo € finalizada escolhendo ¢ < 1 e pondo M = 2M,,. ]
Com a Proposicao 3.2.2 podemos fazer o processo interativo entre a medida dos
conjuntos A; no seguinte

Lema 3.2.3 Dado ¢, € (0,1), seja u uma solugdo de viscosidade normalizada para

FT(D2U,ZE) = f([[') em BT4\/57
B-Du+~yu = g sobre Ty /5.

Assuma as hipdteses estruturais (A1) — (A4) verdadeiras e estenda f por zero fora de B, v €

assumamos que
ma {7, | Lo, } < e

para algum € > 0 dependendo apenas de n, €y, A\, \, o e a.. Para cada k € N defina

A = fle*‘1 (uaBI:l\/ﬁ) N (Q?_l X (Oa ]-))

B = (AMk(u,B;ﬁ) N (@ % (0, 1))) U{z el x (0, 1);m(f") > (CoMb)"}
onde M = M(n, Cy) > 1. Entdo,
|A| < eo(n, e, A, A)|B.

Demonstracao: A ideia para provar esse lema € essencialmente usar o Teorema da decomposi¢ao
de Calderén-Zygumund para cubos 2.1.19. Observe que A C B C (Q77' x (0,1)) e da
Proposi¢do 3.2.2 concluimos que |A| < § < 1 para a escolha de § = ¢;. Portanto, resta-nos

verificar a seguinte condi¢do para aplicar o Teorema 2.1.19: Para cubos diddicos Q

ANQ| >¢l|Q = QcCB.

Para este fim, assuma que para algum i > 1, Q = (Q”{l x (0, %)) + 20 é um cubo diddico
2'L

21

com cubo predecessor Q = (Q”_ll X (O, 2%)) + Zo. Assumamos que Q satisfaz
i—1

|"4m Ql = |AMk+1(u7 Biz\/g) N Q| > €0|Q|’ (45)

contudo a inclusao Q C B nio ocorre. Neste caso, existe x; € Q \ B, ou seja,
71 € QNGye(u,BY, 7) e m(f")(z1) < (CoM¥)". (46)

Na sequéncia, devemos dividir a andlise em dois casos:
Caso 1: |zo — (z(,0)] < 525v/n.
Neste caso, definindo T(y) =: (z(,0) + gy e @ : Q — R, onde @ = T-'(Q), pondo
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u(y) =: l%/[—Qku(T(y)) Neste cendrio, observemos que Q C (Q7~' x (0,1)) implica que

BL Jn /2¢($67 0) C BL N Além disso, notemos que € solugdo de viscosidade de

F.(D%*i,y) = f(z) em BL\/@
{B Du+~vyu = g sobre T4, /m,
onde )
F(X,qry) = &F MTkX,T(y)),
fly) = HF(T)),
Bly) = B(T(y)),
y) = 37(T(y)),
\ 9y) = w9(T(y))

Agora, notemos que F* cumpre também estimativas C'*! com a mesma constante de F'*.

Além disso, de (46) obtemos que

- 21 . .
1t o) = 3 /Q |f(x)|"dz | < 2"Cy;
YR (2

Como consequéncia dessa ultima estimativa, || f

n(B+ < € para Cy suficientemente
LB, )
pequeno em (46). Novamente por (46) concluimos ainda que

G (a, T (BY, ) N (Q572 x (0,2) +2' (& — (27,0))) # 0.

Ademais, |zg — Zo| < 554/n implica [2/(Zg — (2(,0))] < 9y/n. Consequentemente,

acabamos de garantir as hipoteses da Proposi¢do 3.2.2. Portanto, segue que
|GM(a,T‘1(Bf4ﬁ)) N ((QF " % (0,1)) + 2" (z0 — (24,0))) | > 1 — €.

Assim,
‘GMkﬂ(u;BL\/ﬁ) NQl > (1-¢)|Ql,

que contradiz a desigualdade em (45).
Caso 2: Se |zy — (2(,0)] > 55/n.
Neste ultimo caso, temos imediatamente que B i (:E() + 21%6”) C B; N onde ¢, € 0
20—

n-ésimo vetor da base candnica de R". Como no primeiro caso, definimos a seguinte
transformagdo T(y) =: (2o + z=7€n) + 5:y. Neste caso, basta proceder analogamente
ao Caso 1 para finalizar a prova e aplicarmos [46, Lema 5.2] em vez da Proposi¢do 3.2.2
obtemos novamente contradi¢ao com (45).

Com a anélise dos dois casos acima, temos uma contradi¢do. Isso completa a prova do lema. m

Com as ferramentas desenvolvidas até aqui podemos comecar o estudo da equacao
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governada por operadores sem a dependéncia dos termos que envolvem a “funcdo”e o “gradi-
ente”. O nosso primeiro resultado de regularidade nessa linha € a seguinte

Proposi¢io 3.2.4 Seja u uma C°-solugdo de viscosidade normalizada de
F(D*u,x) = f(z) em By, 47
B-Du+~vyu = g sobre Ty,

onde (3,7,g € CY*(T,) e B satisfaz a condi¢do de bordo obliquo com constante positiva 1,
vy <0ef € LPBf)NCYBY), paran < p < oo. Além disso, assuma que as condig¢es
estruturais (Al )-(A4) ocorrem. Entdo, D*u € LP (BJ{) e

2

+
Bl
2

D%, ) < © (el zmepy + 1 lnep) + 9l )

onde C = C(n, A\, A, po, p, [| 8]l o107y |7l 01,077y @5 70) > 0.

Demonstracao: Fixemos inicialmente z € By /o N{z, > 0}. Entdo, temos duas possibilidades,
1—|mo|

14y/n

a saber, xg € T% ouzxy € Bj Se xy € T%, entdo escolhamos r € Rtal que 0 < r < e
2

definamos a seguinte constante

er
K =

: -1 -1 N
er ||U||Loo(131+4rﬁ(xo)) + ||f||Ln(Bl+4rﬁ(xO)) ter ”gHCl»a(TMTﬁ(wo))

onde a constante ¢ = €(n, €, A, A, p, pio, @, || B]| ¢1.0 7)) € como na Proposi¢do 3.2.2 para uma

constante ¢; € (0, 1) a ser escolhida mais adiante. Definida tal constante x, podemos definir a

fungdo u(y) = Hu(wo +ry),x € Bt}\/ﬁ U T14,7- Ento, ndo € dificil verificar que @ é uma
C"-solugdo de viscosidade para
{ F(D*i,y) = f(z) em B .,
p-Di+yu = g(x) sobre Ty .
onde
( F(X,y) = kF (%X,Ty%—xo)
fly) = wf(zo+ry)
Bly) = Blzo+ry)
) = ry(zo+ry)
[ 9y = fg(xo+ry).

Observemos que F cumpre as condicoes (A1)-(A4). Além disso,

~ K ~
||f||L"<BT4ﬁ> = ;“fHLn(B;Lr\/E(mO)) S € ¢ ||6||Cl,a(m) S 1 (48)

e assim as hipdteses do Lema 3.2.3 ocorrem. Agora, consideremos M > 0 e Cy > 0 como no
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Lema 3.2.3 e escolhamos ¢, = Assim, definindo para cada k£ > 0

: 2MP
a = ’AMk u B14f) (Q1 7" x (0,1))’
B = Hm € (Qr 1 x (0,1)); m(f")(x) > (COMk)nH
temos que a tese do Lema 3.2.3 garante que o1 < €y (g + (%) e indutivamente temos ainda
que
ap <eg+ Y e i (49)

Por outro lado, como f € LP(BY) segue por (48) que f € LP(BT

" 14y/n
Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener 2.1.14, m(f") € L= (B;“4 \/ﬁ) com estimativa

). Agora aplicando o

Iy < CODI g < COLPITG g ) < Clnpie),

14v/n 14/n

em que usamos (48) na dltima desigualdade. Portanto, como m(f") € L= (BY

0 \/ﬁ) temos pela

Proposicao 2.1.11 que
> MBS, < C(n, p). (50)

k=1

Dai, pela escolha de ¢, (49) e (50) garantem que
> M <)y 27F 4 <Z Mpk5k> : (Z Mpke§> < C(n, p). (51)
k=1 k=1 k=0 k=1

Sob outra perspectiva, notemos que a inclusao B+ C BY, - fornece

14y/n

Nesse ponto, como BT € Q71 x(0, 1), tem-se Ay (i, BT) C Ay (i, 14f) (Q17" x (0,1)).

Usando esse fato juntamente com a desigualdade

A@(a,Bj/Q)(Mk) < [Amn (@, BIL/Q)| VE e N,

obtemos de (51)
pk pk
ZM Mo B, ; ax < C(n, p). (52)
Portanto, aplicado a Proposicao 2.1.11 e (52), segue que O(a, BT/Q) S (Bf/z). Dai, pela
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Proposi¢do 2.1.8 HD%)HLP (BJ{

) < C(n, p, M) e consequentemente,
2

2
D%l ) < OO A D) (Wl + L iy + olonecrp )

Por fim, se xy € B1+/2’ podemos aplicar o resultado de estimativas interiores (confira [46, Teo-

rema 6.1], veja também [51]) e obter também que para um 7 suficientemente pequeno

O) < C(n, A\ A, p, ) (”U”Loo(]sj) + o) + ||9||Clﬁa(T71)) :

2
1D UIILP(BW)

2

Agora, tomando 7’ = min{r, 7} podemos cobrir a semi-bola B com uma cobertura finita por
bolas e semi-bolas do tipos acima de raio 7’ e com as estimatfvas para cada uma delas e dai
segue a proposicao. n

A ideia agora é melhorar a Proposi¢do 3.2.4 para operadores com a dependéncia
dos termos D?u, Du, u e x.

Proposi¢io 3.2.5 (Estimativas W'?) Seja u uma C°-solugdo de viscosidade para

{F(D2u,Du,u,x) = f(z) em B, (53)

B-Du+~vyu = g sobre Ty,

onde f € LP(BY)NC°(BY) (n < p < ), B,7,9 € C**(Ty). Assuma ainda a condigdo

estrutural (Al). Entdo, existe constante £y = £o(n, \, A, po, p, @) > 0 tal que se

]{ . )\Ilp(x,y)pdx < &P, Yy € Bf,Vr € (0,70),
B1 y,r

para alguma constante o > 0, entdo u € C¢ (BI) com0 < & <1— 2 com estimativa
2

lull, . () < Clllull poe sy + Il osyy + Nl9lloracm)s
%
onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A\, p, 1o, o, 0, &, | BHCW(Ti) e
”7“01«1(?1)-
Demonstracao: Segue na mesma linha do Teorema 4.4 de [8] com minimas alterac¢des. [

Corolario 3.2.6 Seja u uma C°-solucdo e viscosidade para

F(D?*u, Du,u,z) = f(x) em By,
B-Du+~yu = g sobre Ty,

onde f € LP(BY) (paran < p < o0), 8,7,9 € C*(T}) com 3 cumprindo a condi¢do de
bordo obliquo para algum 11y > 0 e v < 0. Além disso, assuma que as condigoes (Al)-(A4) sd@o
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satisfeitas. Entdo, u € W2p (BI) com estimativa
2

1 ) < O (el oty + 1 oy + Igllonacrs) )

2

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n, \, A\, p, o, o, o, &, ﬁHCLQ(Tfl),
H’YHCL&(T*I) e ro.
Prova: Observemos inicialmente que u também € solucao de viscosidade de
F(D*u,z) = f(z) em B,
B-Du+~yu = g sobre T}.
onde F(X,z) =: F(X,0,0,z) e f é uma fungdo satisfazendo
£ < ol Dul + €Jul + | f].
Portanto, podemos aplicar a Proposi¢do 3.2.4 para concluir que D?u € LP (BI) e
2
D%,y < C- (el ooty + 1 lncopy + lgllenars) ) (54)
2

Por outro lado, pela Proposi¢io 3.2.5 concluimos que u € W1?(B}) com estimativa
2

lellwinesy < € (lull ey + 1 fllo@i)- (55)

Por fim, combinando as estimativas (54) e (55) finalizamos a prova do corolério. |
Agora estenderemos o Coroldario 3.2.6 para LP-solugdes de viscosidade via argumentos de den-
sidade e estabilidade de tais solucodes de viscosidade. Esse € o contetdo da préxima proposicao.

Proposicao 3.2.7 Seja uw uma LP—solugdo de viscosidade de

F(D*u, Du,u,z) = f(z) em B,
B-Du+~vyu = g sobre Ty,

onde 3,7,g € CY%(Ty) e f € LP(BY), paran < p < oo. Além disso, assuma as condicdes es-
truturais (A4) e (SC). Entdo, existem constantes positivas o = Bo(n, X\, A, p), ro = ro(n, \, A, p)
e C=Cn, A\ A, p, o, 0,0, || Bll o mpys 1Vl ore ), 7o) > 0, tais que se

(]{ﬂ( )wFﬁ(l}ﬂ?o)pdx) <
B1 To,r
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para quaisquer xo € B er € (0,ry), Entdo, u € W?? (BI) e
2

Il o) < € (Il ety + 1 ooy + Nolnecrn)
3
Prova: Como em [57, Theorem 4.3] é suficiente provar o resultado sem a dependéncia de Du
e u na equacdo. Para o desejado notemos que podemos aproximar f em LP por uma sequéncia
de fungdes f; € C° (BY) N LP(BY) tais que f; — fin LP(BY). Também podemos aproximar
g por uma sequéncia (g;) in Ct*(Ty) tal que g; — g in CH*(T;). Pelo Teorema 2.3.20, existe
sequéncia de fungdes u; € C° (B_f), onde cada u; € solucdo de viscosidade para

F(D?uj,x) = fj(z) em By,
B - Duj +yu,

u;(z)

J; sobre T,
u(r) em OB\ T.

Portanto, as hipdteses da Proposicao 3.2.4 sdo satisfeitas. Logo,
195y ) < C (sl ey + 13 ooy + Ngsllcnacn ) -
2

para uma constante universal C > 0 que independe de j. Além disso, por argumento de cober-
tura padrdo, u; € W7

27 1 L . . .
44 p(B;;) para p € (0,1). Mais uma vez pela Estimativa ABP 2.3.13 obtemos que

(BY). Da Estimativa ABP 2.3.13, (u;)jen € uniformemente limitada em

o = il ) < CO0 M A 1)L = Sl + 1195 = gkllonecrn)

Portanto, u; — s in  CO(BT). Além disso, uma vez que, (u;);ey é limitada em 1727 (B—D

obtemos que u; — Uy, em W2P (BI) Portanto,
2

il () < € (Il sy + lllrers)

Por fim, pelo Lema Estabilidade 2.3.21 asseguramos que ., € uma LP-solucdo de viscosidade
para
F(D*uy,x) = f(z) em B,
f - Dus + Yus = g(x) sobre T
Uso(z) = u(r) em OB \T;.

Agora observemos que w =: Uy, — u satisfaz no sentido da viscosidade
A
we S(2,A0) em B,

B-Dw+~yw=0 sobre T,
w=0 em OB} \T;.
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Pela Estimativa ABP 2.3.13 concluimos que w = 0 em B_IL \ T e, por continuidade, w = 0 em

B_f o que finaliza a prova. ]
Finalmente provaremos o Teorema 3.0.5.

Demonstracio do Teorema 3.0.5: Fixemos inicialmente o € 9. Como 92 € C** sabemos

que podemos tomar uma vizinhanga de ¢, a qual denotaremos por V() e um difeomorfismo

de classe C*® @ : V(zy) — B1(0) tal que ®(x9) = 0e ®(Q2NV(xg)) = Bf. Agora, definamos

para p € W*P(B), p = ¢ o ® € W?P(V(x,)). Portanto, obtemos que

Dy = (Dgo®)D® e D?*p=Dd - (D*Go®) DD+ ((Dpo®)I;P)i<ij<n-

Consequentemente, definindo @ =: u o ®~! € C°(B]) podemos notar que @ é uma LP-solugio

de viscosidade para

F(D*i,Di,i,y) = f(x) em B,
B-Di+7i = § sobre T.

onde para y = ®~!(z) temos definidos

(( F(D*¢,D¢,u,x) = F(D®(y)D*¢Dd(y) + DED*®(y), DED(y), i, y)
f(z) fod ()
B(x) =: (Bo®1) - (DPod 1)
J(x) = (yod ') (DPodt)

\ glz) = god!

Além disso, percebemos que F'(X,<,7,y) = F (D®'(y) - X - DO (y) + ¢D*®, DD (y),n,y) é

um operador uniformemente eliptico com constantes de elipticidade A\C(®), AC(®P) e
FY(X,5,n,2) = F*(D®'(y) - X - DO(y) + <D’®(y),sDD(y),n,y) , onde y = &~ (x).

Dai segue que ¢z (z,20) < C(P)ypi(z,x9) e isso garante que estamos nas hipdteses da

Proposicdo 3.2.7 e assim obtemos que @ € W?? (BI) com estimativa
2

1 o) < € (st + 1y + Wil
2

Por fim, pela arbitrariedade do ponto xy € 0 e este por sua vez ser compacto, podemos tomar
uma quantidade finita de vizinhangas V,, - - - , V., de tal maneira que formemos uma cobertura
aberta para 0f) onde em cada um desses abertos satisfaca a condi¢io acima de estimativas W27,
Por outro lado, também podemos cobrir 2 por uma quantidade finita de abertos que garanta
estimativas interiores W2? por exemplo, usando Teorema 6.1 de [46]. Usando essas coberturas

finitas e reescalonando essas estimativas temos o desejado. Isso finaliza a prova do Teorema
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3.0.5. [
Observacio 3.2.8 Vale ressaltar que as estimativas W?? do Teorema 3.0.5 dependem ndo ape-
nas de constantes universais, mas também do "mddulo de convergéncia’de F. — F ‘. Em

termos mais precisos, definindo s : (0, 00) — (0, 00) da seguinte forma

() |7‘F (17X,0,0,7) — Fﬁ(X,0,0,x)| <

g)=: su €y,

¢ Kesmtn) 1+ X =
T€(0,79)

entdo a constante C > () que aparece na estimativa W*? a priori até o bordo do Teorema 3.0.5

também depende de s.
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4 ESTIMATIVAS DE LORENTZ-SOBOLEV COM PESO

Neste capitulo continuaremos estudando o problema apresentado no capitulo ante-

rior, a saber,

(56)

{F(Dgu(x),Du(:c),u(:c),x) = f(z) em Q
B(x) - Du(z) + y(x)u(z) = g(xr) sobre 0,

sob a dtica da teoria de regularidade no contexto dos espacos de Lorentz com peso. Apds isso,
exibiremos algumas variagdes de tais estimativas em outros contextos.
Aqui usaremos algumas ideias esbocadas anteriormente com algumas alteracdes.

Inicialmente necessitaremos da seguinte condi¢do estrutural:

(A2)" O termo fonte f satisfaz f € LP%(§2) para (p,q) € (n,00) x (0, 00]. Além disso, 7, g €
C(0Q) comy < 0e 8 € CH*(99; R") para algum « € (0,1).
Como no capitulo 3, estudaremos a regularidade de C°-solugdes de viscosidade de
(56) sem a dependéncia dos termos Du e u. Isso é o contetido da seguinte proposi¢ao.
Proposi¢io 4.0.1 Considere (p,q) € (n,00) x (0,00], f € LP4(BT) N C%BY) e w um peso

na classe Av. Seja u uma C°-solucdo de viscosidade normalizada de

F(D?*u,z) = f(z) em B,
B-Du+~yu = g(x) sobre T;.

Assuma as hipéteses (Al), (A2’), (A3) e (A4) sdo vdlidas. Entdo, D*u € LP4 <BI) e
2
||D2U||LE,Q<BT) <C- <||U||Loo(Bl+) + ||f||L5’q(B]L) + ||9||01,a(Tﬁ)> )
2

onde C = C(”? )‘7A7p7 g, [W]%, |’6HC’170‘(T1)7 HVHCI’O‘(Tl)a a, To, 907 /’LO) > 0.

1—|zo|
TZyn © definamos

Prova: Fixemos z, € BI U T%. Se xg € T%, escolhamos 0 < r <
2

er
y O, wle, p)|| fllza

K =

e Hull o p +ertglleracr,, m@o)

+ +
147\/ﬁ(x0 147\/ﬁ(x0))

onde a constante € = €(n, €9, A\, A, p, f10, @, || B]| o1.0(77)) acima € da Proposi¢@o 3.2.2 para uma
constante €, € (0, 1) a ser escolhida mais adiante e C'(n, [w]z,p) > 0 é a constante do Lema de

mergulho 2.2.10. Agora partindo de r e K podemos definir a funcio auxiliar
~ _. K B+
U(y> - T_Qu(xo + ry)v y e 14y/n U T14\/ﬁ'

Observemos inicialmente que @ € C°(BY, ~UT\4,5) devido a continuidade de v em By UT}.
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Também notemos que @ é uma C%-solucdo de viscosidade normalizada de

14y/n

F(D*i,z) = f(z) em BT
B-Di+7u = g(z) sobre Tiy /.

onde
((F(X,y) = rkF(:X, 20+ ry)
fly) = rf(zo+ry)
Bly) = Blzo+ry)
() = ry(xo + 1Y)
9(y) = Lg(xo+ry)
w(y) = w(wo+rYy).

\

Assim, F cumpre as condicdes (A1), (A2’), (A3), (A4) e ainda temos @ € A» (uma vez que,
w € A%). Além disso, o Lema 2.2.10 garante que

Fllngoy_y = Ol p)flgagmy y <e 57

1
Escolhamos ¢, > 0 tal que ¢y = (Z_?) ‘e (0,1), onde ¢; e 6 sao as constantes do Lema 2.2.9.
Agora, para k > 0 definimos
AP =0 Aye(a,BY, ) N (Q17 < (0,1))
BF — {x € (9 x (0,1)); M(f")(z) > (COMk)”} .

1

Portanto, pelo Lema 3.2.3 implica que |A*!| < (6—0> ’|AF U B¥| e consequentemente pelo

Cc1

dobramento forte (item (c) do Lema 2.2.9)

3 AkR+1 0 ) ) ) )
W(Ak+1) S C1 (W) W(Ak U Bk) S Eow(Ak U Bk) S 60W(Ak) + 60W(Bk).
Consequentemente,
. k-1
w(AP) < eg@(Ao) + ) e@(B*) (58)
i=1
Por outro lado, pelo Lema 2.2.13 obtemos que
fn P g < fn P g
MU, 28 ety S P28 gnr oy <

uma vez que, f € LP9(B]). Portanto, usando (58) juntamente com o Lema de caracterizagdo
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dos espagos de Lorentz com peso 2.2.12 obtemos que

iMq%(A’“)Z < C(n,p,q) (i(M%O (Ag)r +ZWZ ot (B )
k=1 k=1

donde

IN

iqu (A¥) c(i(qug)mZ( ’f‘lx((),l))—i—f:-

(qug)iMq(k—i)a)% (Bk—z))
k=1

A
a
NE
<

)" <w< U (0,)+ Y MW@(BZ‘)Z) < Cln,p, g, []2),

para ¢, suficientemente pequeno tal que M qeg < 1. Tal estimativa juntamente com o Lema
2.2.12 garante que O(a, B+) € qu(B+) donde pelo Lema 2.2.11, || D%il| » (s < C, para

alguma constante positiva C que depende apenasde n, \, A, p, ¢, [w]z, [|B|lcre(ry), [Vllcrecry),

Lo, To € By (constantes da condicdo (A3)). Reescalonando para u, obtemos

ID*ull Lyt (@oy) < CUllll ey + 11l zamt) + Ngllcracry),
1 1

wh-‘—

onde C' > 0 depende apenas de n, A\, A, p, ¢, [w]z, ||B]|cracry). 7]l cre(r)s to, 70, G0 € 7.
Por outro lado, se zg € B1+/2’ procedendo de maneira andloga as estimativas interio-
res em [46] com minimas alteracdes para o contexto dos espacos de Lorentz-Sobolev com peso

para obtermos 7 suficientemente pequeno tal que

ID*ullize, @oy < Cllullzmsp) + 1 llpamyy + llgllorac).

Finalmente, combinando as estimativas interiores € no bordo, obtemos o resultado desejado
via argumento de cobertura padrdo. Isso finaliza a prova no caso ¢ € (0,00). Para o caso
q = oo segue as mesmas linhas da prova acima fazendo as minimas alteracdes devidas como
por exemplo o uso do caso ¢ = oo no Lema 2.2.12. Isso encerra a prova da proposicao. ]

Com essa proposicao em maos, podemos encontrar estimativas de Lorentz-Sobolev
com peso para C-solu¢des de viscosidade para o problema (53) devido ao seguinte resultado.
Proposi¢io 4.0.2 Seja u uma C°-solugdo de viscosidade normalizada de (53). Assuma que
f e LPIBY) ((p,q) € (n,+0) x (0,4+00)), w € Az, B,7,9 € CY(T,) e que as condigies
(Al), (A2)’, (A3) e (A4) ocorrem. Entdo, u € W?LP1 (B;) com estimativa

]

W2L5’q<BT) <C- <||U||LOO(B1+) + ||f||Lg’q(Bl+) + ||g||Clv‘1(T1)> .

2

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n, \, A\, &, o, p, q, [w]e,

H'Y”cl,a(Tﬁ), a, T, Oy € flo.

)
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Prova: Notemos que u« também € uma solucdo de viscosidade para

F(Duz) = f(z) em Bf.
B-Du+~u = g(xr) sobre T;.

onde F(X,z) =: F(X,0,0,z) e f é uma funcio satisfazendo
|1 < ol Dul + €lul + 1]

Portanto, podemos usar a Proposi¢cdo 4.0.1 para concluir que

||D2U||Lg,q(BJ{) <C- <||U||Loo(Bl+) + 1l ety + ||9||017a(T1)> : (59)
2

Agora, similarmente a [61, Lema 3.2] para obtermos a estimativa do gradiente,
[1Dullpagsty < C - (lull oy + [l zaer) + lgllorecr)- (60)
2

Por fim, combinando as estimativas (59), (60) e usando o fato que u € L7%(BY) com estimativa
HUHLS;‘?(B? < Cllull o (p+) completamos a prova do desejado. i ]
Agora, usando as ideias vistas no capitulo 3 podemos estender a Proposi¢ao 4.0.2
para LP-solucdes de viscosidade.
Corolario 4.0.3 Considere v uma LP-solugdo de viscosidade normalizada para (53), onde
B,7,9 € CY(T1) com B -v > pg para algum pg > 0, v < 0, f € LBY(BY), para (p,q) €
(n,00) x (0,00], w € Az com condigdo p € [n,p). Além disso, assuma que F* cumpre (A4)
e I’ cumpre a condi¢do (SC). Entdo, existem constantes positivas 5y = [o(n, A\, A, p, q,p),

o = TO(na )‘)Aap7 Q7]5) eC= C(”a )‘a A7§7 g,p, Q7]57 [W]%, 907 HB”CLO‘(Tl)a ||’7||Clvo‘(T1)7TO) > O;

tais que se
1
][ Yps(z,20)Pdz | < 1o
(BY)(z0,7)

para qualquer xo € By er € (0,79), entdo u € W?LP4 (BI) e
2

[l

2

wirze(oy) 5 C (el oy + 171 sy + gllonery ) -
Prova: A prova desse resultado € de maneira inteiramente andloga a prova de Coroldrio 3.2.7
com minimas alteragdes trocando os espagos variacionais e os resultados com respeito aos

espacos LP’s pelos resultado respectivos com respeito aos espacos de Lorentz com peso. ]

Observacao 4.0.4 Observemos que temos uma diferenca siitil na relacdo do tipo de solugdo de

viscosidade do Coroldrio 4.0.3 com o termo fonte f quando comparamos com o Coroldrio 3.2.7.
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Isso evidéncia que a natureza dos resultados nesse capitulo ndo se tratam de uma generalizagcdo
dos resultados obtidos de natureza semelhante do capitulo anterior, mas sim um conjunto de
resultados distintos sobre o mesmo problema (56).

Agora estamos aptos a enunciar e provar o principal resultado desse capitulo que é o uma versao
Teorema 4.0.5 (Estimativa de Lorentz-Sobolev com peso) Seja 2 C R™"(n > 2) um dominio
limitado com 9Q) € C** (a € (0,1)) ew € A% um peso. Assuma as condigdes estruturais
(Al), (A2)’, (A3) e (A4) sdo vdlidas e que u é uma LP-solucdo de viscosidade de (56) com
p € [n,p). Entdo, u € W2LP1(Q) com estimativa

lullwzrzag) < C- ([ulle@ + 1 fllzzo@) + lgllere@n) (61)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A\, & o, p, q, P, [w]g, 1405

18]lcran) |7]lcra@a) e |08 c2.a.
Demonstracao: Como no Teorema 3.0.5 somos motivados pelo argumento classico de cober-

tura (cf. [57] e [60]) e analogamente a este Teorema citado para cada zy € 9%, by 9Q € C%2
existe uma vizinhanga de ¢, que iremos denotar por V() e um difeomorfismo de classe C*2,
® : V(zg) — B1(0) tal que D(z9) =0 e P(QNV(xg)) = Bf. Definindo &t =: uo ! €
C°(B;) vemos que @ é uma LP-solugio de viscosidade para

F(D*i,Di,i,y) = f(x) em B,
B-Di+4i = g§(zr) sobre T;.

onde para y = ®~!(z) temos que

;

F(X,s,n,y) = F(D®(y)-X-DP(y)+sD*®,cDP(y),n,y)
) = fod(x)
4 B) = (Bod ) (DBod )
Ha) =t (yodh)- (DD oLy
§x) = god
O(r) = wod ().

\

Ademais, notemos que F também ¢ uniformemente eliptico com constantes de elipticidade
AC(®), AC(®P). Portanto,

FYX,s,n,x) = F* (D' (® ! (2)) - X - DO(®7'(x)) + < D*®(® 7 (2)),sDD(y),n, @ (2)) .

Dai pela definigdo de F* segue que 1z (2, 70) < C(®)¢p:(x, 70), logo estamos sob as hipoteses
do Coroldrio 4.0.3. Dai, & € W?LL?(BY ) e vale a seguinte estimativa

||U||W2L5"Z(Bl+/2) < Ollull poory + 1 fll paey + N9l creerm)-
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Agora utilizando o mesmo de cobertura descrito no final do Teorema 3.0.5 podemos concluir

que @ € W2L21(Q) sendo que ainda temos a estimativa

ullwerza) < Clllullze@) + [ fllzra@) + lgllcra@n)- (62)

O que finaliza a prova do Teorema. ]
Podemos refinar as estimativa (61) obtida no Teorema 4.0.5, contudo, é necessario

que os dados de bordo sejam mais regulares para isso. Tal resultado é dado pelo seguinte

teorema:

Teorema 4.0.6 Seja Q@ C R™ (n > 2) um dominio limitado com 9 € C** (a € (0,1)) e

w E A% um peso. Assuma as condigoes estruturais (Al), (A2)’, (A3) e (A4) sdo vdlidas, sendo

B,y € C*(0R) e que u é uma LP-solucéo de viscosidade de (56) com p € [n,p). Entdo,

u € W2LP4(Q) com estimativa

lullwarzo@y < C- (1flzze@) + l19llcraon) (63)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, A\, A\, &, o, p, q, D, [w]%, 4o,
1Bllere@n) 7llereon) € (09| c2e.

Demonstra¢io: Realmente, pelo mergulho natural C?(9)) em C*(9Q) (pela Proposi¢do
2.2.44), estamos nas hipéteses do Teorema 4.0.5 e assim u € W2LP4(Q). Logo, para demons-
trar o desejado, resta-nos provar a estimativa (63). Suponhamos por absurdo que a estimativa
seja falsa. Entdo, existem sequéncias de fungdes (u;)jen, (f)jen € (g5)jen tais que u; é LP-

solugdo de viscosidade

F(D%*u;, Duj,uj,x) = fi(z) em Q,
B Duj +~u; = g;(x) sobre 0S,

porém ocorre a estimativa

luillwerze@) > Il o) + [1g5llere o). (64)

Em particular, temos que ||u;||y27p49q) > 0 para todo j € N. A partir dessa observagio,
a menos de normalizagdo podemos supor sem perda de generalidade que ||u;||y2rp9q) = 1.
Consequentemente, por (64) ganhamos que | f;||1z.9) —+ 0 € ||gj||c1.2(90) — 0 quando j tender
a oo.

Por outro lado, pelo Teorema 4.0.5 e as convergéncias acima, a menos de passa-
gem a subsequéncia, temos que u; — ug em W2LP4(Q). Pelo Lema 2.2.10 e o mergulho de
Sobolev também temos que u; — ug em Cl’l_%(ﬁ) quando 7 — oo. Assim, pelo Lema de

estabilidade 2.3.21, ug € solu¢do do seguinte problema com condicdo de derivada obliqua ao
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longo da fronteira

{F(Dzuo,Duo,uo,x) =0 em ©5)

B+ Dug+~yuyg = 0 sobre 0f2.

Agora como o operador B(p, s,z) = [(z) - p + v(z)s é classe C? em p e x, uma vez que,
B, € C?*(09) segue de [39, Teorema 7.19] que o problema (65) admite tnica solugio e como
v = 0 é claramente uma solu¢do desse problema segue que uy = 0. Mas para cada ;7 € N a

estimativa do Teorema 4.0.5 € valida para wuy

[uillwerza@) < Clujllze@ + 1 fillza@) + lgillcreoa)-

Mas pela convergéncia fraca u; — g, podemos concluir que

luollwzrzoey < liminfflu;llwepz0q)

< Cl}gj&f(ﬂujﬂm(m + [ £l @) + gillore@n) = 0,

o0 que € uma contradi¢do, uma vez que, ||u;||y2rp9) = 1 paratodo j € N. Isso encerra a

prova. [
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5 ESTIMATIVAS DE ORLICZ-SOBOLEV COM PESO

Ainda interessados no problema (38), apresentaremos nesse capitulo uma teo-
ria de regularidade desse problema no ambito dos espacos de Orlicz com peso. A estratégia
para obter tal objetivo faz um paralelo ao que foi feito no capitulo anterior nas estimativas de
Lorentz-Sobolev com peso. As ideias aqui apresentadas sao do artigo intitulado "Weighted Or-
licz regularity for fully nonlinear elliptic equations with oblique derivative at the boundary via
asymptotic operators” publicado na revista Journal of Functional Analysis (JFA) e disponivel
no endereco eletronico: https://www.sciencedirect.com/science/article/
abs/pii/sS0022123623004524.

Precisamos das seguintes hipoteses estruturais:
(02)" O termo fonte f satisfaz | f|" € L(Q2) para ® € Ay NV ew € Ajq). Além disso,
7,9 € CH(002) comy < 0e 8 € CH*(9Q; R™) (para algum « € (0, 1)).
(0O5)’( Estimativas C''!-interior ) Assumimos que o problema homogéneo com coeficientes
constantes tem estimativas C’llo’c1 a priori. Mais precisamente, entendemos esse fato com que
solugdo de viscosidade de F*(D%h) = 0 em B, é tal que h € C’l’l(B_%) e

Wllorayy < eallllz=e,)

para uma constante ¢; > 1. Inspirados nas ideias dos capitulos anteriores, estudaremos a
regularidade de C°-solugdes de viscosidade de (56) sem a dependéncia dos termos Du € u.
Para isso, precisamos do seguinte lema de iteragdao

Lema 5.0.1 Dado ¢, € (0,1) e sendo u uma solugdo de viscosidade normalizada para

FT(DQU,Q]) = f(l’) em B1+4\/ﬁ7
B-Du+~vyu = g sobre T4 /5.

Assuma as hipdteses estruturais (Al), (02)', (A3) e (A4) ocorrem e estenda f por zero fora

de BL Jm € assumamos que

max {T, ||fHLn(B14ﬁ)} Se€

para algum € > 0 dependendo apenas de n, ey, \, A, jiy e . Entdo, para k € N definindo

A =t Ay (u,BY, 5N (Q17 % (0,1))

B = (AMk(u,B;ﬁ) N Q! x (0, 1))) U{z e Qi x (0,1);m(f") > (CoMF)"}
onde M = M(n, Cy) > 1. Entdo, para qualquer k > 0,
k-1

w (AF) < egw(A%) + Z eilw(BY).

i=1
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Prova: Realmente, pela hipétese (02)’ temos pelo mergulho do Lema 2.2.38 que f € LP°"(BY)
e por conseguinte, f € L"(B]) (pois, po > 1) e assim faz sentido a hipétese da pequenez da

norma L"(B;) de f, logo estamos nas hipéteses do Lema 3.2.3. Seja ¢y € (0, 1). Dai, podemos

aplicar o Lema 3.2.3 para a constante €y = (Z—‘i) ’ , onde 0 e k; sdo as constantes do Lema 2.2.9,

obtemos a seguinte estimativa
|Ak+1‘ < €~0|Ak UBk|

e consequentemente pelo dobramento duplo (item (c) do Lema 2.2.9)

Ak+1 0
w(AF) < Ky AT w(A¥ U BY) = eqw (A" U BY) < eqw(A*) + eqw(B"),Vk > 0.
|AF U B¥|
Iterando essas estimativas acima obtemos o desejado. |

Com isso podemos enunciar a seguinte proposicao.
Proposi¢do 5.0.2 Sejam ® € Ay NV uma N-fungao, f € LY (Bf)NCOBY) onde w € A

éum peso e Y(t) = ®(t"). Seja u uma C°-solucdo de viscosidade limitada de

F(D*u,2) = f(x) em B,
B-Du+~yu = g sobre Ty,

Assuma as condigdes (A1), (02)', (A3), (A4) e (O5) sdo vdlidas. Entdo, D*u € L} (BI) e
2

w

157l ) = € (Hillory + 1o+ Dollenncrn)
2

onde C = C(n, A\, A, i(®), pa2,w, [| Bl cr.a w7y 1Vl 0107y @5 70, 0o, f10) > 0.

Prova: Inicialmente, observemos que T é uma N-fungdo que satisfaz T € A, N Vs, porque
® cumpre tais condi¢des. Além disso, € interessante observar que as constantes de T para a
condi¢do Ay N V2 sdo as mesmas que para . No entanto, ndo é dificil mostrar que i(Y) =
ni(®) e portanto, A;4y C A;(r) pelo item (a) do Lema 2.2.9. Isso garante, por exemplo, que o
Lema 2.2.38 aplicado a LY depende apenas de n, w € i(®) ainda. Apés esta digressdo, provemos
o desejado.

1—|zo|

Fixemos x¢ € BT U T%. Quando z( € T%, escolhamos 0 < r < Tiym © definamos
2

er

(z0)) + (C,)anHLg(B”'

14r

(e ul e

o T
fon aaop T T gllorary, rwo)

onde a constante € > (0 € do Lema 5.0.1 para a constante ¢, > 0 que serd escolhadia a posteriori
e C’ é a constante do lema de mergulho 2.2.38. Pela escolha do r, podemos definir a seguinte

fungdo auxiliar a(y) =: SHu(xze + 1Y),y € BL\/E. Observe que, @ é uma C%-solugio de
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viscosidade normalizada para

14y/n

F(D*i,z) = f(z) em BT
B-Di+A7u = g(z) sobre Ty,

sendo que,

) = KkF(1X, 20+ ry)
(y) = kf(zo+rY)
(y) = Blwo+ry)
Yy) = ry(zo+ry)
9ly) = Fg(xo+ry)
(y) = w(zo+ry).

\

Portanto, F satisfaz as mesmas condigdes estruturais que ' e claramente @ € A;¢) (uma vez

que, w € Aj(s)). Doravante, pelo Lema 2.2.38 e a Desigualdade de Holder segue que

~ K
= — < e.
‘|fHLn(B1+4ﬁ) r ||f“L”(B'1~_4T\/E C ||fHLT(B+ \/E(CEO)) > €

Portanto, estamos nas hipdteses do Lema 5.0.1 e consequentemente para cada & > 0, sendo

=t Ay (@, BY, )N (Q17" % (0,1))

B — {g; € (Qr 1 % (0,1)) : M(f)(x) > (COMk)"}

obtemos que
k—1
D(AF) < ef@(A%) + ) et (BY). (66)
=1

Por outro lado, a condigdo f € LY (B{) equivale ao fato que |f|* € L2(B], i) € assim pelos
Lemas 2.2.39 e (30),

IN

poa(M(If1") CroallfI") = C/B O (5" f ()I") w(y)dy

rn +
14r\/ﬁ(m0)

C C
~ — = np2 p2
o (H( " H J(@0)) + 1) rn <H HfHLZ(BfMﬁ(Io)) + 1)

Tgn((er)”p2 +1) <C,

IN

IN
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dai temos que M(|f|") € L2(BY, \F) e com a seguinte estimativa
IMAF Nz, ) <€ (67)

Portanto, por & € A,, existe uma constante Ky = Ko(M") > 0 tal que , §(M"t) < Ko®(t) para
todo ¢t > 0. Consequentemente, pela iteracdo acima segue que para todo k£ € N as seguintes
desigualdades ocorrem: ®(M*") < KE®(1) e &(MF?) < KE~'®(M™), paratodo 1 < i < k—1.
Desta forma, usando (66) e (67), tem-se

o0

S orMFpAr) = ) oo AY)
k=1 k=1

00 0o k—1
< D CO(DKEED(AY) + ) M) Y e
k=1 k=1 =1
o) oo k—1
< D(w(Q7 x (0,1)) Y (Koe)* + > ) (M™)(Koe) (B
k=1

k=1 i=1

— i (Koeo)* < O(Q7 ! % (0,1)) +Zq> (M™) (Bl)> < +o0,

=1 =1

para ¢ suficientemente pequeno tal que Kyey < 1. Essa estimativa juntamente com a Proposi¢ao
2.2.41 implica que ©(@, BT) € LY (BT), visto que
2 2

{x € BT : ©(a,BY)(z) > Mk} C Aw(a,B7).

Por conseguinte, o Lema 2.2.40 garante que || D%l rret) < C, para C' constante positiva

=+

dependendo apenas de n, A, A, i(®), w, [|8]|cr.e @) 1V]lcrer)s Hos 7o € fo. Reescalonando u,
temos

1Dl

12 (ngw) < OOty + Iz + o)
2
onde C' > 0 depende apenas de n, A, A, i(P), pa, w, HﬁHCLa(Tj), !\7!\01,a(i), Lo, T, Bo € 7.
Por outro lado, se xy € BI entdo, com condi¢io (O5)" obtemos estimativas interiores por [35,
2

Teorema 2.4] da forma,

HDZUHLT(BT @) < Ol + 1 llx )

Por fim, combinando as estimativas interiores € no bordo, obtemos o resultado desejado por
argumento de cobertura padrao. Isso finaliza a prova. ]
Agora temos estimativas de Orlicz-Sobolev com peso para C%-solucdes de viscosi-

dade do problema (53) pela seguinte proposi¢do
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Proposicio 5.0.3 Seja u C°-solucdo de viscosidade limitada de (53). Assuma as condigdes
estruturais (A1), (02), (A3), (A4) e (O5), f € LY(BY) para T(t) = ®(t") e w € Aja).
Entdo, existe constante C > 0 dependendo apenas n, A\, A\, &, o, py, i(P), w,

1Bllracry
Y]l rry @ 0, G0 € pho, tal que w € W2 (B;) e

Il ) < € (el e gy + 1 368 + 9l ) -
2
Prova: Segue na mesma linha das provas do Corolédrio (3.2.6) e da Proposicao (4.0.2) com
minimas alteracoes. ]
Como nos dois capitulos anteriores via argumentos andlogos de densidade, compa-
cidade, estabilidade e as estimativas obtidas acima na Proposi¢do (5.0.3), podemos estender as
estimativas para LP- solugdes de viscosidade de (53). Por isso omitiremos a prova da préxima
proposicao que traz tal extensao.
Proposicao 5.0.4 Seja v uma LP-solucdo de viscosidade limitada de (53) para p =: pon €
(n,+00), onde B3,7,g9 € CY*(Ty) com B - v > g para algum jio > 0, v < 0, f € LT(BY),
para Y (t) = ®(t") sendo que ® € Ay NV, é uma N-fungdo e w € Ay um peso. Ademais,
suponhamos as hipdteses estruturais (A4) e (05)' para F* e que I cumpre a condigdo (SC).
Entdo, existem constantes positivas By = Bo(n, \, A, po, p2), ro = ro(n, A\, A, pg,p2) e C > 0

Al

que depende apenas de n, \, A, &, o, po, pa, i(P), w, O, CLa(Ty) 7||Cl,a(Tj) e o, tais que

se

][ Vp: (2, m0)Pdr | <y
B, (z0)NBT

para qualquer xy € Bf er € (0,79), entdo u € W27Y (BI) e

2

Il ) < € (el s, + 1 Uzt + Nollonacrs)

2

Com essa Proposi¢do 5.0.4 podemos provar o resultado principal desse capitulo,
cuja demonstracdo € idéntica a dos Teoremas (3.0.5) e (61) e por esse motivo omitiremos sua
demonstracao.

Teorema 5.0.5 (Estimativas de Orlicz-Sobolev com peso) Sejam Q) C R™ (n > 2) dominio
limitado com ) € C*“ (a € (0, 1)). Suponhamos as condicdes estruturais (A1), (02), (A3),
(A4) e (O5)' sdo vdlidas e u seja uma LP-solugdo de viscosidade de (38) onde p = pon para
a constante py > 1 do Lema 2.2.38. Entdo, u € W2Y(Q) onde Y (t) = ®(t"), com a seguinte

estimativa

||UHW3’T(Q) <C- (HUHZW(Q) + {1 flzx @) + llgllcreon)) |

onde C ¢é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A\, & o, po, p2, P, w, Lo,

18]lcraan) |7]lcra@a) e |08 c2.a.
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Fazendo um ajuste nas hipéteses do Teorema 5.0.5 podemos obter estimativas mais
refinadas onde o lado direito das estimativas obtidas acima ndo tenha o termo [|ul|} ). Para
1sso, devemos pagar o preco de melhorar a regularidade de alguns termos de bordo. Isso € o
conteddo do seguinte teorema.

Teorema 5.0.6 Seja Q2 C R™ (n > 2) um dominio limitado com 09 € C** (a € (0,1)).
Assuma as mesmas condicdes estruturais do Teorema 5.0.5 com excegdo que 3,y € C*(0Q) em
vez de pertencerem a C1*(0)) e u seja uma LP-solucdo de viscosidade de (38) onde p = pyn
é tal que py > 1 é a constante do Lema 2.2.38. Entdo, u € W2Y(Q) onde T(t) = ®(t") e vale

a seguinte estimativa

lullywzr gy < C- (Ifllz@ + lgllcreea) . (68)

onde C ¢ uma constante positiva dependendo apenas de n, \, A, & o, po, p2, P, w, Lo,
1Bllcraa)y 17llcre@n) € |02 c2e.

Demonstracao: Segue a mesma linha da demonstragdao do Teorema 4.0.6, com as minimas
alteracoes fazendo alusdo aos espacos funcionais. ]
Observacao 5.0.7 O Teorema 5.0.6 tem sua importdncia para estimativas sob os dados que
temos controle. Mais precisamente, na modelagem de alguns problemas do tipo (38), sob dados

de controle de f e g podemos controlar a solugcdo u apenas por esses dados.
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6 APLICACOES

Neste capitulo, usufruiremos da teoria de regularidade desenvolvida nos capitulos
3, 4 e 5 para apresentarmos algumas aplica¢des relevantes dos resultados obtidos em diversas
areas. Em um primeiro momento, voltaremos a atencao a teoria de problemas de fronteira livre,
mais precisamente, estudaremos o problema de obstaculo com condi¢ao de bordo obliquo. Mu-
dando um pouco a vertente de aplicacdo, trabalharemos com a classe fundamental de solucdes
de EDP’s elipticas garantido densidade dos espagos W?2LP (resp. W2 e W?P) para solugdes de
viscosidade de modelos totalmente nao-lineares com condi¢ao de bordo obliquo. Apds isso, es-
taremos interessados em estudar nossos modelos de EDP’s quando o termo de forca (ou termo
fonte) f estd em um espaco de integrabilidade um pouco mais complicado que o espaco das
fungdes limitadas, mais precisamente, garantiremos estimativas BMO com respeito ao espago
de Orlicz com peso para a Hessiana quando o termo f pertence ao respectivo espago funcional.
Por fim, explanaremos com ajuda das estimativas de Lorentz com peso, estimativas de Morrey
com expoente variavel para um caso particular de modelo que estudamos regularidade global

nos capitulos antecedentes a esse.

6.1 Problema de obstaculo

Neste primeiro momento, gostariamos de destacar que as estimativas globais da
Hessianas também sao tteis no contexto de problemas do tipo obstaculo. Fisicamente, o pro-
blema classico do obstaculo refere-se a posi¢do de equilibrio de uma membrana eldstica (ou
seja, u : €2 — R), cuja fronteira € mantida fixa (ou seja, ujpo = g), situada acima de um
determinado obstaculo e sujeito a acdo de uma forga transversal f : 2 — R. Tal posi¢ao de
equilibrio € a que minimiza a energia potencial envolvida no processo.

Além da agdo realizada pela forca transversal, devemos levar em consideragao outra
componente da energia potencial da membrana: o trabalho necessario para estica-la. Nesse ex-
perimento, a membrana é considerada perfeitamente eldstica, por isso, o trabalho € proporcional
a diferenca de area entre a superficie esticada e a parte que ndo sofreu deformacgdo. A constante
de proporcionalidade € conhecida por tensao, que por simplificacdo assumiremos que ¢ igual a

1. Assim, a energia potencial é dada por

E= /Q (W— 1) dx—l—/u(x)f(x)dx (69)

Q

que fazendo a imposi¢do que o gradiente Du € pequeno e lembrando que /1 +a ~ 1+ %a (Via

expansao de Taylor) obtemos em (69)

o % /Q | Du(z)2dz + /Q w(@) f(@)da. (70)

Via essa expressao da energia potencial, em busca da posicdo de equilibrio, podemos olhar
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a expressdo (70) como um funcional em u e busquemos minimizar no espaco de Sobolev
HY(Q) = W223(Q).
Para isso, se a membrana estiver sobre um obstaculo definido, como gréafico de uma

funcgio o de classe C?% em (2, o problema de minimizacdo é reduzido a minimizar o funcional

J (w) :%/Q|Dw|2dx+/ﬂwfdx,

sob o conjunto K = {w € H'(Q) : w —g € H}(Q) e w > ¢ em Q}, onde as fungdes em K
sdo ditas admissiveis (ou representantes) e H}(Q) € o fecho de C5°(2) em H'(2). Fagamos a
suposicdo que g > o em € para garantir que XC # ().

Seguindo as ideias de [52] e [49], iremos fazer algumas redugdes do problema de
minimizacdo. Suponhamos que o funcional J admita um minimizante w. Entdo, dados 0 <
¢ € CP(Q)ec > 0,afuncdo w = u + ¢ € admissivel e assim pela minimalidade de u com

respeito ao funcional 7, tem-se J (u) < J(w) e assim

0 < J(w)—J(u)
= /|D u+ &9)| dx+/(u+6§)fdx——/ |Du|2dx—/ufdx

1
— M—I—s/Du Dqdz + 5 /|D§|2dx+ﬁ+e/§fdx—
Q
1
1
= 52—/ |D§|2dl‘—|—€</ Du-ngm—i—/gfdm). (71)
2 /o Q Q

Dividindo ambos os membros de (71) e fazendo ¢ — 0T, podemos concluir que
0§/Du-ngx+/qfdx, Vs € C5°(f2), com ¢ > 0. (72)
Q Q

Em outros termos, (72) nos diz que uma solu¢do do problema de obstaculo satisfaz no sentido

fraco
Au < f(z) em Q.

De forma similar a deducdo realizada acima, usando fungdes ¢ € C3°(€2) com suporte no

dominio {u > ¢} que o minimizante deve satisfazer
Au = f(z) em {u> ¢}.

Para mais detalhes, recomendamos aos leitores as referéncias [52] e [49], bem como para mais

deducdes fisicas sobre o problema de obstaculo.
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Assim, o problema de obstaculo pode ser estudado no sentido fraco o seguinte pro-

blema:
Au < f no sentido fracoem £

Au = f nosentido fracoem {u > ¢}
u > ¢ em ()

comu — g € H() no sentido do trago. Alguns conjuntos destacamos sua nomenclatura no
contexto do problema de obstaculo:

v {u = ¢} - Conjunto de contato com o obstaculo;

v {u > ¢} - Conjunto de ndo-contato com o obsticulo;

v' 0{u > ¢} - Fronteira livre.

A abordagem acima € de carater variacional, uma vez que, o cardter de solucdo
€ no sentido distribucional (solucdo fraca). O problema de obstaculo pode também ser es-
tudado no contexto ndo-variacional, via solu¢des no sentido da viscosidade. O de solucoes
nao-variacionais € bem posto para estudar problemas onde o operador que define a EDP ¢é da
forma nao-divergente e/ou modelos nao-lineares ou totalmente ndo-lineares. Nosso interesse
nesta aplicacdo € abordar o problema de obstaculo no contexto ndo-variacional.

Sobre teoria de regularidade para problemas do tipo obsticulo, Lieberman em [38]
sobre estimativas de gradientes para problemas de obstidculos de modelos elipticos (sob estru-
tura convexa/convexa) com condi¢gdes de contorno obliquas.

Também citamos Byun et al. em [11] estudaram estimativas de Calderén-Zygmund

para os seguintes modelos de problemas de obstdculos:

/

a¥(x)Du;; < f(z) em Q
(@9 (x)Duy; — flu—¢) = 0 em )
u(z) o(r) em

B-Du+~yu = g(xr) sobre O

v

F(D?*u,z) < f(z) em Q
(F(D*u,z) — f)lu—¢) = 0 em
u(z) > ¢(xr) em

u(z) = 0 sobre 0f2,

onde a matriz (a”(x)),xn € F sdo (A, A)-elipticos com o fato que F' é um operador convexo.
Tais problemas de obstaculo foram estudados com coeficientes descontinuos e obstaculos irre-
gulares (isto é, ¢ € W2P(Q)).

Um pouco mais tarde, Koike e Tateyama em [30], obtiveram estimativas globais

para LP-solugdes de viscosidade do problema de obstaculos bilateral com ingredientes ilimita-
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dos para obsticulos apenas continuos na seguinte classe de problemas de obstaculos

F(D*u,Du,z) < f(z) em {z€Q:u(z)>px)}
F(D?u, Du,z) > f(x) em {z€Q:u(x)<y(v)}
p(r) <ulr) < ¢(z) em €
u(z) = g(z) sobre 0f,

e também garantiram estimativas Holder para a primeira derivada de solu¢des desse problema
para obstaculos suficientemente regulares.
Recentemente, Byun et al. [10, Teorema 1.1] estabeleceram estimativas W 2? pro-

blema de obstaculo com condi¢des de bordo obliquo

F(D?u, Du,u, ) Q
(F(D?*u, Du,u,z) — f)(u—¢) = 0 em

u(z)
f-Du+~u = g(x) sobre O

|

=

=
o)
=

73
em (73)

\Y
>
&

para um dado obsticulo ¢ € W?P(Q) satisfazendo 3(z) - D¢ + vé > g q.t.p. em OS2, quando
F' & um operador convexoe v = g = 0.

Motivados pelas referéncias acima, investigaremos estimativas W7 e W2 P9 para
o problema de obsticulo (73) sobre condicOes assintdticas mais fracas que convexidade.

Para esse propésito, precisaremos assumir as seguintes hipoteses:

(AS) Existe um médulo de continuidade w : [0, +00) — [0, +00) com w(0) = 0, tal que
F(X17 q,7, 'rl) - F(X27 q,7, x2) S w (|I’1 - I2|) [(|q| + 1) + Oé()|ZL'1 - $2’2j|

para todos x1, 25 € Q, ¢ € R, r € R, o9 > 0 e Xy, Xy € Sym(n) satisfazendo

Id, 0 Xy 0 Id, -Id,
—3ayg < < 3ag ;
0 Id, 0 =X —Id,, 1Id,

onde Id,, € a matriz identidade de ordem n.

(A6) F' € um operador préprio no seguinte sentido:
d- (TQ - 7’1) S F(XaQ7r17x) - F(X’q7 7"2,1'),

para quaisquer X € Sym(n), 1,72 € Rcomr < ry, x € Q, ¢ € R”, e para alguma
constante d > 0.

As condigdes (A5) — (A6) sdo necessdrias para garantir o Principio de Comparagio

para o problema obliquo (45) (veja [16, Teorema 2.10] e [39, Teorema 7.17]), consequente-

mente asseguramos de empregar o Método de Perron para solucdes de viscosidade (veja [39,
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Secoes 7.4 e 7.6]).

Para enunciar o resultado principal no contexto dos espacos de Orlicz-Sobolev com peso, assu-
miremo que nosso obstéaculo obstéculo ¢ € W27 (Q), onde Y (t) = ®(¢") sendo ® a N-fungdo
nas condi¢des do Teorema 5.0.5 satisfazendo 3(x) - D¢ + v¢ > g q.t.p. em OS.

Teorema 6.1.1 (Estimativas 12 para o prolema de obstdculo) Seja u uma LP-solucdo de
viscosidade para o problema de obstdculo (73), onde p = pon, F' satisfaz as condigcoes estrutu-
rais (A1), (02)', (A3), (A4) e (05)', com a condigdo € C*(00Q) e (O1) — (02), I € C?
e € W2Y(Q), onde Y(t) = ®(t") e w € Aye). Entdo, u € W2 (Q) e vale a seguinte
estimativa

HuHW{E’T(Q) <C- (Hf”Lg(Q) + [[llw2r @) + ||9H01,a(aﬂ)) ;

onde C = C(TL, )‘7 A7p07p27 Ko, O, 57 W, Z((I)), ||6||CQ(8Q)7 H’YHCI’“(aQ)a aQ? dlam(Q)J 00)
Demonstracao: A ideia da demonstracdo desse resultado consiste em construir uma familia de

solugdes de viscosidade do seguinte problema penalizado

(74)

F(D?u., Dug,uz,x) = ht(z)V.(u. —¢) + f(x) —h*(z) em
6 : Dua + Yue g sobre (99,

parac € (0,1), onde ¥, (s) é uma fungdo suave ndo-decrescente tal que
U (s)=0 se s<0; V. (s)=1 se s>c¢,

0<U.(s) <1 parqualquer sé€R.

h(z) =: f(z) — F(D*¢, D¢, 6, x).

Essa penalizacdo no termo fonte nos ajudard, sob certas condicoes, que tendo limitacdo da
sequéncia u. que independe de ¢ que tal sequéncia converge para uma fungdo u., que serd a
nossa candidata a solucao de (73) e também goza das estimativas desejadas.

Para o desejado, definamos f,,_(x) =: h*(2)¥_(u. — ¢) + f(z) — h*(z). Observemos que pela
condi¢@o estrutural (A1) temos que

(@)l < [f(2)] + C(nA, A)|D*¢| + 0| Do| + €|9|
< Cn, A A0, (I f(@)] +[D*6(x)] + [ Dé()] +[6(2)]), q.tp. em Q,

donde por desigualdade triangular, garantimos que h € LY () com estimativa
Iz < € (Iflzi + 1élwar,) (75)

onde a constante positiva C depende apenas de n, A, A, 0 e £. Agora estimemos fu Para

cumprir tal objetivo, analisaremos em dois casos sobre a fungdo h':



99

@) (|7 Lz (0) > 0.

Nesse caso, pela desigualdade triangular temos para q.t.p. x em (2,

|fue (@)] < 2/07 (2)] + | f(2)]

e assim pelo fato de || || x () > 0 obtemos que

fu. - 2” ht .
1A+ x ) + 11l x @ LT - 1A Lx o) LI
ol s
1P F ] 2 ) + 1Nl x (o) LY@
< 3.

consequentemente,

I fucllzx) < 3Ufllexy + 1B x )

A

(i) |"][rx (@) = 0.
Neste caso, |||, r(q) = 0 implica que h™ = 0 q.t.p. em Q e daf f,. = f que independe
de Vo.

Portanto, a partir desses dois casos podemos concluir que

Hfus

1z < CUl Az + [¥llwar o)), (76)

onde C > 0 independe de u..Como consequéncia temos que

”qu

v < O AN 0,6) (Il z@ + 18ly2rq)) - W

Agora, afirmamos que o problema (74) admite uma solucao de viscosidade que goza de estima-
tivas a priori. De fato, pelo Método de Perron (confira [39, Teorema 7.19]) segue que para cada
vy € LY () fixada, existe tnica solugdo de viscosidade u. € W2 (Q) satisfazendo no sentido

da viscosidade

F(D*u., Duc, ue,x) = h'(2)Ve(vo — ¢) + f(z) —h¥(z) em Q
B-Du.+vyu. = g sobre 0f2,

cumprindo o Teorema 5.0.5 com estimativas

etz < - (el + I Funllzzio) + lgllcren ) (78)
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para alguma constante C > 0 dependendo apenas de n, A\, A, &, o, po, p2, ®, w, o, o, w,
18llc209)> |72, 0o € diam(€2). Invocando as Estimativas ABP 2.3.13 e o Teorema de

mergulho dos espagos de Orlicz com peso 2.2.38, obtemos em (78)

ez < €+ (ILllzze + llgllorewn ) (79)
Contudo, similar a (77) temos a seguinte estimativa
Veollr@ < €A A0, ) (112w + 19wz ) - (80)
Assim, por (79) e (80) podemos concluir que

Huauij(Q) < Gy,

onde Cy > 0 € uma constante que depende apenas de n, A\, A, pg, o, w, po, p2, P, w,

Bllczo0)
bo, diam(Q2), || fllzz () [l9llcra@0), [|0]ly27 o) € que independente de vy

Nessa linha de raciocinio, definindo o operador 7 : LY (Q2) — W2T(Q) ¢ LI(Q)
dado por T (vy) = u., podemos concluir que 7 aplica Cy-bola (em LY (£2)) sobre si prépria.
Portanto, 7 € um operador compacto. Consequentemente, pelo Teorema do Ponto Fixo de
Schauder (Ver [7, Capitulo 6]), existe u. tal que T (u.) = wu., que é solu¢do de viscosidade
para(74).

De (79) e (80) garantimos que a sequéncia {u. }.~o € limitada em WY (). Dai,
temos por W™ (Q) ser reflexivo e o mergulho de Sobolev garantimos a existéncia de uma sub-
sequéncia {u., }jen com £; — 0 e uma fungdo us, € W2 (Q) tais que u., — us em W2Y(Q)
€ U, — Uso €m C b= (Q), devido aos mergulhos de Sobolev mais a inclusdo dos espagos de
Orlicz nos espagos de Lebesgue dada pelo Lema 2.2.38.

Agora, afirmamos que 1, ¢ uma solucao de viscosidade de (73). De fato, observemos inici-
almente que 3(z) - Du.,(z) + y(2)ue, (z) = g(z) e {u.,}jen sdo uniformemente limitadas e
eqliicontinuas sobre 0S), entdo de (79) e a convergéncia u.; — Uy €m Cl’l_%(ﬁ) temos no

sentido da viscosidade (mais que isso, pontualmente)
B(x) - Dus(x) + y(2)us(x) = g(x) sobre ON.
Por outro lado, de (74) e pela defini¢do de ¥ temos que

F(D*u.,, Du.,,u.,,x) = h*(2)¥,, (u, —¢)+ f(z) —h*(z)
< f(x) em Q Vj eN

donde pela Lema de Estabilidade 2.3.21 segue fazendo j — +o0,

F(D*Use, Do, Uso, 7) < f em
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no sentido da viscosidade. Feito isso, provaremos agora que
U > ¢ em ).

Realmente, observemos que no conjunto O; =: {z € Q : wu.,(z) < ¢(z)} tem-se pela
defini¢do de ¥ que V. (u., — ¢) = 0. Agora se O; = (), ndo temos nada a provar. Portanto,

suponhamos que O; # (). Entdo,
F(Du.,, Du.;,u.,,z) = f(z) —h*(z) para z € O;.

Mas como O; € aberto em ) para cada j € N uma vez que Ue; € C°(Q). Além disso, pela

defini¢do da funcdo h segue que
F<D2¢’ ng? ¢7 .T) = f(l') - h(x> Z F(D2u6]’7 Dué‘ja U/E]‘?x) em (9]

Ademais, sabemos que u.; = ¢ em 90, \ JS. Portanto, podemos usar o Critério de Comparagio
(veja [16, Teorema 2.10] e [39, Teorema 7.17]) para concluirmos que u.; > ¢ em O;,oque é
uma contradi¢do. Consequentemente, O; = 0 eus > ¢em Q. Por fim, resta-nos mostrarmos
que

F(D*tog, DUog, Uso, ) = f(z) em {us > ¢}

no sentido da viscosidade. Para este fim, vejamos que para cada k € N ocorre

h*(2)¥,, (ue; — ¢) + f(x) —h¥(z) = f(z) q.tp.em {x €Q : us(r) > o(x) + %} _

E assim aplicando novamente o Lema de Estabilidade 2.3.21 temos no sentido da viscosidade

que

o0

1
F(D*tUno, DUng, Uno, ) = f(z) em {us > ¢} = U {uoo > 0+ E} quando j — 400,
k=1

e assim segue a afirmagdo. Logo, U, € solugdo de (73) com estimativa W2 (Q)
HUOOHWjT(m < ljlfﬁgf Hu€jHW3’T(Q) <- (HfHL}E(Q) + ||¢||W5’T(Q) + Hg“Cl«a(aQ)) )

onde C = C(nv >\7 A7p07p27 Ho, O, 67 W, Z(q))7 HBHC2(8Q)7 HVHCI’O‘(QQ)? aQa dlam(Q)7 60) sendo a
primeira desigualdade acima veridica devido a convergéncia fraca u., — u. Resta-nos garan-
tir que u = ., para concluir a prova do Teorema. Para este objetivo, suponhamos por absurdo

que u # Uq. Entdo, podemos supor sem perda de generalidade que

Oﬁ:{uoo>u}7é®.
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Uma vez que, uo, > u > ¢ em Oy, obtemos no sentido da viscosidade que
F(D*Use, Dtigg, Uso, ¥) = f(z) em Oy

Assim podemos concluir que

F(D?*u, Du,u,z) < f(z) < F(D*us, Dugo,tso,z) €m Oy
u(r) = Us(x) em 00;\ 09,
B-Du+~yu = g = [ Dug + Yoo sobre 00 N OS2

Consequentemente, pelo Principio de Comparagdo para problemas com condi¢cdes
de bordo obliquo [16, Teorema 2.10] e [39, Theorem 7.17], concluimos que u > ., em O; caso
004 N 9Q = () ou ndo. Em qualquer caso, temos uma contradi¢do pela defini¢do do conjunto
Oy, e consequentemente conseguimos provar que v = Us,. O que encerra a prova. [
Observacao 6.1.2 Sobre o Teorema 6.1.1:

v' No final da prova, do Teorema 6.1.1 provamos na realidade unicidade de solucdo de
viscosidade para (73). Ademais, na prova desse teorema ficou evidenciado a condicdo de
n < pendon < p, devido a recorrermos aos mergulhos de Sobolev.

v' O Teorema 6.1.1 garante boas estimativas nos espagos de Orlicz-Sobolev com peso que
sdo espacos mais refinados de propriedades quando comparamos aos espacos de Sobolev
Wkpg,

v’ Fazendo ® = t* (p € (n,00)) e w = 1 temos imediatamente que LE(SY) é o espaco de
Lebesgue LP(QY) e dai recuperamos pelo Teorema 6.1.1 estimativas de Sobolev para o
problema de obstdculo (73).

v' Em consondncia com a observagdo precedente, notemos que diferente do caso LP (p €
[1,00]) a norma || - || e () ndo tem a propriedade de ser crescente no seguinte sentido:
Para todas f,g € LP()) tem-se

f1<lgl em Q= |fllzr@) <llgllzr)-
E mais que isso, em LY (Q) a fungdo |f| — || f||12(q) € nd@o-crescente, no sentido que

f1<lgl em Q= |[flre@) < l9lLe@):

devido a defini¢do da norma de Luxemburg. Realmente, se |f| < |g|, entdo por ® ser

crescente

/Q &(|f (2)Jeo(z)dx < / B (g a)) ) () d.
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Nesse caso, se t > 0 é tal que pg (%) < 1, entdo pela observagdo acima

e (3) 51

e

d

€
N\
~+ |~
~

AN

Com isso, acabamos de mostrar que

{t > 0; po w (%) < 1} C {t > 05 pp (%) < 1}.

E assim tomando o infimo desses dois conjuntos temos que

I flle ) > llgllze -

Devido a esse fato ndo podemos ter repetido o argumento no caso LP na estimativa de
fvo para garantir a independéncia da funcdo vy.
Agora em vista de pedir menos regularidade acima para [ ¢ v também temos a
seguinte versao do Teorema 6.1.1.
Teorema 6.1.3 Seja v uma LP-solucdo de viscosidade de (73), onde p = pon, F' satisfaz as
condigoes estruturais (A1), (02, (A3), (A4), (05)" e (01)—(02), 00 € C3 ey € W2Y(Q),
onde Y (t) = ®(t") e w € Ay). Entdo, u € W2Y(Q) com a seguinte estimativa

lellze < C (17l + 19z + max{llgloreen, 1912aen} ) -

onde C = C(n, X\, A, po, p2, o, 0, §,w, i(P), || Bllc2 00 |1Vl cr.0(902), 02, diam(S2), By).

Demonstracao: Similar a demonstracdo do Teorema 6.1.1, com os seguintes ajustes: quando
tomamos a familia {u. }.~o de solu¢des para o problema penalizado (74), garantimos que estdo
em W2Y(Q) via o Teorema 5.0.5 em vez do Teorema 5.0.6 e portanto obter as seguintes esti-

mativas,

HUEHWE;T(Q) <C- (’|U5HZ<><>(Q)||fHL5(Q) + "¢‘|W3’T(Q) + HQHCLa(aQ)),

Donde pela estimativa ABP 2.3.13 e o Lema de mergulho 2.2.38, concluimos da dltima estima-

tiva acima que

[ucllwzr @) < C - (Iflx@ + l@llwzr @ + max{ligllore@e, 19/lEa@a})-

Dai, basta prosseguir inteiramente andlogo a demonstra¢do do Teorema 6.1.1. ]
Como antecipado acima, também temos de estimativas de Lorentz com peso para
o problema de obstdculo (73). A prova do resultado € inteiramente andloga ao Teorema 6.1.1,

com 0 ajuste nos espagos respectivos, por omitiremos aqui.
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Teorema 6.1.4 (Estimativas 172 L7 para o problema de obsticulo) Sejam p, q, p constantes
tais que (p,q) € (n,00) x (1,00), p € (n,p) e w € Az um peso. Seja u uma LP-solugdo
de viscosidade de (73). Assuma que as condig¢des estruturais (Al) — (A6) sdo satisfeitas,
B € C*oN), 00 € C3 e € W2LPIU(Q) é tal que 3+ ¢ + vp > g q.t.p em OS). Entdo,
u e W2LPI(Q) e

lullwerza@) < C- (1f 1z + |0llwerrao) + |9llcraoa) -

onde C = C(na )\7 Avpv Q7]5a Ko, T, 57 [W]%v ||B||C2(BQ)7 ||7||Clva(aﬂ)7 aQa dlam(Q)7 00)
Observacio 6.1.5 Fazendo p = q € (n,c0) e w = 1 obtemos pelo novamente estimativas W 2P

para o problema de obstdculo (73).

6.2 Densidade de solucoes de viscosidade

Nesta parte, como consequéncia das estimativas obtidas nos trés capitulos anterio-

res apresentaremos que uma C%-solugio de viscosidade do problema

81)

F(D%u, ) f(x) em By
B-Du+~u = g(x) sobre T,

sob certas condigdes, pode ser aproximada por uma sequéncia de fun¢des na mesma classe de
solugdes de viscosidade e que ainda estdo no espago (W?2LP4),,.(BY) (resp. (W2T),.(Bf) e
Wi’f(Bf)). Sobre esse problema de densidade podemos citar [46] no estudo de equacdes sem
condi¢do de fronteira e no livro [45] de Pimentel até sobre os aspectos de densidade fraca.
Teorema 6.2.1 (Densidade W?2LP%) Seja u uma C°-solugdo de viscosidade do problema (81),
onde f € LEA(BY) N CBY) (para (p,q) € (n,00) x (0,00]), w € Az, B,7,9 € CV*(Ty),
Entdo, dado § > 0, existe uma sequéncia (u;)jen C (W2LE)1,.(BY)NS(A — 8, A+ 6, f) que
converge localmente uniformemente para a funcdo u.

Demonstracao: Como em [46, Teorema 8.1], para exibir tal sequéncia desejada construiremos
uma sequéncia de operadores F; : Sym(n) x B — R como segue: Dado d > 0 consideremos

o Operador Maximal de Pucci

Ls(M) := M\ _s) ns)(M) = (A +0) Z e+ (A —9) Z €

e; >0 e; <0

onde e; sao os autovalores da matriz M € Sym(n). A partir de L; definimos

F;: Sym(n)xBf — R

(M, x) — max{F(M,x), Ls(M) — C}},

sendo (C}),en uma sequéncia de nimeros reais positivos divergente que serd determinada a
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posteriori.

Figura 4 — Ideia para construir a sequéncia de operadores F
R

Fonte: Elaborada pelo autor.

Intuitivamente, como em [46], a Figura 4 ilustra a construcio do operador [;. Como
por hipétese, o gréfico do operador F', que é (\, A)-eliptico, encontra-se no cone de elipticidade
(A, A). Inclinando um pouco a abertura do cone e colocando seu vértice em um ponto com
ordenada —C; para C; grande, a fronteira do novo cone, que contém o grafico de L; — C;
fica abaixo do cone original de abertura (A, A) dentro da bola B;, e acima no complemento da
bola de raio ~ C;. Agora detalharemos analiticamente o operador F;. Realmente, observemos
preliminarmente que F; € continuo(pois € maximo de duas fun¢des continuas) e uniformemente
eliptico com constantes elipticidade A — 6 < A + d, uma vez que, F' e Ls também sdo. Feitas
essas observagdes preliminares vemos por outro lado que pela (A, A)-elipticidade de F' segue

que

F(M,z) > M) ei+A> e =AY e;—A|M]|

e; >0 e; <0 e; >0
= L5(M)—(A+5—>\)Zei—(A—(S)Zei—AHMH
e; >0 e; >0

v

Ls(M) = (2A = A+ 0)|[ M|
> L(;(M) — Cj, VBJ - Sym(n), Vo € Bj

onde C; := j(2A — A + §). Isso prova que F' = F; em B; x Bf C Sym(n) x Bf. Por outro
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lado, determinaremos o operador recessdo de F);. Para isso, para cada ;o > 0 vale que
(F)) (M, z) = puF;(u~ "M, z) = max{F,(M,z), Ls(M) — nCj}.

Como F), é (A, A)-eliptico para todo ;¢ > 0 segue que

Fu(M,z) < AY e+ XY ei=Li(M)=0> e;+6) e

e; >0 e; <0 e; >0 e; <0

< Ls(M) = O[|M|| < Ls(M) — pC;

para todos M € B.c; C Sym(n) e x € Bf. Com isso, podemos concluir, em particular, que
=

F;(M,z) = Ls(M) — C; fora de uma bola de raio ~ C} e assim F}i = Ls . Agora, notemos
que F}i satisfaz a condigdo de estimativas C'™! locais, isso €, dados 2y € B e gy € Cl’a(T_l)

temos que solucao de viscosidade de

Fi(D%,z9) =0 em Bf
p-Dv+~yv=gy(x) sobre T

¢ tal que v € C(By ) com estimativa
Illcair,) = CUvle@y) +lgllcreem).
=

devido ao Teorema 2.3.17, solugdes acima estdo em C*“(B] /2) com estimativa

ooy < CUlmqoy) + lglorerm):

Por outro lado, claramente vale que 1 .:(z,y) = 0, Vz,y € B} e assim vale que
J

(J{B+)( )wFﬁ(mjxD)deE> -0
1 )(zo,r

para todo 2y € B} e 0 < r < 1. Logo, estamos nas hipéteses da Proposicdo 4.0.2 e assim para

cada j € N fixado, soluc¢des de viscosidade do problema

Fy(D*v,x) = f(z) em B
p-Dv+~yv=g(x) sobre T,

tem estimativas interiores W2 LP:¢ a priori. Mais precisamente, para cada j € N existe constante
kj > 0 tal que

1900 ) < 2500y + Iz + o)
2
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Finalmente, construiremos u; desejada para ser solug@o de viscosidade do problema

Fy(D?u;,2) = f(x) em B}
B - Duj +yu; = g(x) sobre T
w;=u em OBy \T;

que existe pelo Teorema 2.3.20. Pela discussdo acima, cada u; € (W?2LP4),,.(Bf). Como os
operadores F; sdo uniformemente elipticos segue que Fj(-,z) — Fy(-, =) localmente unifor-
memente em Sym(n) para cada x € Bf. E por F; = F em B, x BY, segue que I, = F.
Agora pela regularidade local C* junto com estimativa ABP (Teorema 2.3.15 e Lema 2.3.13,
respectivamente) vale que a sequéncia v, a menos de passagem a subsequéncia, converge para
alguma u( localmente na topologia C'*. Agora pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 segue que uy

¢ solucdo de viscosidade de

F(D*ug,x) = f(x) em Bf
B - Dug + yug = g(x) sobre Ty
up=u em OB \T

Tomando w = uy — u segue que w satisfaz no sentido da viscosidade

we S(A\/n,A,0) em B
B-Dw+~yw=0 sobre T,
w=0 em OBf\T,

e pela Estimativa ABP 2.3.13 segue que w = 0 em B_T\Tl e por continuidade segue que w = 0,
ou seja, u = ug, O que encerra a prova. ]
Observacao 6.2.2 Fazendo p = q e w = 1, obtemos densidade VVZ para solugées na classe
das solucdes de viscosidade S via o Teorema (6.2.1).

Observagio 6.2.3 Podemos aplicar a Proposicdo 5.0.3 para obter densidade de W*Y em uma
classe de C°-solucoes de viscosidade. Mais precisamente, seguindo fielmente a prova do Teo-
rema 6.2.1 com minimas alteragées garantimos que se u é uma C°-solugdo de viscosidade de
(81), onde f € LY (BY)NC°(BY) (Y como na Proposi¢do 5.0.3), w € Ay, B,7,9 € C**(Ty)
comy < 0ef-v > uysobre Ty, para algum g > 0. Entdo, para qualquer 6 > 0, existe uma
sequéncia (u;)jen C (W2T)1e(BY)NS(A—8, A+6, f) convergindo localmente uniformemente

para u.

6.3 Estimativas BMO para a Hessiana

Agora voltaremos nossa aten¢do para estimativas a priori no contexto das fungdes

de oscilagao média limitada (ou simplesmente BMO do termo em lingua inglesa Bounded Mean
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Oscilation) no espago de Orlicz com peso para o problema

) B -
{F(D u,Du,u,z) = f(z) em B (82)

B-Du+~yu = g sobre T}.

Mais precisamente, apresentaremos uma aplicacdo de estimativas da Hessiana de solucdes de
(82), quando o termo fonte f tem LT-oscilagdio média limitada ou apenas LY — BMO. E
conhecido da teoria de regularidade de solucdes de equacdes elipticas totalmente ndo lineares
que mesmo se o termo fonte f for limitado em (2 disso ndo implica que a Hessiana D?u seja
limitada, muito menos esperamos isso quando temos solugdes de (82).

Defini¢iio 6.3.1 Dizemos que uma funcdo f € L} (Q) pertence ao espaco L — BMO(Q)

para ® € Ay N Vo uma N-fungdo e w um peso se

< 400

. I(f = fe)xslle@)
HfHLjijBMO(Q) ‘= su

§1230CBR:@ ||XB||L;§(Q)

onde o supremo acima é tomado sob todas as bolas abertas B C R" que tem interse¢do ndo-

vazia e para cada uma dessas bolas estamos usando a notagdo

/B 2]{3 f(z)dz.

Observaciio 6.3.2 Observemos que ||-|| L+ _pro(q) define uma seminorma no espago das fungoes
que sdo e Orlicz com peso oscilagdo média limitada, devido as fungdes constantes q.t.p. clara-
mente terem seminorma L — BMO(Q) zero.

Exemplo 6.3.3 Considere a fungdo ®(t) = t* para p > 1. Recordemos do Exemplo que
® € Ay N Va. Agora considerando w = 1 recuperamos a definicdo de espagcos p — BMO(X).
Lembremos que pelas desigualdades de John-Nirenberg e de John-Stromberg as seminormas
p-BMO sao equivalentes para qualquer p € [1,00). Para mais detalhes confira [36].

De fato, para qualquer bola B = B(x,r) em R" que intersecte ) temos para ¢ e w como acima

1
I = fe)xsllieaw _ If = feller@no) _ If = (Herllr@eny _ (][ = (f) ‘p)p
X822 9) IBNQ|» Q(z, )7 ) ’

Donde, por essa identidade segue que || f|.2_grro) = || f|l-Brro@)-
Observacao 6.3.4 Note que pelo fato que ® € Ay NV, e assumindo que w € A, segue de

[29, Teorema 2.3] que existem constantes universais 0 < A < B tais que

A||f||BM0(B;r) < ||fHL$—BMO(B1*‘) < BHf”BMO(Bf)a Vfe Lzloc(Bf)

Feitas essas obervagdes sobre as fun¢des nos espacos BMO’s nessa parte, assumi-

remos a seguinte hipotese adicional
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(A5) (Estimativas C*% a priori) F* cumpre estimativas C*% a priori para algum & € (0, 1)
para o problema obliquo, isto &, para qualquer gy € C°(T;) N C*%(T,), existe constante

universal C, > 0, tal que para qualquer solugao de viscosidade de

F¥(D%,0,0,7) = 0 em B,
B-Dbh = gy sobre Tj.

pertence & C2%(B;) N CO(BY) e vale a seguinte estimativa

C.
[0 (@7) < e (1Blleiss) + loollonaqrn) ¥ 0 < p <1,

Novamente, a classe de problemas que cumpre a condi¢do (A5) é ndo vazia, uma vez que,
quando F' é convexo segue que [ também é convexo e podemos invocar o Teorema 2.3.17
para garantir tal condi¢do. Agora para provar o desejado apresentaremos alguns resultados que
vao ser de grande utilidade na demonstracao do Teorema principal dessa subse¢do. O primeiro
deles € uma versao similar ao Lema de Aproximagao 3.1.5.

Lema 6.3.5 (Lema de Aproximacio II) Sejam g € C'*(Ty) tal que ||gllcram;y < Cq e
B,y € CY(T)). Sejam F e F'> dois operadores (%,A)-ell’pticos. Dado § > 0, existe cons-
tante positiva €y = €(0,n, A\, A, o, Cy) < 1 tal que, se

max{|F(X,x) — F*(X, z0)|, ¥p=(x), HfHLg(Bj)} < €, VX € Sym(n),

entdo quaisquer duas LP—solugées de viscosidade u e v de

F(D*u,z) = f(z) em Bf F>(D?%h,z9) = 0 em Bg
e
f-Du+~yu = g(x) sobre Ti. B-Dh+~h = g(x) sobre T:.
satisfazem
lw =Bl 0y <6
o= (s7)
Demonstracao: A prova segue na mesma linha do Lema 3.1.5 com minimas mudangas. ]

Observacao 6.3.6 Vale observar no Lema 6.3.5, usamos dois fatos essenciais: A observacdo
6.34e

Com essa versao temos o seguinte lema:

Lema 6.3.7 (Aproximacao quadratica) Sob as hipdteses do Lema 6.3.5, assumamos que F'>°

cumpre a condi¢do (A4)*. Seja uw uma LP-solucdo de viscosidade para

F(D*u,x) = f(z) em By,
B-Du+~yu = g(x) sobre Ty.

Entdo, existem constantes universais Cy > 0, 79 € (0,1/2) e um polinémio quadrdtico *B, tal
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que ||B| sy < Cy satisfazendo

sup |u(z) —P(z)| <r? paratodo r <r,
B;f
Demonstracao: Fixemos § € (0,1) o qual explicitaremos a posteriori, e apliquemos o Lema

6.3.5 para obter ¢y > 0 e uma LP-solucdo de viscosidade para

F>(D*h,z) = 0 em BT,
B-Dh+~h = g(z) sobre Tg.

tal que
sup |u — h| < 0.
B}
8
Recordando que F'*° cumpre a condi¢do (A4)*, entdo h goza de estimativas cldssicas. Assim,
podemos tomar a expansio de Taylor de segunda ordem em torno de O e definir 3 como tal

polindmio quadratico. Além disso, por essa construcao segue que

sup [h — P| < C.p”™ ¥ p <.

+
BP

Dai, escolhamos 0 < r < 1 de tal maneira que
< mi 1 é
r <min\ rg, | —— )
~ 0 1OC*

1
— B < =2
s;f\h Bl <157

Portanto,

Por outro lado, escolhendo § =: 1—107"2 temos que

1
sup |u — < 72,
Bf| bl < 10
Por fim, obtemos

sup |u — 9P| < 72,
B

n
Como consequéncia do resultado acima, podemos fazer uma aproximacao quadratica

para operadores [’ associados ao operador recessao. A prova também segue o calculo no Lema

6.3.7 com minimos ajustes.

Lema 6.3.8 Assuma as condi¢des (A1), (02), (A3), (Ab) e (O5). Entdo, existem constantes

universais C* > 0, 79 > 0 e r > 0, tais que se u é uma solucdo de viscosidade (normalizada)
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F,(D*u,x) = f(z) em B,
f-Du+~u = g(xr) sobre Ty,

com max {T, HfHLg—BMO(B{r)} < Ty, existe um polindmio de grau 2 B, com ||Bllo < C*

satisfazendo
sup |u(z) — P(x)| < r.

B

Com isso podemos enunciar a principal aplicacdo nessa se¢ao:
Teorema 6.3.9 (Regularidade LY -BMO para a Hessiana) Seja v uma LP-solugdo de viscosi-
dade para o problema (47) onde f € LY —BMO(B])NLE(BY), parap = pon e Y(t) = &(t")
sendo ® e w € A;wy como nas hipdteses (02)'. Assuma ainda que as condigdes (Al), (02),
(A3), (A5) e (O5) sao verdadeiras. Entdo, D*u € LY — BMO (BI) e ainda vale a seguinte
estimativa ’

10| N e e L B

LY —BMO (Bf
2

onde C > 0 depende apenas de n, \, A\, po, w, i(P), c*, po, BHCLQ(Tj) e ||7||Cl,a(Tj).
Demonstracao: Seja v uma solugdo de (82). Por argumento de normalizacdo podemos tomar
k € (0,1) a ser determinado a posteriori e definir a fungdo auxiliar w(z) = ku(x) tal que é

solu¢do normalizada no sentido LP- da viscosidade para

F.(D*w,z) = f(z) em BT,
f-Dw+~yw = g(x) sobre Ty,

onde 7 := k, f(z) = rf(z), e §(x) := rg(xr). Agora escolhamos « de tal maneira que
max{T, AilBHfHLE(B{F)} < 79 onde 7; € a constante do Lema 6.3.8 e as contantes A, B > 0
sdo as constantes universais da Observagdo 6.3.4. Como |- ||, x p+) € positivamente homogénea
e pela defini¢io de w, provar a estimativa LY — BMO for D?w garante o mesmo para Du e
portanto iremos garantir a estimativa desejada para D*w. Para tal fim, afirmamos que existe

sequéncia de polindmios quadréticos ( Py )xen da forma
1 t

e cumprindo as seguintes condi¢des:
(1) Fﬁ(Mkwr) = fl = fB;r
(i) sup |w — Py < r*, Vk > 1, onder € (O, %) ¢ o raio da semi-bola aberta no Lema 6.3.8.
BY,
(iii) Para todo inteiro k > 0, r2*=V|ay — a1 | + 777 by — bp_1| + | My, — My_1| < Crp2k=1)
sendo que, C* € a constante do Lema 6.3.8.
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A prova € feita por inducdo em k. Ponhamos inicialmente F e P_; para serem
1 T
Py(z) = P_q(z) = 3% My -z,

onde M, € Sym(n) satisfaz F*(M,, ) = (f)1.
O caso em que k = 0, é imediato. Agora suponhamos que tenhamos estabelecido a existéncia
de polindmios quadréticos P para k = 0,1, ..., 7. Entdo definamos a seguinte funcdo auxiliar

v; : Bf UT; — R dada por
(w— P;)(riz)
wj(z) =: r—;j’
onde temos por hipétese de indugdo e a definicdo de w; que a mesma € uma LP-solucdo de

viscosidade para

Fj(D*wj,x) = fi(x) em By
B(z) - Dwj(z) +Jw; = §;(z) sobre Ty
onde
[ Fj(X,z) = 7F (XX + M;),17z))

)
(x) = f(r'z)
Yi(x) = riy(rix)
(@) = 19(30) ~ B(w) - DP(x) — 1 (9x) Py (9)
(@) = PB()

Temos pela hipétese e a Observacdo 6.3.4 que

150z -sweoasty < Bllilbworssy = B sup  15(e) = ()l da

=B sup | 17() = (1)l

0<~s§1
< BHfHBMO(Bf)

< AilBHf”LE—BMO(BT)
< To.

Ademais, uma vez que, F*(M;, z) = (f)1, a EDP com condigdo obliqua

Fi(D%,z) = (f)1 em B
B-Db(z)+4h = g(x) sobre T,

cumpre a mesma C%% estimativas a priori do problema governado por I e estd nas hipSteses
do Coroldrio 6.3.7. Portanto, existe um polindmio quadratico P com ||P||,, < Cj tal que

sup |w; — P| < 2. (85)
B
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Reescalonando (85) obtemos que

sup ’w(x) - [Pk(x) +r2p (%)} ’ < kL)

B:k+1 "

Por fim, definindo P;;(z) =: P;(x) + 7% P(r~/z) obtemos a (k + 1)-ésima etapa de indugo.
Além disso, as condi¢des desejadas sobre os coeficientes sdo satisfeitas. Isso prova o afirmado
Por fim, para qualquer p € (0, 3), escolhamos m tal que 0 < 7™ < p < r™. Agora temos a
seguinte estimativa

1(D*w = M )Xt |3 ot |(D*w = Mu)xsy, iz sy,

1/2 1/2

||XB; HLg(Bj/Q) ||XBjm ||L35(B1+/2)

HDQU}mHLg(Bjm)

||XBjm ||L3§(B1+/2)

IA

CHDzmeLg(Bjm)

< C, (86)

onde na penultima desigualdade usamos o Lema 2.2.38 e na tultima desigualdade usamos a

Proposicao 5.0.4. Portanto, podemos concluir da estimativa (86) o seguinte

[(D*w — (DQU))B;)XBj HLff(BIL/Q) 1(D*w — Mm)XB; HLQE(BM)
||XBj;||L3§(Bl+/2) B ||XB;§||L3§(B1+/2)
N ||(D2w)Bj - Mm)XBj ||L3(Bf/2)
||XBj,”Lj§(Bl+/2)
< [(D?w — Mm)XBj ||L3(B1+/2)
B HXB}HLg(BDQ)
< C.
Logo,
HD2w||LT_BMO<B+) < sup I - (Dzw)B;)XB;HLE(BT/?) <C< 4+
w 1 0<p<i ||XB§;||L§5(B1+/2)
que finaliza a prova do Teorema. u

Observacao 6.3.10 Finalizamos com seguintes duas obervagdes pontuais:
(i) O Teorema 6.3.9 junto com a Observagdo 6.3.4 implicam que D*u € BMO(BY) com

estimativa

2 n
5%l < Oy + Iz + o)
2
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para a constante C dependendo apenas da constante do Teorema 6.3.9 e de B.
(ii) Via o mergulho do espagco BMO em [3, Lema 1] e o mergulho de Sobolev garantimos do
item (i) acima que u € CtLes—Lip (BI), com a seguinte estimativa para o gradiente de
2

u,
|Du(z) — Du(y)| < —CD|z — y|log|z — y|, Va,y € Bl z # y,
onde

= (||u||”oo(BIr) + ||fHng(Bl+) + ||9||CI,G(T*1))~

e a constante C > ( depende apenas de n, \, A, po, w, i(®), ¢ po, [|Blloracr €
HVHcl»a(Tiy
(iii) Fazendo ®(t) = t* e w = 1 obtemos do Teorema 6.3.9 estimativas p — BMO para a

Hessiana.

6.4 Regularidade de Morrey com expoente variavel

Por fim, apresentaremos sob certas condi¢des que as estimativas de Lorentz-Sobolev com peso
também sdo vélidas no contexto dos espacos de Morrey com expoente varidvel. Mais precisa-

mente estudaremos a regularidade do problema

{F(DQU<CL’),DU(JI) u(z),r) = f(r) em Q (87)

B(x) - Du(z) = 0 sobre 02,

no contexto dos espacos de Morrey com expoente varidvel. Nessa parte, precisaremos da se-
guinte hipdtese:

(A2)” O termo fonte f satisfaz f € L°)¢0)(Q) e B € C1*(9Q; R™) par algum a € (0,1).
Com o intuito de apresentar tal aplicacdo, precisaremos de uma Lema Técnico sobre pesos.
Lema 6.4.1 (Técnico) Para todo 6 € (0, 1) temos que w(z) = (m(xs, ) (2))’, = € R" é um
peso pertencente a classe A, para todos x € R" e r > (.

Prova: Inicialmente mostraremos que w, de fato, ¢ um peso. Com efeito, como a m(xg, (y)) é
uma fungdo mensurdvel, dado o > 0 temos que o conjunto {z € R" : m(xp,«))(z) < a%}

mensurdvel a Lebesgue, mas

{z € R":m(xp,)(z) < ¥} = {z € R" : (m(xn,»)(@))" < a}

e como o conjunto {z € R" : (m(xp,(y)(z))’ < a} = 0 para todo @ < 0 temos que w ¢
uma fungdo mensurdvel. Além disso, verifiquemos que w(x) € (0,00) q.t.p. x € R™. De fato,
segue pela defini¢do do operador maximal, m (g, () estd bem definido pois x5, () € Lj,.(R"),
sendo que, tal operador € finito e positivo q.t.p. x € R" (Ver [56, Capitulo 7]). Assim segue o



115

1

mesmo para w. Por fim, w € L; .

(R™) pois, para qualquer compacto K C R™ tem-se

o))l = [

w(zr)dr < / dr = |K| < oo = wyg € L'(R"),
K K

Rn
uma vez que, w(z) < 1q.t.p. z € R". Portanto, w é um peso. Agora verifiquemos que w € A;.
Com efeito, notemos inicialmente que definindo para cada A C R", v(A) = |A N B,(y)|.
Notemos que v € uma medida de Borel finita definida em R™. A partir de v, consideremos a
funcdo maximal de v a qual denotaremos por v* definida por

. v(B
v*(x) = sup v(B) = Sup][ XB,(v) (2)dz,
B |B’ B JB

onde o supremo acima é tomado sob todas as bolas em R" que contém z. Em outros ter-
mos, v*(z) é o operador maximal de Hardy-Littlewood ndo centrado da fungdo yg, () (a saber,
m*(xs,(y))). Notemos que v* ¢ finita em quase todo ponto em R" pelo Teorema de Hardy-
Littlewood (Ver [53, Teorema 1.1]). Afirmamos que (1/*)9 € A;. Com efeito, analogamente ao

0

que fizemos acima para w, nao € dificil ver que (v*)” é um peso. Doravante, pelo Teorema de

Kolmogorov 2.1.17, para toda bola B C R" e z € B onde v/* é finita,

[ < Sgmr ([ i)

onde C = C(n, ) é uma constante positiva. A partir dessa estimativa podemos reescrevé-la e

obter

forere< 5 (f xBr@)(z)dz)e < o5 @)

assim podemos concluir que

. *\60
7 1nfBess(1/ ).

. C
]é (0 ()= < -

Isso prova a afirmagdo que (v*)? € A;. Com isso podemos mostrar que w € A;. Realmente,
observemos que os operadores de Hardy-Littlewood centrado (m( f)) e ndo centrado (usaremos

a notagdo m*(f)) sdo equivalentes, mais precisamente para qualquer f € L; (R") vale

m(f)(z) < m*()(z) < 2'm(f)(z), Vo € R". (88)
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A desigualdade m(f)(xz) < m*(f)(x) segue pelas defini¢cdes de m(f) e m*(f). Por outro lado,

dada bola B = B,(2) que contém z temos que a bola By, (z) contém B e assim

1
]/B e < g [l

n; w)ldw = w)|aw "m X
- 25l ]{w) | (w)ldw < 2'm(f) ()

e assim tomando o supremo desses valores sob todas as bolas B que contém x segue que

m*(f)(x) < 2"m(f)(x).
E assim segue as duas desigualdades (88). Feito isso, segue naturalmente que w € .4;, uma vez
que, para toda bola B C R",

né

1—-46

][w(x)dx g][(u*(x))gd:c < ¢ infess(v*)? < infess w.

B B 1 0 B B

Isso finaliza a prova do Lema. |
Com esse lema em maos, apresentaremos a nossa aplicacao no contexto dos espagos

de Morrey com expoente varidvel formulada no seguinte teorema:

Teorema 6.4.2 (Estimativas 1W2Ls()¢0)) Seja Q C R™ (n > 2) um dominio limitado com

00 € C%° e assuma as condigées estruturais (A1), (A2)", (A3) e (A4) e que u é uma

L*t-solugdo de viscosidade para (87), onde a funcdo < é Log-Holder continua. Entdo, u €

W2Ls0)e0)(Q) e vale a seguinte estimativa

[ullwarsoreo @) < C - [[fllstre0 )

onde C' = C<n7 )\7 A7 57 g, Ho, S1, 25 Q0,5 &, ||6HC170‘(39)7 Q)

Demonstracao: Inicialmente, por argumento de normaliza¢do, podemos supor sem perda de
generalidade que || f|<).c¢)() = 1. Fixemos arbitrariamente um peso w € A, e tomemos
po = <4 que estd no intervalo (n,<;) (pela hipdtese sobre ¢;) temos que, se f € L2(£2) entdo
estamos nas hipéteses do Teorema 4.0.5 (vale observar que w € A« pois, A; C A, para todo

. . 2 . .
p € [1,00)) e assim podemos concluir que u € W?2LF°(€2) com estimativa

HUHW%ZU(Q) < CHfHLf?(Qp (39)

onde C = C(n, A\, A, &, 0,61, (Wi, pro, || Bl cre00), |09 c2.2 ). Em particular,

/Q | D2u()[Pouw(z)dz < C /Q 1 (2)[Pow() da. (90)

Caso f ¢ LP°(Q2) temos essa ultima desigualdade, uma vez que, o lado direito dessa dltima
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desigualdade ¢ infinito. Assim, pela arbitrariedade do peso w € A; segue do Teorema de

Extrapolacdo de expoentes varidveis com peso 2.2.24 que
ID*ull 10 gy < ClF 50 (g Yo € As 1)

sendo que C = C(n, A\, A&, 0,461,%,, C’g(_), 1os || Bl cre(any, |02 c2.0,§2). Agora provemos o
Teorema quando ¢ # 0 e nesse caso gy > 0. De fato, inicialmente estendamos f como zero
fora de () e fixemos arbitrariamente y € €2 e r > (0. Pelo Lema Técnico 6.4.1 para todo
9 € (0,1), w(z) = (m(xp,()(®))?, = € R™ é um peso da classe A;. Agora, para todo
0 € (2,1) C(0,1) (pois gy > 0) temos que

/Q D@ = / D)), ) ()
y7’r
= [ IDPu@)[ (a0 ()) )
Q

onde na tltima igualdade usamos o fato que para qualquer = € €2, x5,y () € {0,1}.
Por outro lado, afirmamos que (xg, () (2))? < (m(xs,@))(2))? q.tp. z € Q. Com
efeito, seja z € 2 tal que m (s, () ) () esteja bem definido. Temos trés possibilidades para :
v oxr=uy.

Nesse caso, temos que

B,(y) N B.(y
s, )() = sup it (<) = sup [Be®) 0 Br @)
Bp(y) |Bp(y)|

p>0 p>0

onde claramente podemos concluir que m (g, (y))(y) < 1. Agora fazendo p = r temos,

em particular, pelo visto acima que

m(xs,w)(y) =

Logo, m(xs,))(y) = 1 = XB,(y)(y). Elevando ambos os membros dessa igualdade a
poténcia ¢ segue o afirmado.

VvV r#£yex € B.(y)
Nessa possibilidade, como = € B, (y), segue que existe 7 > 0 tal que B:(z) C B, (y).
Assim, em particular,

1> m(xs, ) () = sup > = =1,
Ve By(@) Be@)  [Br()]
donde m(xs,(y))(x) = 1 = xB,(y(x) € assim como na primeira possibilidade segue a
igualdade afirmada.
VYV A yer ¢ By
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Nessa tltimo caso temos que Xg,(y)(z) = 0 e assim por m(xs,))(x) > 0 segue o
afirmado.

Com essa afirmaco e a estimativa (91) para w(z) = (m(xs,())(z))?, € R" temos, por (92),

/ D2u(2)[@de < / | D2u(2) [ oo () da
Q(y,r) Q
< C [ @[ () ©3)
Q

para alguma constante positiva C = C(n, A\, A, &, 0,1, S, , C’g(.), to; | Bllcre@a), |09 c2.a, Q).
Agora estudemos a dltima integral do lado direito em (93). Para isso, recordando
que f estd definida em todo R", sendo f|gm o = 0 e tendo em vista que podemos decompor R”

como a seguinte unido disjunta

R"™ = By, (y) U <U (Bar+1,(y) \ szr(y))>

k>1

podemos concluir que

J @@t = = [ 1@

Bor )0 | [ Boer, 0\Bok, )
E>1

) |f (@) () do

- / (@) () +
Boar(y)

+ Y /B | ()] @) da. (94)

=1 ok +1,.(¥)\Bok,.

Denotemos por
Ay = / 1f (@) Pw(x)dz e A, = / |f(2)|*®w(x)dz, parak € N.
BQT‘(y) B2k+lr(y)\B2kr

Estimemos cada um desses termos acima:
(I) Estimativa de A,
Inicialmente, como vimos acima, temos que w(z) < 1 q.t.p. z € R". Além disso, pela

hipétese imposta sobre a poténcia ¢ temos que 22 < 2% < 27, Assim esses fatos
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garantem que

Ao

IN

1
[ @i =g [ i@l
BQr(y)

2n Q(y,2r)

n L L1
< 2 52) (2r)2® pe(y 00y (f) <2 o) (27~)Q(y)‘|fHL<(‘)7Q(_)(Q)

—  9npe®) £l 25200025

onde usamos acima na penultima desigualdade a majoragdo da modular pg(.,.) pela
norma ||-|| z<¢).e() () na bola unitdria(Lembrando que || f{| 7<).e) () = 1), Visto na Observagio
2.2.19.

Estimativa de A, para todo k € N

Notemos inicialmente que

B,(:) N B.(v)|
J[BM X (7)0r = TR

qtp. z € Qep > 0. Agora tomando p > (281 — 1)r temos que para todo ponto

[Br(
By (

(95)

[\
AN
I
N
3
~_
3

z € Borr1,(y) \ Borr(y), |Br(y) N B,(2)| > 0, uma vez que, podemos tomar uma bola

_ pr@F -D)r

5 € com raio

aberta B;(w) C B,(y) NB,(z) onde w € [z, y] é tal que |w — z|

—(2k+1_1
ro = 2 ( )r

5 > (). Assim,

0 < [Bi(w)| < [Br(y) N By(2)

Figura 5 — Esbogo geométrico da ideia da construgdo da bola B;(w)

Fonte: Elaborada pelo autor.



120

donde em (95) temos que
rn p>(2k+171)7- rh 2k+1_122k 1

0 </ " XB, (y)(2)dr < — < —(2k+1 Ty < =y ,Vk € N.

Assim, observando também que se 0 < p < (28! — 1)r entdo B, (y) N B,(z) = () temos

pela estimativa acima da média em B,(z) de xg, ()

0 0
1 1
w(z) = (m(xe.m)(2)’ = (igg][B o XBr<y>(x)dx> < (Q(k_l)n> = SonG-1)

Com essa estimativa temos que

1 1
A < b / FEOd < — L / F()Odz
926n(k—1) Biir, (1)\By, 9(k—1)nd Oy 2++19)

1 1
9(k—1)nf (2k+1r)g(y)||f”L<<'>*@<‘>( Q) < 2(k—1)n92(k+1)g(y)7”g(y)HfHL<<»>,g<<>(Q)

270+ eIk W) =mO W || £l 1.0 () < 27HORHW T LW £l L) o )

Anok(e(y)—nb) .e(y) ||f||L<(-),e(-)(Q)

IN A

IN

onde usamos diretamente acima a majorag@o da modular p(.) ,() pelanorma || - || 1<¢).e0) ()
na bola unitéria vista na Observacao 2.2.19.
Por (I) e (II) temos em (94),

[ @[ Pu@de < £ f om0 <1+22“(y)_ng)k)
Q
= O ]y S 2000
k=0
e como o(y) < oo segue que

/|f($)|§(x)w($)dl’ < AW fll e )y 2@
Q k=0

6> 1

k=0

— e HfHLg(q,g(J(Q)

né . . . . .
onde C" = 4" 239 QOQO 7 > 0. Portanto, juntando essa estimativa com a estimativa (93) segue que

1 ) 1
@/g(yr) D%l de < o Cre | fll oo = Cl om0
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Como tomamos arbitrariamente y € {2 e » > 0, tomando o supremo sob todos esses valores

acima obtemos que

P<(~),Q(-)(D2U) < Ol fll e

Donde D*u € LSO0(Q) € por | f] 100y = 1 segue que pyy o) (D) < C. Agora

notemos que dessa ultima desigualdade podemos assumir C > 1 e assim

D%y ¢ <1 1
Ps().e() (T) < GPten(DMu) <1
Dai, pela Propriedade da bola unitdria norma-modular 2.2.18 segue que

D?u
C

< 1= [ D%l cre0r @) £ C = Cllfll ere0 (-

Ls()e() ()

Ademais, pela estimativa (89) repetimos 0 mesmo processo acima para v € Du mostrando que
u, Du € Ls00)(Q), sendo que valem as seguintes estimativas [|u| ;<1000 0y < Cllf || z<0re0 ()
e || Dull psoreri) < Cllfllzstretr(- Juntando esses fatos chegamos que u € W2Ls0)-e0(Q)
com a estimativa desejada.

Para o caso, o = 0 usamos a estimativa (89) para w = 1 e concluimos que pelo Teorema de
Extrapolacio de expoente varidvel com peso a estimativa (91) para D*u, Du e u, donde segue

o desejado. Isso encerra a demonstracdo do Teorema. [
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7 MODULO DE CONTINUIDADE UNIVERSAL PARA PARA SOLUCOES DE VIS-
COSIDADE DO PROBLEMA COM CONDICAO OBLIQUA

Neste capitulo exibiremos o médulo de continuidade universal para C’-solucdes

de viscosidade do seguinte problema

(96)
B+ Du+~yu=g(x) sobre T,

{ F(D*u,z) = f(z) em B
onde F : Sym(n) x Bf —» R é um operador (), A)- eliptico, 3 ¢ tal que 3 -n > 1o em
T, para algum py > 0 e v < 0. Mais precisamente, estabeleceremos a regularidade 6tima do
problema (96) em diferentes cendrios de integrabilidade do termo fonte f. Por simplicidade,
salvo mencdo contrdria, usaremos apenas o termo “’solucdo de viscosidade” em vez de ”C°-
solugdo de viscosidade” ao longo deste capitulo.

Contextualizando tal problema que estudaremos, em 2014, Teixeira no seu célebre
trabalho [54] estudou o mddulo de continuidade universal para solugdes de viscosidade de
equagoes elipticas totalmente ndo-lineares. Neste trabalho ele trouxe estimativas interiores

6timas para solucodes de viscosidade de problemas elipticos totalmente nao-lineares da forma
F(D*u,z) = f(z) em €.

Foram obtidas, de acordo com a integrabilidade do termo fonte f, estimativas interiores 6timas
do tipO Ca’ C’LogfLip’ Cl,a e Cl,LogfLip_

Um pouco mais tarde em [50], Da Silva e Nornberg desenvolveram nessa linha um
estudo de regularidade, onde operador eliptico totalmente ndo-linear admite termos Hamiltoni-

anos gerais da seguinte configuracdo
G(D*u, Du,z) = F(D*u,x) + b(z)|Du| + p(x)|Du|™ = f(z) em Q,

onde b € L(Q), n € L) para o,q € (n,o00] e m € (0,2] com m # 1. O interessante dessa
abordagem € a dependéncia do operador governante de termo de ordem 1(dependéncia do termo
gradiente Du). Observemos que, além do ganho na generalidade do operador comparando com
[54], também foram obtidas estimativas 2P e C*“ para tais operadores.

Recentemente, Amaral e Dos Prazeres em [2] provaram regularidade 6tima para

modelos elipticos sob condi¢do de fronteira de Dirichlet

F(D?*u, Du,z) = f(z) in
u o= @ on Of),

e nesse caso o operador governante também depende do termo de ordem 1. Diferentemente de

[50], a oscilagao do operador em questdao depende do termo de ordem 1 para o operador. Foram



123

também obtidas estimativas do tipo C%“ para tal problema.

Inspirado nesses trés trabalhos faremos o estudo do médulo de continuidade univer-
sal para o problema (96).
Para o que segue, trabalharemos com a seguinte fun¢do que mede a oscilacdo dos coeficientes

do operador F' em torno de x,

F(X — F(X
(I)F(ZE;.Z’()) —- sup | ( 75E> < ( 7x0)|
XeSym(n)\{0} || ||

Adotando a notagio ®(z) quando zy = 0.

Feita essa observacdo e conseguir o desejado, a ideia para obter a regularidade 6tima a seguir €
baseada no seguinte argumento: se a solucdo de (96) estiver proxima do problema homogéneo
com coeficientes constantes entdo espera-se que u herde pelo menos a mesma regularidade
da solucao proxima. Apds tal aproximacgao, fazemos um processo iterativo de sequéncias que
aproximem da solu¢do em uma ordem de decaimento de acordo com a regularidade fornecida
pelo termo fonte e os dados de bordo. Depois desse passo, passamos para o processo continuo
onde obtemos o desejado. Tal técnica remonta a andlise tangencial. Agora, reproduziremos um
lema de aproximacgdo semelhante ao Lema 3.1.5. Apresentaremos sua prova por questoes de
completude do trabalho, mostrando as alteracdes de uma versdo para a outra.

Lema 7.0.1 (Aproximacio) Seja u solugdo de viscosidade de (96) com u = @ em OB} \ T,
para o € C°(OB] \ T}) tal que ||90||L°°(8B1+\T1) < & para alguma constante positiva €, onde
g € C%(T}) para algum o € (0,1) e tal que 9llco.ery < € sendo & > 0 constante e
p € [n — g,00) (aqui €y constante de Escauriaza). Dado 6 > 0, existe n > 0 dependendo

apenas de n, \, \, p, 6,& e &5 tal que se

f Bp(0)"de < o e / @) Pde < 1P,
B Bf

1

entdo se h é solucdo de viscosidade de

F(D?*h,0)=0 em BY
8
B - Dh+~h = g(x) sobre T:

h=u em 8BJZF\T%,
8
entdo

sup |u — h| <6.
BY
8
Demonstracao: A demonstragao serd feita por argumento de reducio ao absurdo. Mais precisa-
mente, suponhamos por absurdo que exista um J, > 0 tal que a tese do lema ndo seja satisfeita.

Logo, podemos encontrar sequéncias de fungdes (Fi)ren, (fx)kens (Uk)ken> (hk)ren € (k) ken
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tais que uy € hy sdo solugdes de viscosidade de

F(D?*uy,,x) = fp(z) em B
B - Duy + yu, = gr(x) sobre Ty
Uk = Pk cm 8B1+ \ T1

F(D?ht,0)=0 em
B« Dhy + vhy, = gi(x) sobre
hy=u, em O

H W
0l 0N+

o

+
—
=

7

|

onde |©x]| 1 (OBF\T1) <, gk‘”COa < e

1 1
fon@ra< e [ n@par< g
porém,

sup |ug — vg| > do, Vk € N. 97)
BY
8

Agora pela Estimativa ABP (Lema 2.3.13) segue que

IN

[kl Lo oBrvry) T Cls A A o) = (1 fill pnzo g5y + |9kl Lo r1))
< & +Cn, A A, po,p,€o) - (kaHLp(B;r) + Hngcoaa(TiQ
S C(n7507p7 )\7A7M07Q:17Q:2)7 Vk S N7 (98)

HukHLw(B{r)

onde usamos nas ultimas duas desigualdades acima as limitagdes de ||¢x|| Loo(8BF\T1)» || C00(TT)
e || fxl Lo(s+)- Por outro lado, pelo Teorema 2.3.15, existe o’ € (0, 1) dependendo apenas de n,

A, A e 1o tal que uw € CO (E) e ainda vale a seguinte estimativa
8

el ., (57) < G A A, pos Yl oo o)) (lanll oo gy + 1 fell po-co agy + gl oe ()
§

< C(HUkHLm(Bj) + ||fk||Lp(Bl+) + ||9k:||L°°(T1))7 99)
onde C = C(n, X\, A, 1o, p, €0, ||7]| oo (Ty))- Assim, por (98) e (99) segue que

|| k”co o ( ) < C(TL )\ A s o5 Ps €0, ||’Y||L°° T1)7Q:17Q:2) Vk € N.
g

Assim a sequéncia (uy)ren € limitada em C% (B_}“>, donde por esta limitacdo segue que

8
tal sequéncia é equicontinua e pontualmente limitada. Nessa linha, também temos o mesmo
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para a sequéncia (gx)ren € por os operadores Fj, serem (A, A)-elipticos segue que a sequéncia
(Fr(-,0))y satisfaz as hipéteses de equicontinuidade e limitacdo pontual em conjuntos com-
pactos de Sym(n). Assim, podemos usar o Teorema de Ascoli-Arzela e obter subsequéncias
de fungdes (ug,)jen € (g, )jen € de operadores (Fy;)jcn tais que up;, — o em L (B_"é),
Gk; = Goo €m L*(T1) e Fy, (+,0) = Fo(-,0) em conjuntos compactos de Sym(n), onde F, é
um operador (), A)-eliptico. Ademais, para toda ¢ € C?(B,(z,)) para B,.(z¢) C Bg,

|, (D*¢(x),2) = fir,(7) — Fuo(D?p(2),0)| < |Fi, (D*0(x), x) — Fi,, (D*p(2),0)] +
+ e (@) +
+ |y, (D*¢(2),0) = Foo(D*p(2),0)]
< |D*(a)l|®n, ()] + | fi, ()] +
+ |, (D*¢(2),0) — Fu(D*p(2),0)],

donde pelas hipéteses acima sobre ;e f, segue que
lim ([P (D%0(). ) = fi () = Foo(D*(), )l o8, o) = O

Portanto, pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 podemos concluir que u., € solu¢do de viscosidade
de

Fo(D?us,0) =0 em BT
8
B+ Duso + Yoo = goo() sobre T%.
Por fim, definindo wy; := o — hy; obtemos pelo Principio de Comparagdo Teorema 2.3.18
que

wy, €5 (%,A,O) em BT

8

R Dwy; +ywr; = goo — gr; sobre T

= U —up, em OB\ Tr,
8 8

wkj

donde novamente pela Estimativa ABP 2.3.13 vemos que

Ikl () < Moo =0l g )+ 0 =00
g 8

g 8

)-)0,

quando j — oo. Logo, hy; — uy em B_J%r, o que contradiz a condi¢do (97) para j suficiente-
mente grande. u
Com essa ferramenta estudaremos a regularidade em varios cendrios de acordo com a integra-
bilidade do termo fonte f, sendo que o os dados de bordo (3, v e g terdo grande influéncia nesse

estudo. Abaixo na Figura 6, temos um esquema dos cendrios do termo fonte f relacionando
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com a regularidade da solug@o que serd obtida em cada caso.

Figura 6 — Esquema do médulo de continuidade universal em fun¢do da integrabilidade
do termo fonte

n—2eq

007 n=co %
f t t t >
0 n —€o n—e<p<nn p>n X p—BMO
Fonte: Elaborada pelo autor.

2p—mn
P

Log-Lip cLv (O1-Log—Lip

A ideia para obter a regularidade em cada caso analisado abaixo tem como motivac¢ao
além dos trabalhos citados, o Mergulho de Dini-Campanato 2.2.63. Na seguinte configuracao:
Seja p € (0, 1). Dada uma fungdo continua u em B, assuma que para todo x € B 1 exista uma
sequéncia de fun¢des polinomiais (Py)ren de grau [m]| < 2 (aqui m € [0,3) e |m] é a parte

inteira de m) tais que

sup |u — Py| < Cop*™, VEk €N,
Bk a)

onde os coeficientes universalmente limitados no seguinte sentido,
ple=Dlm] lap_1 — ag| + p(kfl)(tmjfl)‘bkil — | + | My—y — My < Cplk—tim

para alguma constante C > 0 e sendo ay, by € M}, os coeficientes do polinomio Fy. Entdo, pelo
Mergulho de Dini-Campanato 2.2.63, u € C' Lm w1 <B%> €

[DLmJ]w,B% < CO(”a m,p, p>c
Desta forma, nessa perspectiva a busca da regularidade em cada cendrio serd pautada via essas

aproximacgoes.

7.1 Caso p € [n — £, n) - Holder regularidade 6tima

Esta secdo é dedicada a provar estimativas de regularidade para solugdes de (96) quando f €
LP(BT) para p € [n — eg,n) e sob suposi¢des adequadas sobre os dados de bordo do pro-
blema. Para tal, o proximo resultado constitui o primeiro passo em um sofisticado processo de
aproximacgao geométrica, que produzird a estimativa Holder desejada.

Lema 7.1.1 Seja u uma solugéo de (96), onde B3, v, g € C**(Ty) para algum o € (0,1). Dado

@€ (0,1), existemn > 0ep € (0, %] dependendo apenas de n, p, \, A, 1o, o, @,

H'V”CU«Q("TI) e HgHCo,a(Tj) tais que, se

/BHCO,a(Til):

foesra <ot e [ If@pds <o,
B N

By

para p € [n — g, n), entdo existe uma constante |1 € R universalmente limitada, no seguinte
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sentido

lul < C, A A o, s [| Bl goa iy 1o iy 19l coe )

tal que

sup |u — p| < p.
B

Demonstracao: Para um 6 > 0 a ser escolhido a posteriori, apliquemos o Lema 7.0.1 e o
Teorema 2.3.20 para podermos considerar h solug¢do de viscosidade de
F(D?h,0)=0 em Bj
8
B - Dh+~vh = g(z) sobre T:
h=u em 6BJ{\T§,
8

tal que

sup |[u —h| < 9§ (100)
By

Pelo Teorema 2.3.16 segue-se que h € C'1® <B

ol 4

) com estimativa

||h||cm(B;> <C <||h||LOO(B¢> + |!9||CO7Q<T7)) 7

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, A, A, t1o, @, || 8] co. ) € 1V co.a ()
Por essa estimativa, u ser normalizada e (100) segue que
Hh\lcl,a(B;) < C=Cn, A A, pos o, [|Bll oy IVl ooa ey l9llcoay). (10D
3

Em particular, pela Desigualdade do Valor Médio, para todo z € B parar € (0,1), |h(z) —
h(0)| < Cr donde

sup |h(z) — h(0)] < Cr. (102)

zeB}

Agora parao & € (0, 1) dado fagcamos as escolhas de



128

Tal escolha determina a constante 7 pelo Lema de Aproximacao 7.0.1. Por fim, escolhendo
p = h(0) segue por (101)

TS HhHLW(B ) < 1Al ) <C=C.

CclLe (BE
3

EINES

Ademais, por (100) e (102)

sup|u —p| < sup|u—h|+sup|h— pf
B BS B
p<i
< suplu— Al +sup|h — 4l
BY B
8
< §4+Cp
< 1 Gy L s
= 5P 5P P
—= pd.
O que finaliza a prova do Lema. ]

Agora estamos aptos para provar neste capitulo o primeiro resultado de regularidade
6tima no contexto dos espacos Holder. Nesse caso, a partir do fato do termo fonte f em (96)
estar no espago L para pardmetros de integrabilidade p € [n — €y, n) e dados de bordo 3, v
e g com regularidade Holder obtemos a regularidade afirmada. Isso € detalhado pelo seguinte
teorema:
Teorema 7.1.2 (Regularidade C“ 6tima) Seja u uma solugdo de viscosidade de (96), onde
B,v,9 € CO(T,) (para algum o € (0,1)) e f € LP(B]) N C°BY) parap € [n — gy, n).
Existe constante vy > 0 que depende apenas de n, p, \, A, po, o, ||8]| oy € 1Vl coe e tal

que se,

1
][+ |Pp(z,y)|"de < vf, Vy € BY,Vr € (0, 5) : (103)
B 2

T

~ 0,2-2 (HF . . .
entdou € C° (BI) e vale a seguinte a estimativa
2

P

HUHCO,M(Bﬂ < Clllull g sy + Il osyy + 19l o)

2

onde C = C(n, X\, A, pio, p, @, || Bll oy 17l co.e (7)) € uma constante positiva e ey € (0,%)
é a constante de Escauriaza.
Demonstracdo: Inicialmente podemos supor sem perda de generalidade que ||ul| re@h <L

1/l o) < mellgllconmy < 1, onden > 0 € constante do Lema 7.1.1 quando fazemos
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a=2-— %' De fato, caso ndo ocorra tais condi¢des definimos a constante

U

KR =:
el ey + 1 ooty + 7l9llonmcrn

e vemos que u(z) = ku(x) é solugdo de viscosidade de

e (( F(X,z) = kF (1X, z)
flz) = wf(2)
Blz) = Blx)
) = ~(z)
( 9(z) = ng(2),

7
tem-se que HﬂHLoo(Bf) <1 HfHLp(Bf) <

nellgllcoary) < 1eassim assumindo que o Teorema
¢ vélido nessas condi¢des segue que U € " <B_J£> com estimativa
2
|IUHCO,2;<BT) < C(n, A A, o, p, | Bll ooy 1Yl oo (1)) (104)
2

donde claramente temos que u € ™ <B_1L> e reescalonando a estimativa (104) segue a
2

estimativa desejada na tese do teorema. Assim podemos, de fato, fazer a suposicdo dita acima
no inicio da demonstracao. Nesse caso, escolhamos vy = 7). A fim de provar o desejado, fixado

ye'T 1 afirmamos que existe sequéncia de nimeros reais (j)ren tal que para todo k& € N,

sup |u(z) — pg| < pk(%%), (105)

zEBZk (v)

1

onde p € (O, 5} € o raio da semi-bola obtida no Lema 7.1.1 e ainda satisfazendo a seguinte

estimativa,

s — ] < CpHE3), (106)

1
'3
que B;rk, (y) € Bf e T,x(y) C Ty paratodo k € N. Feita essa observagdo provemos o afirmado

Vale fazermos uma digressao rapida para observar que pelo fato de p € (0 ] ey € T% segue

por induc¢do em k£ € N. Realmente, quando k£ = 1 temos a existéncia da constante y; garantida

pelo Lema 7.1.1 junto com a estimativa (105). Agora supondo por hipotese de indugdo que vale
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a afirmacdo para k£ € N e definamos a funcao auxiliar

vk(x) —. U(y + pkx) — Mk

+
k<2_ﬂ) 3 xr 6 Bl UTl,
p P

vemos que vy € solucao de viscosidade para

Fk(Dzvk,x) = fk(l’) cm Bi‘—
Br - Dug + yevr, = gr(z) sobre Ty,

onde
( F(X,z) = poF (p,%X,y—i—pka:)
ful) = P fly+ pha)
Be(z) = Bly + prx)
wel(w) = p"y(y + pta)
| a0 = Dy + o) — iy + o).

Afirmamos que vy estd nas hipéteses do Lema 7.1.1. De fato, pela hipdtese de inducdo, segue
da estimativa (105) para k que [[vk | 5+) < 1. Além disso, pela hipStese de 3,7 € C%(T))
epeE (0, %] que,

1Bk(x) = B _ ke B(y + p*z) — By + p*2))

[Bklo o =: sup = o sup
e - T ceerr |+ phz) = (y + pF2)l
TH£z rtz
ko
= p [5]0,Q,W
< |Bllo.ec < oo,
donde 3, € C%*(T)) e
= (@) = ()] _ kata Y (y + pra) —y(y + p*2)]
[%]o,a,Tl =. Ssup o =p sup . P
©,2€T] |$—Z| —— |(y+p {L') _ (y+p Z)|
TH#z T4z
k(1
p (14a) Mo,a,m

IN

17l o,y < 00,

garantindo também a a-Holder regularidade de ~;, em T;. Por outro lado, também vemos que
gr € C%*(Ty), uma vez que, procedendo analogamente acima como feito para 3; e 7 vemos

que

k(—1+2 o a
Gioar < PR o0y T 11sl0™ Vo 0 7 )
ka[

IA

P[0ty + 2" el Voo
91l oy + Ll 1Vl co 7). (107)

IN
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onde usamos na segunda desigualdade o fato que & <n —eg <p <neassim( < % —-1< 1.
Agora, analisaremos o comportamento da constante zi;. Por um lado, u ser normalizada e
continua segue que [|ul|jwp+yr,) < 1. J4 pela estimativa (105) obtemos por densidade e

continuidade que

sup |u— py| < pk(2_5)7
B:k(y)

consequentemente por desigualdade triangular, obtemos que

N Lo

k(2—2
il < el gm0 = el e i < 105075 <

Portanto, pela estimativa (107) segue que g, € C%*(T;). Ademais, pela defini¢do de f; temos

que

Pdx = pk" Fo)|Pde = 2)|Pdz 2)|Pdz < nP.
g s = | st o= [ i< [ <

By By

E para usarmos enfim o Lema 7.1.1 notemos que pela defini¢do de F}, claramente € um operador

A, A)- eliptico e pela hipotese (103) segue que
( p pela hip gue q
][ | p, (z)]"d :][ |Dp(y + prw,y)|"dx :][ |Pr(2,y)|"dz < vy =n".
B;r Bl+ B+k(y)

Assim podemos usar o Lema 7.1.1 para v, e obter constante real ji tal que i é universalmente

limitada por uma constante C e

sup |vg — fi| < p°77. (108)

+
B;

Definamos jix11 = g + pk(%%)ﬂ temos da definicdo de v, juntamente com (105) e (108) que

sup  |u — ppyq| < p("“'“)(Q_%)’

+
Bpk+1 (y)

0 que prova o caso k + 1. Assim por inducdo segue a afirmacio da existéncia da sequéncia
(g )reny em R satisfazendo (105). Da estimativa (106) podemos concluir que (y;) é uma
sequéncia de Cauchy em R e por conseguinte existe o nimero real jio, = limy_,, . Afirma-
mos que /i, = u(y). Com efeito, fixemos 2o € B} e definamos paracada k € N, z;, = y+p*x.

Vemos claramente que z; € B:k (y) para todo k € N e que z;, — y quando k — oo, visto que,

|2k — y| = p¥|zo| < p* — 0, quando k — oco.
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Assim, a continuidade da fun¢do u implica que u(z;) — wu(y). Usando essas convergéncias
acima, (106) e (108) temos

u(y) — pool < fulzk) —uy)] + |ulzr) — gl + e — pool

B+
#ED k(g

< \u(z) — w(y)| + sup |u— ] + |k — foo]
B::k(y)

< Jule) = u)] + 0 ) 4 — o] = 0, quando k — oc.

Logo, pte = u(y). Por outro lado, dados quaisquer & < m naturais temos pela condi¢ao (106)

que
m—1 m—1 ‘ pk<2_%) (p(m_k)<2_%) — 1)
=t <Y g — iyl < €3 ) = € —
i=k i=k prr =l

fixado k& € N acima e fazendo m — oo obtemos pela convergéncia de yi,,, — u(y) que
C _n
[u(y) — | < ﬁpk@ 2 (109)

donde pela arbitrariedade de k segue a estimativa (109) para todo k£ € N.
Por fim, fixemos 0 < r < p e escolhemos k € N tal que p**! < r < p¥. De (105) e (109)
obtemos que

r<pP
sup |u(z) —u(y)| < sup |u(z) — pr| + [ — u(y)|
z€B (y) 2B ()
< S O )
1—p~»
— 1 (1 + 2_") P(k—H)(Q_%)
P 1—p~ >
pEtlcy N
< ¥, (110)

Agora provemos que de fato u € C™ <BI> Para isso dados r € Bf ey € T%, temos dois
2 2
possiveis casos a considerarmos:
1°Caso: r = |z —y| >p

Nesse caso segue imediatamente que

<2

—_—
2||U||LOO<BT)

2

<C.

— 27@

u(z) = u(y)|
P p P

|z —y[* >
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2°Caso: r= |z —y| <p

Observemos que a estimativa (110) também vale em B} (y) e daf como = € B} (y) segue

de tal estimativa que

n

jue) —uly)| _ Cr* %

o_n = o_n
lz —y|" 7 |z —y|" 7

=C.

Desses casos acima e as estimativas interiores Holder 6timas (cf. [54, Observagdo 2]) garan-
timos que [u]o 5_n gt < 00, Ou seja, u é <2 — %)— Holder continua em BT sendo evidente a
b P I’ l 5
2

estimativa

2

HUHCO,Q_;;(BT) < Clllullpo sy + I flloayy + N1gllcoacm)s

o que finaliza a prova do Teorema. ]
Observacao 7.1.3 Podemos ver a otimalidade do expoente acima na demonstragdo do Teorema
7.1.2 da seguinte maneira: em vez de usarmos o = 2 — % inicialmente nesse teorema, tomando

o' € (0,1) no passo de indugdo definindo

uly + k) —
Uk(l’) —. (y Zka/> M

Y
temos que vy, € solucdo de viscosidade para

Fy(D*vy,,x) = fr(z) em Bf
Br - Dug + yevr = gr(x) sobre Ty,

onde
) = PCNF (S Xy + o)
(x) = p"C=f(y + pha)
B(x) = Bly+ p')
(z) = p*y(y+pte)
() = P (gly + pFa) — m(y + pFa)).

Notemos que

| n@pds =g [ g < et [
By By B
Assim, a fim de possamos garantir a hipotese de norma LP pequena de f, em vista do Lema
7.1.1 e assumindo que | || ,»+) < 1) devemos ter k(2 — o) — kn = 0, 0 que é sempre verdade
para todo, o/ <2 — %.

Em vista do Teorema 2.3.15, estabeleceremos uma conexao desse resultado com o

Teorema 7.1.2. Mais precisamente, estudaremos a regularidade do problema (96), quando o
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termos que definem o operador B(q,r,z) = [(z) - ¢ + y(x)r e o termo fonte na fronteira g
tem regularidade Lipschitz. Para entender melhor essa conexao, inicialmente temos a seguinte
aplicagdo direta do Teorema 2.3.15:

Corolario 7.1.4 Consideremos u solucdo de viscosidade de (96). Assuma que os dados de
bordo f3,v,g € C%*(T,) para algum o € (0,1) e f € LP(B]) N C°(BY) para

n
p:max{ ,n—ao}.
2 —«

Entdo, existe constante vy > 0 dependendo apenas de n, p, A, j, a,

Bllcoemry € 7l oy
tal que se

1
][ |Pp(x,y)|"dr < vf, Yy € BT, Vr € (0, —) ,
B+ 2 2

T

entdou € C*°7» (BT) com a seguinte estimativa
2

2

HUHCO,Q_;(BT) < Clllull g sy + Il oy + N19llcoacm)

onde C = C(n,p, \, A, o, &, || B]| co.a 7y 1Vl 000 (77)) € uma constante positiva e g € a cons-
tante de Escauriaza.

Prova: Realmente, temos por hipdtese que o pardmetro integrabilidade do termo fonte f € tal
que p € [n—eg,n). Dai, podemos aplicar o Teorema 7.1.2 para obter vy > 0 constante universal

n

desejada no corolério e nessas condi¢des u € C%? v <BJ£> com estimativa,
2
I a5 7)< Oty + WMo+ ollner) (111
1
2

onde C > 0 € constante universal. Donde segue o desejado. |
Observacgao 7.1.5 Neste iiltimo coroldrio vale a observacdo que, p = p(n,a,eg) e que se o

expoente o da Holder regularidade dos dados de bordo 3, v e g tende para 1~ segue que
p— max{n,n—eo} =n
e com isso
n _
ap::2—]—?—>1 quando o — 1"
Bem como
n n — 2gg

ap i =2———
p n—=¢&o

quando o — 0%,
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Essa observagcdo mostra um limitante inferior dos possiveis expoentes de Holder regularidade
para o problema (96) sob as condigées acima.

Para finalizar essa secdo relacionaremos tais estimativas em um contexto um pouco diferente
sob a édtica do termo fonte f em (96) no contexto dos espacos de Morrey. Esse é o contetido do
seguinte corolério.

Coroldrio 7.1.6 Seja u solugdo de (56), onde 3,7,g € Lip(T,) e assuma que o termo fonte
f e LmU=9(B) N C%BY) para algum & € (0,1). Entdo, para qualquer o € (0, 1), existe

Bllco.aerry € 1Vllcow ) tal que, se

contante vy > 0 dependendo apenas de n, &, A\, A, po, o,

1
][ |Pr(z,y)|"de < vf, Yy € BY,Vr € (0, —) ,
B 2 2

entdo u € C™ <BI) com a seguinte estimativa
2

HUHCO,Q(W) < Clllull oo sy + 1l pnna-a 5 + N9lliper))
1
2

onde C = C(n,a, \, A, pio, @, || Bl co. iy |7l co.o (7)) € uma constante positiva e g € a cons-
tante de Escauriaza.

Prova: Realmente, dado qualquer « € (0, 1), recordemos dos mergulhos cldssicos
Lip(T,) <= C**(T,) e L™""9(Bf)— L*(Bf) — LP(BY)

para o seguinte parametro de integrabilidade

n
p:maX{Q_a,n—eo} € [n—ep,n)
(Veja Proposicao 2.2.42, Observacdo 2.2.51 e [56, Teorema 8.2]). Assim, lembrando que
B,v,9 € Lip(T_l), podemos aplicar o Teorema 7.1.2 para obter constante vy > 0 tal que

we O (E) satisfazendo a seguinte estimativa
2

2

||u||00,2—Z(BT) < Clllull g sy + Il osyy + N1gllcoacm); (112)

Consequentemente, pelos mergulhos citados acima obtemos da estimativa (112),

IIUHCO,M(BT) < Cllull ety + [fll prna-a@s) + [9luipem)s (113)

P
2

sendo C > 0 que depene apenas de C e a.
Da ultima estimativa acima temos duas possibilidades para o parametro de integra-
bilidade p. Se p = ;" entéo pela estimativa (113) a regularidade e estimativa desejadas sdo

validas. Caso contrario, isto €, no caso p = n — €y temos pela defini¢do de maximo entre dois
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ndmeros reais ﬁ < n — gg e desta forma —2_Ta < —n_lgo. Portanto, concluimos que
n n n — 2eg
a=2—-—<2- = )
—a n—=e&op n—=«&o

Devido este fato, temos pela Proposi¢do 2.2.44 o seguinte mergulho continuo
0 n—2gq —+ 0.0 —+
o= (Bl) OO (Bl)
2 2
e entdo, a estimativa (113) juntamente com a estimativa via o mergulho citado por ultimo,

H“Hco,a(gq) < C(n,&,so)\!ullco,z_%w) < C'llull oo gy + [l Lnna-o i) + N9l Lipem)-
3 p

O que finaliza a prova. |
Observacao 7.1.7 Assumindo que f pertence ao espago L"(BY) e os dados de bordo sdo Lips-
chitz entdo para qualquer o obtemos regularidade C** para solugdes de (56), contudo, no
Coroldrio 7.1.6 ganhamos uma estimativa mais refinada quando comparamos com o cendrio

L".

7.2 Caso p = n - Regularidade Log — Lip

Nesta segunda parte estudaremos a regularidade 6tima de solugdes de viscosidade
de (96) quando o termo fonte f estd em L™"(B). Veremos a seguir que nesse caso, u € C’loo’ca/
para qualquer o’ € (0,1). Assim, se olharmos para o médulo de continuidade w(t) para tais
solucdes vemos que é da ordem ¢ para qualquer o € (0, 1), porém temos que @ oo
quando ¢ = o(1) e assim ndo obtemos médulo de continuidade Lipschitz para tais solu¢des
(cf.[54]).

Tal fato ocorre devido os espacos de Lebesgue LP’s com a técnica abordada aqui ndo “capta-
rem”’a regularidade Lipschitz de solu¢des do nosso problema.

Contudo, veremos que a regularidade 6tima para solugdes de (96), sob certas condi¢des, nessa
parte € a regularidade Log-Lipschitz. Sobre tal conceito temos a seguinte defini¢dao

Definicao 7.2.1 Uma fungdo u : (2 — R é dita ser Log-Lipschitz ou ter médulo de continui-

dade Log-Lipschitz e usamos a notacdo u € C%1°9=1L%(Q) se existe uma constante positiva C

tal que

lu(z) —u(y)| < Clz —yl||log |z — yl|,Vz,y € Q, x #y.
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Figura 7 — Gréfico da fungdo w(t) = tlog

T

L

w(t)0-8 ]
0.7
0.6+

0.5+ 1
w(t) = tlog ]
0.4+ t

0.3 -+

0.2 1

0.1 4

+ | 1 f ' > —»
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 ¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 7.2.2 O termo modulo de continuidade na definicdo acima vem da seguinte ideia:
definindo a fungdo real w(t) = t|logt| vemos a condicdo de v € C*L°9=LP(Q) se existe

constante positiva C tal que
u(z) —u(y)| < Cw(lz —y|),Vo,y € Q, = #y.

Veja Figura 7.

Observacao 7.2.3 A regularidade Log-Lipschitz é muito interessante devido ao seguinte fato:

Se u € CO%Log=Lip (BI) entdo u € C% (BI) para todo o« € (0,1). Daremos uma prova
2

2
desse fato por questdo de cortesia aos leitores. Com efeito, observemos que dado o € (0,1)

temos por u € C%tos—Liw(BT)
2

uz) —u(y)l < —Clz —ylloglx —y|
< —Clle—y["logle —yDle —y|*, Yo,y € B, w £y (114)

Agora definamos a fungéo i(t) = —t'"*logt, t € (0,1) (uma ilustracdo do grdfico func¢do

t— —t1"%Int para o = % et > 0 estd no Grdfico 8 abaixo).

Observemos que i(t) satisfaz lim+ i(t) = 0, uma vez que, pela Regra de L’Hopital
t—0

logt : e
lim i(¢t) = li — =1li -t ) =i =0
>0+ it) b < L > >0+ < (o — 1)250‘—2) e <1 — a)
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Figura 8 — Gréfico da fungdo i(t) = —t2 log ¢

T

i(t) 0.8 1
0.7 4

0.6 +

1

0.5 _
i(t) = —t2 log(t)

0.4 4
0.3+
0.2

0.1

: ‘ i : - : -
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 t

Fonte: Elaborada pelo autor.

e isso garante que i(t) é limitada, logo podemos encontrar constante M,, > 0 tal que
tH*logt < M, ¥t € (0,1).
Portanto, temos em (114)

lu(z) — u(y)| < CM,|z —y|*, Yo,y € B; x#y,

ou seja, u € C% (BI)

2

Lema 7.2.4 Considere u solugdo de (96), onde 3, v, g € C**(T,) para algum o € (0,1).

Existemn > 0ep € (0, %) dependendo apenas de n, p, \, A, o, a,

5||007a(T*1)’ 7||CO@(T*1) €

Hg”co,a(Tj) tais que, se

foerrds <ot e [ Jf@pde <o
Bt +

1 Bl

entdo existe uma fungdo afim l(x) = a + b - © com coeficientes universalmente limitados, no

seguinte sentido

|a| + |b| < C(n7 A A, o, H/BHCO’a(Til)’ ||7||007a(T71)7 ||g||co,a(ﬁ)),

tal que

sup [u— 1] < p.
B
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Demonstracao: Fixemos § > 0 que determinaremos a posteriori. Pelo Lema 7.0.1 e o Teorema
2.3.20, podemos considerar h solugdo de viscosidade para
F(D?h,0)=0 em Bj}
8
B+ Dh+~vh = g(z) sobre T:
h=u em 8BJZF\T%,
8

tal que

sup |u — h| < 6. (115)
By
8

Pelo Teorema 2.3.16 segue que h € C1*(Tz) e

2
3

Hh\lcm(> < C=Cm, A A, o, . || Bll oz Ml cosermy: 1l conpry)- (116)

B}
3
Definamos a = h(0) e b = Dh(0). Por (116) temos para todo x € B} parar € (0, 2)
[h(z) = U(x)] < Crite,
donde

- 2
sup |h — 1| < Crite vr € (0, —) . (117)

B 3

Por fim, escolhamos p e  pondo

o[yl e
p = min 6 ) e = 5P

Observemos que essa escolha determina a constante 1 > 0 devido ao Lema 7.0.1. A limitacdo
universal das constantes a e b segue diretamente de (116). Para o que falta, de (115) e (117)

obtemos que

sup |u — 1| < sup|u—h|+sup|h—1I| <sup|u—h|+sup|h—1 <&+ Cptte

+ + + + +
B, By By By By

8

S G U D VPO S
< grtlge )t =grtar=r

]
Com o Lema (7.1.1) que nos garante uma aproximacao em ordem um por fungdes
do tipo afim, podemos garantir regularidade Log-Lip para solu¢des de (96) no caso limite p = n.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 7.2.5 (Regularidade Log-Lipschitz) Seja w uma solucdo de viscosidade de (96),
onde 3,7,g9 € C**(T,) para algum o € (0,1) e f € L™(Bf) N C°(BY). Existe constante
vo > 0 que depende apenas de n, p, \, A, 1o, o, || 8 ||Co,a(Tj) e ||y HC’OA,Q(Til) tal que se,

1
][+ |Pp(z,y)|"dr < vy, Yy € B;Vr € (0, 5) , (118)
B}

entdo u € COLeg—Lw (BI) e vale a seguinte a estimativa
2

[u(z) —u(y)|
< C ( =) n & 7) ?
Iii‘% ’I’ _ y’ ln(\x — y‘,l) = ||u||L (B) + ||f||L (B) + ||g||COv (T1)
w#yz

onde C > ( depende apenas de n, \, A, pio, || Bl co.ewry € V] coo i)

Demonstracao: Assim como no Teorema 7.1.2 podemos supor sem perda de generalidade que
lull ey < L N flln@sy < mellgllcoa) < 1, onde n > 0 € a constante do Lema 7.2.4.
Escolhamos vy = 7.

Fixado y € T%, afirmamos que existe sequéncia de fungdes afins (/;)gen da forma
(7)) = ap + by - (x — y)
satisfazendo

sup |u— | < p", (119)
B::k(y)

onde p € o raio da semi-bola encontrado no Lema 7.2.4. Além disso, tal sequéncia devera

satisfazer para todo k € N,
lags1 — ag] < Cp* e |bpr — b < C, (120)

onde C > 0 é uma constante universal. Com efeito, provemos tal afirmacao por indugdo em k.

Realmente, o caso k = 1 é o Lema (7.2.4). Agora supondo que vale para k, definamos a fungao

(u— 1) (y + p"x)
ok

() =: , v € B UTy,

vemos que vy € solucao de viscosidade para

Pk(l)ka,lﬂ ::j}(x) cm IST
By - Dug + yevr, = gr(z) sobre Ty,
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onde
([ Fu(X,z) = pF (pikx,erpkx)
ful@) = pFfly + pra)
Br(z) = By + phx)
w(z) = py(y + phe)
gr(x) = gly + o) = By + p*) - by — v (y + pF)lk(y + pFa).

\

Observemos que Fy é um operador (A, A)-eliptico e pela hipétese (118) é possivel checar que
foen@rar={  (opty)ds <o
Bir B;rk (v)
Além disso, pela suposi¢cao sobre a norma L™ do termo fonte f temos,
o= [ IFEPd < 1 g, <0
/BT B (1) L™(BY)
E também vemos que

[5k]o,a,Tﬁ = Pka [ﬁ]o,a,Tpk(y) < H5“¢‘°v°‘(TT) < 00,

k(l—i—a)[

[%]o,a,TT =p ﬂo,a,Tpk(y) < ||7HCO"1(T71) < o0

Al

8lo0ms < P loaiie + P18 Bloarrgy + A Nkl Monmrm +

+ Pl e s (0 + 2o

< [g]o,a,ﬁ + Pka|bk| [ﬁ]o,a,ﬁ + ||k ||L°°(ﬁ) [’V]o,a,ﬁ +

+ diam () bl 9

< HgHCOva(Til) + p’”|bk|||ﬁ\|co,a@ + ”lk”LOO(Til)H’)/HCO’D‘(Til) +
+ 27 bl 1Vl o ayy < 00

pois, 3,7, 9 € C%*(T), ||lk||Loo(W) < 3 (por (119)) e |bg| < [ba| + C(k — 1) (por (120)) e
portanto, p**|b.| = o(k) quando k — oc. Isso conclui que B, Vi, g € C**(T;) Assim, pela
hipétese de indugdo de (105) temos que [[vg[[ ;= p+) < 1 e daf estamos nas hipteses do Lema

7.2.4 e aplicando o mesmo podemos encontrar fungdo afim [ () =a+ b- z de tal sorte que

sup v — 1| < p, (121)
Bf

sendo as constantes a e b universalmente limitadas por uma constante positiva C > 0 universal.
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Definindo a1 = aj, + p*a e by, = by + b vemos pela limitagcdo universal das constates a e b

que
a1 — ar] < Cp* e |bry — by < C.

E pondo Iy 1(x) = agi1 + bgr1 - (z — y) temos reescalonando a desigualdade (121),

sup Ju — Lt] < P

+
Bpk+1 (y)

Com isso provamos o afirmado. Agora notemos que a sequencia (ay)ren € de Cauchy em R e

consequentemente existe a., = klim ax. Agora provemos que a., = u(y). Com efeito, fixado
— 00
k € N vemos que a condic¢ao (119) também € vélida para B:k (y) por densidade e assim
yEB;k (v)

u(y) —axl = |uly) = L(y)] < sup Ju—Ll <p° =0,
B;rk(y)

quando k — oo pois, p € (O, %) Isso prova que a; — u(y) e assim pela unicidade do limite
segue a igualdade afirmada. Por outro lado, de maneira andloga a prova do Teorema 7.1.2,
temos que a estimativa entre termos consecutivos da sequéncia (ay)reny em (120) implica para
todo k € N,

C k
u(y) — ag| < —p°. (122)
[u(y) k| 1 P

Também por (120), pondo by, = 0 temos para todo k € N,
k—1
bl <) Ibjer — by| < Ck. (123)
=0

Vale a pena observar que na constru¢do acima nao temos garantia sobre a convergéncia da
sequéncia (b )ren € assim tal sequéncia pode ser convergente ou nao.

Por fim, dado 7 € (0, p) podemos encontrar k € N de tal maneira que p**1 < r < p*. Dai, por
(119), (122) e (123),

sup |u(x) —u(y)] < sup |u— | + u(y) — ap| + |bx| sup |z —y|
z€BT (y) B (v) z€B (y)

C C
< sup |u—I] + 1—pk + Ckr < p" + 1—pk + Ckp*
Bh () —r -

C C/1
= (1+—> p" 4 Ckpt < C(p" + kpF) = = (—+1) ko,
1—p p \ k
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donde
r>phtl
sup |u(z) —u(y)] < Ckr
2B (y)

< 7nlogr

- log p

= — rlogr
—logp

= —Crlogr, (124)

onde usamos acima o fato de » < p* implicar, devido a funciio t — logt ser crescente, que

logr

logr < logp, ou seja, osp = k(pois p < % e assim logp < 0). Agora provemos de fato

que u € COLeg—Lip <BI> De fato, sejam = € B} com y € T;. Temos dois casos a serem
2 2
estudados:
1°Caso: e ' >r=|z—y|>p

Nesse caso, segue que 7 log(r~1) > plog(p~') e assim

———
[u(x) —u(y)| < IW@M)S 2 _
|z — y|log(|lz —y|~!) plog(p=1) p(1—p)
2

para C' = Sa=p) sendo que usamos acima a desigualdade cléassica do logaritmo

_ 1
log(p 1)21—F:1—P-

2°Caso: r = |z —y| < p

Observemos que a estimativa (124) também vale em B} (y) e dai como = € B (y) segue

de tal estimativa que

lu(x) — u(y)| < —Crlogr

< —C.
|z —y|log |z —y|=t = |z —y|log|z — y[~!

Portanto, fazendo C = max{C/, @}, dos casos acima e [54, Teorema 2] concluimos que u €
CO-Log=Lip (B_J{) e a estimativa desejada segue. m
Observacao 7?2.6 A razdo ao qual tomamos p no Lema 7.2.4 tal que p < 1/e é devido no
intervalo (0,1/e€) a fun¢do w(t) = tlogt é crescente.

Observacao 7.2.7 Uma consequéncia interessante do Teorema 7.2.5 é que para operadores
F' com coeficientes constantes, ou seja, da forma F' = F(M), obtemos em certo sentido o

resultado do Teorema 2.3.15 com o ganho que valer a Holder regularidade para todo o € (0, 1).
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7.3 Cason < p < oo - Regularidade 6tima do gradiente

Nesta parte desenvolveremos o estudo da regularidade 6tima de solugdes para (96) na 6tica do
termo fonte f € LP(B;) para parAmetros de integrabilidade n < p < co. A regularidade nessa

1,v

parte serd C',)., onde v € (0, 1) é uma constante 6tima dependendo do expoente de regularidade
6timo C'* do problema homogéneo com coeficientes constantes e condi¢des de bordo obliquas
(ver Teorema 2.3.16 para detalhes), bem como do parametro de integrabilidade do termo fonte.

Explicitaremos agora mais um pouco sobre a constante v. Tal constante serd

) _ n
V::mln{a ,1——},
p

onde a € (0, 1) é o expoente de Holder da regularidade do gradiente dos termos /3, vy e g e da
regularidade C'>* para solugdes do problema (96) quando f = 0 (isto é, problema homogéneo)
e F' tem coeficientes constantes como ja citado acima. A simbologia acima de v deve ser

compreendida da seguinte forma

1,0
loc

1,1-2
{Sel—%<a entio uec (). *

Sl—%Za entdio wu € (), para qualquer 0 < 0 < a.

Feita essa observacao prosseguiremos de maneira similar as tltimas duas sec¢des. Inicialmente
temos o seguinte

Lema 7.3.1 Seja u uma solucéo de (96), onde B3, v, g € C**(T,) para algum o € (0,1). Dado

@ € (0,«a) existemn > 0ep € (O, %} dependendo apenas de n, p, A\, A, 1o, o, @,

1Vl co.e iy € 19l co.ery) tais que, se

BHCO,a('ﬂy

foesra <ot e [ |f@pds <o,
Bf +

By

para algump > n. Entdo existe uma funcdo afim l(x) = a+b-x com coeficientes universalmente

limitados, no seguinte sentido

la| + [b] < C(n, A, A, o, v, Hﬁ”cw(ﬁy HVHCM(Ti)’ ||9"00,0(T1))7

tal que
sup [u — p| < p'*e.
Bf
Demonstracao: A demonstragdo segue de maneira similar a do Lema 7.2.4. Fixemos § > 0

que determinaremos a posteriori. Pelo Lema 7.0.1 e o Teorema 2.3.20, podemos considerar 5
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solucdo de viscosidade para

F(D?h,0)=0 em B7
8
B - Dh+~h = g(x) sobre Tg
h=u em 0BT\ T,
8

tal que

sup |u — h| < 9. (125)
By
8

Pelo Teorema 2.3.16 segue que h € C1*(B}) e
3

HhHCm(> < C=Cn, A A, po, o, 1Bl go.e ey Vo 19l coaqrry). (126)

B}
3
Definamos a = h(0) e b = Dh(0). Por (126) segue que

2
sup |h —I| < Crite vr € (0, —) . (127)

B 3

Por fim, escolhamos p e  pondo

1
1\a= 1 -
P m{(QC) ’2} © 2

Observemos que essa escolha determina a constante 77 > 0 devido ao Lema 7.0.1. Para a
limitagcao universal das constantes a e b temos diretamente de (126). Para o que falta, de (125)

e (127) obtemos que

sup|u—1I| < supl|u—h|+sup|h—I| <sup|u—h|+sup|h—I| <6+ Cptte

B B} B BY Bf
8
j - 1 1 .- 1 .- _
< 1+ I4a _ = 14+« Z4a _ l+a
O que encerra a prova do Lema. ]

Com esse lema de interacdo temos todas as ferramentas necessdrias para provar o seguinte
Teorema 7.3.2 (Regularidade C'© 6tima) Seja u solucdo de viscosidade do problema (96)
onde (3,7,g9 € CO*(T,), f € LP(Bf )N C°(BY) parap > ne

) _ n
V:mm{a ,1——}
p

Entdo, existe constante positiva vy dependendo apenas de n, \, A, j1g, p,

BHCO»a(ﬁ) € ||7||Cova(ﬁ)
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tal que se

1
][+ |®p(z,y)|"dx < vy, Yy € BT, Vr € (0, 5) : (128)
B 2

r

entdo u € C+ <BI>e ainda vale a estimativa
2

HUHCLV@) < Clllull poe gy + Il osyy + l1gllcoadm);
1
2

onde C > 0 depende apenas de n, \, A, po, p, &, @, || Bl co.a iy € |7/ co.o -

Demonstracao: Como nas secdes acima podemos assumir sem perda de generalidade que
[ull ooy < L fllesry < nellgllcoaemy < 1, onde n € a constante do Lema 7.3.1 ¢
ponhamos vy = 7. Fixadoy € T 1 afirmamos que existe sequéncia de fungdes afins (I )ren da

forma l(z) = ay + bi(z — y) tais que para todo k € N vale

sup |u — I < pFH) (129)
B:k(y)
e
|ap1 — ax| < CpP) e |byy — by| < Cp*, (130)

onde p € o raio no Lema 7.3.1 e C € uma constante universal. De fato, provaremos por inducio
em k. O caso k£ = 1 € simplesmente a aplicagdo do Lema 7.3.1. Agora supondo que vale para

algum k € N, definamos a seguinte fungdo

(=) (y + pha)
() = PR+0)

,IerUTl

Pela hipétese de indugdo vale (129) e daf segue que [|vg|| sy < 1. Além disso, vy, € solugdo

de viscosidade para

Fy(D*v,,x) = fp(z) em B
Br - Dug + vevp = gr(x) sobre Ty,

onde
[ B(X.z) = pHOVF (,)W—HX Y+ p’“:c)
fu(z) = pPIfy + pha)
Br(x) = Bly+ prx)
w(x) = pMy(y + pha)
ge(x) =1 p ™ (gly + pFx) — By + pFx) - be —y(y + pr2)le(y + pF)).
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Segue da defini¢ao de Fj, que é um operador (A, A)-eliptico e pela hipdtese (128) € possivel

checar que
fen@ras={ jorylds <o
Bir Bjk (y)
Além disso, segue também pela defini¢ao de f; que

[ nrde= [ U@ < I g, <
BT B:k(y)

E também vemos
[ﬁk](),a,T*l = Pka [6]07Q,Tpk(y) < ||5||00,a(ﬁ) < 00,

k(l—i—a)[

[’Yk]o,a,ﬁ =p ’Y}OQT ) = H’YHCO@ (Ty) < 0

e para g temos que

okloar < 0N (go 0 + 06l Blo 0y + Ikl Wowrym) +
+ Pk(a_y)[lk(y+0 ')]Oaﬁ||7||Lw(T k()
< lgllcoaemy + £ 10xll1Bllcom () Nkl ooy 17l oy +

217 p byl o ) < 00,

+

uma vez que, como na prova do Teorema 7.2.5,

< 5 e p b = o(k)

l\DIC«O

Uie|| oo
1kl (T 5 ()

quando k — oo, pois @ > v. O que garante que B, 7k, gx € C**(T). Logo, podemos usar o
Lema 7.3.1 para garantir a existéncia de uma fungdo afim [, () =a-+ b -z de tal sorte que

sup v, — | < p'*, (131)
B}

sendo as constantes @ e b universalmente limitadas por uma constante positiva C > 0 universal.
Definindo ay, = ap+p* T ae bpy = b+ pk”b vemos pela limitacao universal das constates

aeb que
a1 — ar] < CPF) e by — b < Cp.

E pondo l11(x) = a1 + bgy1 - (x — y) temos reescalonando a desigualdade (131),

sup |U . lk+1| < p(k-ﬁ-l)(l—i—l/)‘

+
Bpk+1 (y)
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o que prova que vale a afirmacdo para k+ 1. Dai, segue por indugdo a existéncia da sequéncia de
funcdes afins (I;)xen satisfazendo as condigdes (129) e (130). Agora por (130) obtemos que as
sequéncias (ax)ren € (b )ren 830 de Cauchy em R e R™, respectivamente. Neste caso existem
os limites a,, = limy o ag € boo = limg_o bx. Como no Teorema 7.2.5 é possivel ver que
(oo = u(y). Além disso, de maneira similar a0 mesmo teorema citado, é possivel ver que para

todo k£ € N vale as seguintes ordens de convergéncias das sequéncias (ax)ren € (br)kens

C C
|l < —— ) e p | < kv 132
[uly) — ax| < 7 — i e |boo = b < 5 —’ (132)

Agora dado r € (0, p), escolhamos k € N de tal sorte que ocorra p**1 < r < p*. Por (129) e
(132) obtemos

sup |u(z) —u(y) —boo(z —y)| < sup |u(z) — ()] + [uly) — axl +

z€Bf (y) zeBf (y)
+ sup (b = boo) - (2 — )|
zeBf (y)
< sup |u — 1| +1_—pl+ypk(1+u)+ bk — boo|7
Bpk (y)

< pk(1+11) _i_L k(1+u)+

kv k
p PP,
1_p1+V 1_pl/

onde usamos que r < p* daf podemos concluir que

C C
sup |u(z) —u(y) — bo(z —y)| < (1+ + )pk(1+u)
meBm)\ () = u(y) = boo(z —y)| =

pll—l-u (1 + 2_pr) D (1+)

< Critv, (133)

IN

Como essa estimativa vale paracaday € T 1e sendo mais preciso, temos que b, = by (Yy).

De (133) e por estimativas interiores para o gradiente [54, Secdo 4] segue que u € C* <B_J£),
2
onde b (y) = Du(y). E de maneira similar a prova do Teorema 7.1.2, vé& se que, de fato,

ue Ct (B_1L> com a estimativa desejada. n
2

Observacao 7.3.3 Fazendo um ajuste na prova do Teorema 7.3.2 prova-se que u € C’llo’?.
Nessa linha de raciocinio, tal teorema acrescenta um ganho grande de precisdo quando esti-

mamos com a melhor regularidade possivel dentro das hipoteses impostas.

7.4 Caso BMO - Regularidade Log — Lip do gradiente e estimativas de Schauder

Nessa parte, estudaremos o médulo de continuidade de solu¢des do problema (56) sob o cendrio
do termo fonte f € p — BMO(B{) N LP(BY) para parAmetros reais p > n — & sendo gy a
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constante de Escauriaza. Diferentemente das secdes anteriores, inicialmente trabalharemos com
operadores com coeficientes constantes. Neste caso, teremos que u serd C}. . com o gradiente
com médulo de continuidade Log-Lipschitz. Mais precisamente u € C'1-F09=Lp (BI) como na
defini¢do abaixo. i

Definicao 7.4.1 Uma fungdo u pertence ao espago C*L9=LP(Q) para k € N, se u € C*(Q) e
Doy € COLe9=Lir(Q) para todo multi-indice o de comprimento k.

Como dito acima trataremos o problema (96) com coeficientes contantes, mais precisamente,

estudaremos o problema

2 _ +
{ F(D*u)=f em B (134)

B Du+~yu=g(x) sobre Ty,

onde assumiremos nessa parte a seguinte hipotese:
(BMO1) Para qualquer matriz M € Sym(n) tal que F'(M) = 0 temos que o problema pertur-
bado

8

F(D*h+M)=0 em B}
f - Dh+~vh = g(z) sobre T,

admite solugdes h € C*% (E) nco <BJZr U Tg) para algum & € (0, o], onde o € (0, 1) é tal
3 8

que 3,7, g € C**(T,), e com estimativa

17 HCM( o) <C <HhHLw<Bz> + HgHCLa(Tg)>

para alguma constante universal C* > (.

Observemos que tal hipdtese sempre € verdadeira quando supormos que F' € convexo pelo
Teorema 2.3.17.

Observacao 7.4.2 Observemos que assumindo a hipdtese (BMO1 ) temos que a seguinte condi¢do
também ¢ satisfeita para qualquer ¢ € R: Para qualquer matriz M € Sym(n) tal que
F(M) = c entdo o problema

F(D*h+M)=c em B?
8 (135)

B Dh+~h = g(x) sobre T%,

é tal que h € C*° (_Jgr> neo (BJZr U Tg) para algum & e com estimativa
3 8

||h||02a< 7) <C <||h||Lm<B¢) + ”9“01@@7)) ,

onde C, depende apenas de C* e |c|. De fato, definindo F'(X) = F(X) — ¢ temos que F tém
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as mesmas propriedades estruturais que F' como, por exemplo, elipticidade uniforme como os
mesmos coeficientes de elipticidade. Dai se M € Sym(n) é tal que F(M) = c e h € solugdo

de viscosidade para (135), entdo h também é solucdo de viscosidade para

F(D*h+M)=0 em B}
8
B Dh+~h = g(z) sobre T,

com F(M) = 0. Dai, pela condicio (BMOI) segue que h € C*% (B;) com estimativa
3

||h||02,&(B§) < Cr (HhHL‘X’(Bg) + ||9||Cm(Tg>> ,

mas solugoes desse problema acima sdo solugoes de (135) e assim segue o afirmado.
Precisaremos nessa parte como nas se¢des anteriores de uma versao de lema de aproximagao
parecido com o Lema 7.0.1. Porém, nesse caso pelo interesse do termo fonte estar em p-BMO
devemos assumir a condi¢do da semi-norma p-BMO ser pequena. Em resumo temos o seguinte
Lema 7.4.3 (Aproximacao para operadores de coeficientes constantes) Seja u solucdo de vis-
cosidade de (134) comu = ¢ em OB{ \ T, para p € C°(OB{ \T1) tal que ||| o op\7,) < &
para alguma constante positiva ¢, onde g € C%*(T,) para algum o € (0,1) e tal que
9llcoacrry < € sendo € > 0 constante e p € [n — &,00) (gg constante de Escauriaza).
Dado 6 > 0, existe n > 0 dependendo apenas de n, \, A, p, d tal que se

||f||p—BM0(Bl+) <,

entdo se h é solucdo de viscosidade de

F(D?*h)=(f)y em B
p-Dh+~h = g(x) sobre T
h=u em 0BT\ T,

8

ool 00N+

entdo

sup |u — h| < 6.

By

8
Prova: A demonstracdo tem parte os argumentos semelhante ao do Lema 7.0.1, porém apresen-
taremos devido questdes didaticas e na sutileza da mudancga de alguns argumentos. Para isso,
suponhamos por absurdo que a tese do lema seja falsa. Entdo existe uma constante positiva

dp tal que a tese do lema ndo seja satisfeita. Assim, existem sequéncias de fungdes (F})ien,
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(fr)kens (uk)ren, (hr)ken € (gr)ken tais que ug e hy satisfazem no sentido da viscosidade

B« Duy + yuy, = gr(z) sobre Ty
U = Y €M 8B1+ \ Ty

F(D?hy) = (fx)1 em BJ%F
B - Dhy + vhy, = gi(x) sobre T%
hk = U cm 8BJ{\T%,
8

onde ||90kHLoo(aB{r\T1) < € [[gkllgoam) < €2e ”kap—BMO(BD < - sendo que

sup |uy, — vg| > 0o, Vk € N, (136)
B
8

Notemos que por termos um controle da semi-norma p-BMO também temos pela Proposi¢ao

?? que

1
||fk||Lp(B{r) < Cp”kap—BMO(B{r) < CPE

donde pela Estimativa ABP(Lema 2.3.13) obtemos que

IN

||<Pk||Loo(aBl+\T1) + C(n, A, A, po) - (kaHL"*EO(Bf) + llgwllroe(Ty))
< &+ Cn, A A, o, p,€0) - (Lfrll oy + gkl o)
< C(n7€07p7 >‘7A7,u07€17€2)7 Vk e N (137)

||Uk||Loo(Bl+)

Dai, usando o Teorema 2.3.15, garantimos que existe o’ € (0, 1) com dependéncia apenas dos

parimetros n,\, A e ju tal que u € C% (B_er) e ainda vale a seguinte estimativa
8

luell .. () < G A A, pos Yl oo o)) (nll oo gy + | fell po-co agy + gl oo (ryy)
7

8

IN

C(Huk”Lw(B{f) + ||fk||Lp(Bl+) + lgrllzeory))
< C(Huk”Loo(Bj) + ||fk||Lp(Bl+) + ||9k:||007w(T*1))> (138)

onde C = C(n, A\, A, o, p; €0, ||7|| oo (1,)). Assim, por (137) e (138) segue que

T
B7
8

||uk||00,a’ (7) S C(n7)\7A7H’07p7 €0, ||’Y||L°°(T1)7 Qzl) 62)7Vk € N.
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Nesse caso, obtemos que (uy)zen € uma sequéncia limitada em C% <B_J£> donde por esta
limitacdo segue que tal sequéncia é equicontinua e pontualmente limitada. N8 essa linha, também
temos 0 mesmo para a sequéncia (g )xen € por os operadores F, serem (A, A)-elipticos segue
que a sequéncia (F},)y satisfaz as hipéteses de equicontinuidade e limitagdo pontual em con-
juntos compactos de Sym(n). Assim, podemos usar o Teorema de Ascoli-Arzela e obter sub-
sequéncias de fungdes (ug,)jen € (gk,)jen € de operadores (Fy;)jen tais que uy, — Us €m
L> (B_J%’) gr; — goo em L®(Ty) e Fj,, — F,, em conjuntos compactos de Sym(n), onde
F, € um operador (A, A)-eliptico. Ademais, como || fx, ||LB;r < % para todo k£ € N segue que
a sequéncia (f;,) é de Cauchy em L?(BY) e dai existe fo. € LP(BY) tal que fi, — fo em
LP(BY). Dai, para toda ¢ € C?*(B,(z)) com B,(zo) C B7,

|Fy, (D*0(x)) = fi,(2) = Foo(D*0(2)) = (foo)i| < |F, (D*@(x)) — Foo(D*0())| +
+ | fiy (@) = (e, )1 +
+ |(fr; )1 = (foo)al,

donde pelas hipGteses acima sobre f},; € a convergéncia Fy,, — [, em conjuntos compactos de
Sym(n) segue que

Jim || £, (D*0(4) = fi, () = Foe(D*0()) = (foc)1ll o8, (w0)) = O-

Portanto, pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 podemos concluir que u., € solu¢do de viscosidade
de

FOO(‘DQUOO) = (foo)l em B;—
8
B Do + Yoo = goo(x) sobre Tz

Por fim, definindo wy; := o — hy; obtemos pelo Principio de Comparagdo Teorema 2.3.18

que

wkj €S (%7/\7 (foo)l - (fl@)l) cm Bg
G- Dwy; +ywi; = goo — gr; sobre T

Wi, = Uog — U, €M GBJZF\T%,
8

donde novamente pela Estimativa ABP 2.3.13 vemos que

8

. < — Up. — )
o () < o uk]nm(%w)+c(u<foo>1 (il +

" ||goo—gkj||Lw(T7)) o,
8
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quando 7 — oo. Logo, hkj — Us €M B_Jz“, o que € um absurdo devido a (97). Isso encerra a
prova do lema. ) ]
Com essa ferramenta de aproximagao podemos garantir uma aproximagao quadratica para solugdes
normalizadas com semi-norma p-BMO pequena.

Lema 7.4.4 Seja u solu¢do normalizada de

F(D*u+M)=f em Bf
B Du+~yu=g(x) sobre Ty,

onde B3, v, g € CY*(T}) para alguma constante o € (0, 1), M € Sym(n) é tal que F(M) =0
e assuma a condi¢do (BMOI). Existemn > Qe p € (O, %] dependendo apenas de n, p, \, A,

Yoy € llgllore ) tais que, se

/J’O) Q, C*) /BHCLO‘(T*I);

||pr—BMO(Bl+) <,

para algum p > n — e. Entdo existe um polindmio quadrdtico P(z) = a+b-x + %:BtM:E com

coeficientes universalmente limitados, no seguinte sentido

lal + [b] + [M]| < C(n, A, A, pos @, |Bll gy 1Vl ore ey 9 llore )

tal que
sup u— P| < o7
By

Ademais, ainda temos que F(M + M) = (f).
Demonstracao: Fixemos 6 > 0 que escolheremos adiante. Pelo Lema 7.4.3 e o Teorema 2.3.20,

podemos considerar h solugdo de viscosidade para
F(D*h+M)=(f); em B?
8
B - Dh+~vh = g(x) sobre T:
h=wu em 8B§\T%,
8

tal que

sup |u — h| < 6. (139)
BY
8

Pela hipétese (BMO1) e a Observagio 2.3.16 segue que h € C*%(BY) e

w4

HhHCw() < C=C(n, A A, o, a0, [|Bll oy [Vl gowerys 9l o). (140)
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Definamos a = h(0), b = Dh(0) e M = D?*h(0). Por (140) segue que

. 2
sup |h — P| < Cr?t® Vr ¢ (0, §> . (141)

B

Agora facamos as seguintes escolhas das constantes p e d pondo

, 1\ 1 1,
p—mln{(ﬁ) ,5} eé—ip.

Com essa escolha fica determinada a constante > (0 devido ao Lema 7.4.3. Sobre limitacdo
universal das constantes a, b e M, temos garantida pela estimativa (140). Por fim, de (139) e

(141) obtemos que

sup|u — P| < suplu—h|+sup|h— P| <sup|u— h|+sup|h— P| <6+ Cp*™°

Bf Bf B/ B} B}
8
1 1 1 1
< Ty T ypra_ 222 2
S 5f (2p0‘> P S TP =0
encerrando a prova do resultado desejado. ]

Para o principal resultado dessa parte precisaremos das seguintes hipoteses:
(A) (Regularidade do termo fonte) Assumimos no problema (134) que o termo fonte f
pertence ap — BMO(B{) N LP(BT) N CY(BY) parap € [n — &y, 00).
(B) (Regularidade dos dados de bordo) Também assumimos que /3,7, g € C**(T1) e exis-

tem constantes ag, ., € (0, @] tais que

D D
sup [DA(@)] =0(r=*) e sup [Dy(@) =0(r ), VyeT. (142)
I,ZGW T — Z|a I,ZGW T — Z’a 2

quando r — 0, onde O é a notacdo de Landau.
Agora apresentaremos um dos resultados principais desta se¢ao.
Teorema 7.4.5 (Regularidade C'*1°9~Li . coeficientes constantes) Seja u uma solugdo de vis-
cosidade para (134). Assuma as hipoteses estruturais (BMOI), (A) e (B). Entdo, u €

Chleg=Lip <BI> e a seguinte estimativa ocorre
2

u(z) — u(y) — Du(y) - (z — y)|
) < C<||u||L°°(B1*') + ||f||p—BMO(Bl+) + Hchl,a(Ti))a

sup
- |z — y|?log(|x — y|!
z#yQ

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, \, A, pio, o, Cg, p, C, || 8 Hclva(Tﬁ)

e |7l gy
Demonstracao: De forma similar as se¢des anteriores, podemos supor sem perda de generali-

dade que [|ul| oty < L [[fll,—proms) < mellgllcreey) < 1, onde n € a constante do Lema



155

7.4.4. Fixado y € T% afirmamos que existe sequéncia de polindmios quadraticos (P )xen da
forma Py(z) = ap + by - (v —y) + %(:p —y)! My, (x — y) satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) F(Mg) = (),
(i) sup |u— Pl < p*,
B (v)

(i) |ap—y — ar| + p* ooy — be| + p*F V| My_y — M| < Cp**RY,
para todo k > 0, onde P_; = P = §(x — y)'My(x — y) para My € Sym(n) é tal que
F(My) = (f)1 e p é o raio da semi-bola do Lema 7.4.4. Com efeito, provaremos o caso por
indugdo em k. O caso k = 0 € satisfeito de forma clara. Agora suponhamos que vale o desejado

para algum £ e definamos a seguinte fun¢ao auxiliar

(u— P)(y + p'z)

p2k ,‘TGBTUTl

v(z) =:

Notemos que vy, € solugdo de viscosidade de

Bk: . D’Uk + YV — gk(ZL‘) sobre Tl,
onde fi(z) =: f(y + px), Be(x) =: By + p*x), y(z) =: p"y(y + p¥z) e gx pondo
gr(x) = p~"(g(y + p*x) — By + p*x) - DPu(y + p*z) — v(y + p*2) Pe(y + p'x)).

Observemos que pela hipétese de indugdo segue que de (ii) implica que||vg]| @ < 1, além
de que pela definicdo de f,

S =

kaHp—BMO(Bf) = Sup (][ |fk($)_(fk>ro,p|pd$>
B, (z0)NBT

o€, r>0

= sup ][
onBIL,T'>0 B

D=

(y+pFao)NQ

|f(2') - (f)y+pkx0,rpk‘pdx>

rpk

donde

||fk||p—BM0(B{r) < ||f”p—BMO(BI+) <. (143)

Observemos também que B, v, € CH*(Ty), uma vez que, 3,7 € C4%(T,) (pela condigio
(B))e p € (0,3). Com o intuito de garantir as hipéteses do Lema (7.4.4) é suficiente mostra

que g, € C*(T,). Para isso, para qualquer indice s € {1,...,n} vemos pela Regra da Cadeia
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para derivadas de aplicagdes compostas que

Digi(x) = Dig(y+ p"z) — DiB(y + p*z) - DP(y + p*z) —
— Bly+p*z) - D;DPy(y + p'z)
— Diy(y + p*z) Pu(y + pFz) — y(y + p*2)D; Pe(y + ph2),

donde

IN

[Digklo o [Dig]amm + [DiB(y + o) - DP(y + 0o oy +
+ [By+p") - Di(DPe(y + 0" Noars + [Py + 0" ) Pe(y + 0" oot +

+ [+ p")DiPu(y + 0 )0t (144)

Agora, analisaremos cada uma das parcelas do lado direito de (144). De fato, por g € C*(T))

segue que [Dig]O,a,W < [lgllcragry < oo. Além disso,

[DiBly +p*) - DBy + 0" Noary < [Diblo.0 5w (Pko‘HDPkHLoo(W)) +
|DiB(y + p*2)|

i _ (63
ereTy T — 2]
TH#z

+ 2D Pl o)

= Hﬁ“cmm) (pkaH‘DPkHLOO(TPk(y))) ™

|DiB(Z)]
+ 2| DP| P sup o
L(T k() T 1z — zZ|°
THAZ
< 00,

uma vez que, pelo item (7ii) da hipétese de indugéo,

1
||DPk||Loo(W) < Tpc + Co(k) quando k — oo,

devido [My| < Ck + [Mol, [be] < 325 [b; — bja| < Cite

D;5(z
sup % < Cgp‘kaﬁ para k> 1
»‘C,ZETpk(y) |ZE - Z|

TAZ

(por (142) na condic@o (B)). E assim,

DAz o1
IDPUll ooyt suD % < 2CgpMem?) (—C + CO(Pkk)) — 0, (145)
P 1,2€Tpk(y) |‘/E—Z| 1_p
TAZ

quando k£ — oo, em particular, o lado esquerdo de (145) € limitado para todo k € N.
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Similarmente, temos também que,

1By + Pk') - Di(DPy(y + Pk'mo,a,?1 < pka[ﬁ]o,a,TPk(y)|Mk| < 2”5”01,@(?1)0(/{5)7

quando £ — oo, uma vez que, pelo item (iii) segue que |My| < Ck + |M,|. Para o terceiro
termo do lado direito de (144),

DAy + o) Py + 0" Noars < P D0l Pell i +

[Div(y + pa)]
2|| Pe|| 7 oo
+ || IfHL (Tpk(y)) I,Szli% |$ _ Z|a
TH#z

< |llgragry) + 20,07 para k> 1 (por (142)).

E finalmente,

vy + pk-)DiPk(y + Pk‘)]o,a,ﬁ < e [’Y]O,a,Tpk (y)HDiP’CHLOO(Tpk(y)) +

+ MYl ooy ) | M
< 2[vllere @ DBl oo (r ) +
+  [Vllere@yCn)o(k), quando k — oo.

Portanto, g, € C1*(T;). Dai estamos nas hipéteses do Lema 7.4.4 e assim garantimos que
existe polindmio quadrético P da forma P (x) =a+ b-x+ %xt]\;.l x com coeficientes univer-

salmente limitados com constante C > 0 e tal que

sup |vg — ﬁ| < p? (146)

Bf
e daf definindo ay41 = ai, + p2*a, byt = by, + p¥b e My1 = M), + M por (146) segue que

sup |u— Pe| < p**Y,
B;rk_H (y)

e com isso segue a condi¢do (ii) para k + 1. Além disso, a condi¢do (i) também € garantida pelo
Lema 7.4.4. Por fim,

|ar — arg1| + p* bk — bisa| + 7| My, — My | < p**[al + p*p"|b] + o[ M| < Cp*™

garantindo a condig@o (iii) para k£ + 1. Isso prova o afirmado por indug@o.
Com essa afirmag@o notemos que a condigdo (iii) garante que as sequéncias (ag)ken € (bx)ken

sdo de Cauchy e além disso, pondo a., = limy_,o, ax € bee = limy_,, by, temos que a, = u(y).

Com efeito, fixado £ € N notemos que a condicdo (ii) também vale para B:k (y) por densidade.
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Portanto, por essa observacio segue que

yEB:k(y)
lu(y) —ap| < |uly) — Puly)] < sup lu— P < p* =0 (147)
B+k(y)
p

quando k — oo. Dai, ay — u(y) e pela unicidade do limite segue o desejado.

Por outro lado, pela condicdo (iii) temos as seguintes ordens de convergéncias das sequéncias
(ar) e (b)

C C
[uly) — ax < — p2p2k e [boo — bi| < Tppk (148)

para todo k£ € N. Além disso, apesar de ndo termos garantia de convergéncia da sequéncia

(M) ken, a condigdo (iii) garante ainda que
|My| < Ck (149)

para todo k € N. Dai, fixado € (0, p) (e assim p < 1/2 < /1/e) escolhamos k£ € N de tal
maneira que p**! < r < p*. Por (148) e (149) obtemos que

sup |u(r) —u(y) —bo(r —y)| < sup |u— Pl + |u(y) — ax| +
2€B; (y) z€B (y)
+  sup |(bp — bo) - (x —y)| +
z€B; (y)
+ sup [Mi(z —y) - (z —y)|

wer

IN

sup |u — Pyl + p% 4 by — boo|r + | My |r?

B:k (y)

1—p?
e assim por (ii) € r < p* segue que

C C
sup [u(z) —u(y) —boo(w —y)| < P+ 5" + 7——p"r + Chr?
z€B (y) - p —p

IN

1_
(1+1 ¢ + Cp)pzk—l—Ckp%

C C
ka + 2p2k + prk + Okp2k

IN

IN

p

< Ckp** D) < —Cr?logr, (150)

onde na ultima passagem procedemos de maneira inteiramente andloga a demonstracdo do Te-

orema 7.2.5 na estimativa (124). Dai, segue pela arbitrariedade de y € T 1 que boo = boo(Yy),
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(150) e [54, Teorema 3] que u € C* <B_J£) com Du(y) = boo(y). Ademais, de maneira andloga
2

ao Teorema 7.2.5 segue que u € CLFog—Lip (B_ir) com a estimativa da tese desse resultado
satisfeita. i |
Segue imediatamente do Teorema 7.4.5 o seguinte

Coroldrio 7.4.6 Sob as hipéteses do Teorema 7.4.5 garantimos que u € O (B_ir) para qual-
quer o € (0, 1). ’
Observacao 7.4.7 A respeito do Teorema temos os seguintes aspectos que vale a pena ser pon-
tuados:

i. Sobre o problema (134) com respeito ao Teorema 7.4.5. Nesse caso, fazendo paralelo
com o artigo [54] Teixeira para a regularidade interior, é necessdrio de uma versdo do
Teorema 2.3.17 para operadores com coeficientes varidveis e assim proceder semelhante
ao caso de coeficientes constantes do Teorema (7.4.5). Mais adiante mostraremos que
dentro de certas condicoes tal versdo é verdadeira.

ii. Notemos que a técnica empregada no Teorema (7.4.5) com leves ajustes pode ser adap-
tada para a prova do Teorema (??) levando em consideracdo a necessidade de uma Teoria

W?2P para o problema (82).

7.4.1 Estimativas BMO em proveito da estratégia do operador recessao

Agora apresentaremos uma versao do Teorema 7.4.5 sob o contexto assintético, mais preci-

samente remontando a andlise tangencial garantiremos uma versao um pouco melhor de tal

teorema. Tais ideias que vao ser apresentadas aqui foram inspiradas no livro de Pimentel [45].
Para o que segue, precisaremos da seguinte hipotese estrutural:

(BMO)* O operador F' do problema (96) é tal que F** cumpre a condicdo de estimativas C>“ a

priori se dada gy € C1* (T_%) solugdes do problema

8

FYD?h) = 0 em BT,
B-Dh+~vh = g sobre T%,

sdo de classe C** (B;) com estimativa
3

||h||cz,a(B§> < <||h||LOO<B£> + ||9||CM(Tg>> :

para alguma constante universal C* > 0.
Inicialmente precisaremos do seguinte lema de iteracao.

Lema 7.4.8 (Aproximacao quadratica) Seja u solucdo de viscosidade normalizada para

F (D) = f(x) em BY,
B-Du+~yu = g sobre T}.
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onde [ € (p— BMO(BY)) N LP(Bf) N C*(BY) para p € [n — &,00), f,7,9 € C+*(T)).
Assuma a hipétese (BMO)*. Entdo existem p € (O ) To > 0 en > 0 constantes dependendo

) ||f}/||cl,a(T71) HV”CLO‘(Til) tais que, se

apenas de n, p, A\, \, 1o,

1 l-promsy <n e T<T7

entdo, existe um polindomio quadrdtico da forma P(x) = a+b-x + %xtM T com coeficientes

universalmente limitados, isso é, existe uma constante C' > 0 que depende apenas de n, \, A,

eraem) e 1Vllcrer) tais que

Ho, &,

la] +[b] + [[M]] < C.
tal que

sup [u — P| < p”.
B

Além disso, vale que F*(M) = 0.
Prova: Seja o > 0 constante a ser escolhida a posteriori. Aplicando o Lema 3.1.5 e o Teorema

2.3.20 temos que existem 75 € (0,1), 7 > 0 e h solucdo de viscosidade para

FYD?h) = 0 em BT,
8
B+-Dh+~h = g sobre T%

h = u em OB \T:
8
satisfazendo
sup |[u — h| < 4. (151)
BY

3

Agora pela hipétese (BMO)* que h € C? O‘(_Jg) com estimativa
3

||h||02a( ) < CF <||h||LW<B#) + ||9||Cl,a(T7>) :
3 3 3

E como no Lema 7.4.4 segue que

7] < C=C(n, A A, o, 0, C [|Bllore s Ml greqrrys lgllorem)- (152)
)

CQ&( 42’
3
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e tomando a = h(0), b = Dh(0) e M = D?*(0) temos para essa constante acima que
2+a 2
sup|h — P| < Cr*™ Vre (0,= ). (153)
B 3

Agora escolhendo

. 1\* [1 1,
p—mm{(%) , E} e(5—§,0

segue que fica bem determinado 7y e 1. Além disso, por (151), (153) e as escolhas acima segue

que
1 1
sup [u — P| < sup [u — h| +sup |h — P| < §+ Cp*™ = S p* + 5 p* = p*.
Bf Bt Bt 2 2
P P P
Por fim, a limitag@o universal das contantes de P segue de (152). Isso encerra a prova. ]

Com isso temos todos os ingredientes necessarios para enunciar € demonstrar o seguinte

Teorema 7.4.9 (Regularidade C'1°9~LP . assintético) Seja wu solucdo de viscosidade para

(134). Assumamos as hipdteses estruturais (BMO)*, (A) e (B). Entdo, u € CFos—Lip (BI) e
2

ainda vale a seguinte estimativa

sup lu(z) — uly) — Du(y) - (z — y)|
swenT |z — y[*log(|z — y|~1)

2
TFEY

< Clllullpee gy + 1 Fllp-proms) + 9lloracr))

com C constante positiva que depende apenas de n, \, A, a,uo, p, C*, Cg,,

WH(JM(T?) €
HV“CL&(Tﬁ)-
Demonstracao: De fato, para x € (0, 1) constante a ser determinado posteriormente, definamos
a seguinte fun¢do auxiliar w(x) =: ku(x) tal que w é uma solugdo de viscosidade normalizada
para
F(D*w) = f(x) em B,
{ B-Dw+~yw = g sobre T.

onde 7 =: k, f(x) =: kf(z) e §(z) =: kg(x). Agora, determinaremos a constante «. Ela deve

ser escolhida de forma que max {7, Cp|Bf|||f||BMO(Bl+)} < min{r,n}, onde 75 e 1 sdo as

constantes do Lema 7.4.8 e C,, vem da Proposi¢do ??. Finalmente, estabeleceremos o resultado

para w, que serd o suficiente para garantir a tese do Teorema. Fixado y € T%, afirmamos que

existe uma sequéncia de polindmios quadraticos (Py)xen da forma Py(x) = ap + bg - (x — y) +

1(z — y)' My (z — y) satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) F¥(Mj) =0,

(i) sup |u— Pyl < p*,
B:}c (v)
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(i) |ak-1 — a| + oM beor = b + p?F V[ Moy — M| < Cp*0),
paratodo k£ > 1, onde P_; = 0 e p € o raio da semi-bola do Lema 7.4.8. De fato, provemos tal
fato por inducdo em k. O caso k = 1 segue do Lema 7.4.8. Agora supondo que vale para algum

k > 1, definamos a funcao auxiliar

(w — Pp)(y + pre)
p2k’

wg(z) =:
Observemos que wy, satisfaz no sentido da viscosidade

F.(D*wj, + M) = fe(z) em Bf
Br - Dug + Yvx = gr(z) sobre Ty,

onde fi(x) =: f(y+ p*z), Bu(z) = By + p*x), w(x) =: p*(y + p"z) e G pondo

ge(x) = p~ (gly + p"x) = By + p"x) - DPu(y + p"x) — vy + p*x) P(y + p'x)).
Claramente, |[wg || o) < 1, ka’”prMO(Bl*) < ||f||prMO(B1+) < 7. Além disso, escrevendo
Fi.(M) = F(M + M) segue que

F{(M) = F¥(M + M,).

E assim temos que o problema homogéneo associado a F) ,E tem estimativas C*“ a priori. Analo-
gamente ao Teorema (7.4.5) verifica-se que By, Yk, g« € C1*(T;). Logo, podemos usar o Lema
7.4.8 e obter polindmio quadratico P da forma 15(:1:) —a+b-z+ %a:t]v[ x com coeficientes

universalmente limitados com constante C > 0 e tal que

sup |wy — P| < p? (154)

By
e daf definindo a1 = ay, + p**a, bpy1 = by + pFbe My = My, + M por (154) segue que

sup | — Pyya| < g2,

+
Bpk+1 (v)

e com isso segue a condi¢do (ii) para k + 1. Além disso, a condi¢do (i) segue imediatamente

pelo mesmo Lema. Por fim,

|ak — aia] + pFlbk — by | + p My, — Mia| < p™[al + p*p" ] + p*| M|

garantindo a condi¢do (iii) para k + 1. Isso prova o afirmado por indugao.

Seguindo analogamente ao Teorema 7.4.5 concluimos que w € C1-Fo9—Lip (BI) com estima-
2
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tiva

sup lu(z) — u(y) — Du(y) - (v — y)
= |z — y|?log(|z — y|~1)

2
zF#Y

< —CDlz —y|*log |z — yl,

donde obtemos que u € CLog—Lip (BI) com a estimativa desejada. Isso encerra a prova do
teorema. ’ |
Observacao 7.4.10 O fato de p < 1/2 acima garante, em particular, p < \/m e assim
como nos passos anteriores podemos garantir a regularidade desejada no usando que a funcdo
w(t) = t?log (3) € crescente em <0, 1/6).

Agora daremos uma aplicacdo do Teorema 7.4.9. Mais precisamente, apresentaremos um Te-
orema de regularidade fraca das funcdes C'1°9~L% para o problema (134). Referimos a tal
teorema como de regularidade fraca ao Teorema de densidade de solu¢des mais regulares na
classe de solugdes de viscosidade. Isso se deve por causa da melhor regularidade do problema
(134), sem adicionar hip6teses estruturais como convexidade para F', quando 3,v, g € C**(T;)
é a regularidade C'* (Ver Teorema 2.3.16) desde que tenhamos um comportamento do termo
fonte f. Feita essa observacao temos o seguinte

Teorema 7.4.11 (Densidade fraca) Seja u uma C°-solucdo de viscosidade de (134). Assuma
que f € (p — BMO(B)) N LP(Bf) N C°(BY), B,7,9 € CY*(T;) comy < 0 e B cumprindo
a condi¢do de bordo obliqguo com constante py > 0. Entdo para cada 6 > 0, existe uma
sequéncia de fungées(u;);en C CLF " (BY) N S(\ — 6, A + 0, f) que converge localmente
uniformemente para a fun¢do u.

Demonstracao: De maneira andloga a prova do Teorema ??, basta aplicar o Teorema 7.4.9 em

vez do Corolario 3.2.6 com os devidos ajustes. ]

7.4.2 Teoria Schauder para operadores com coeficientes variaveis

Nesta parte, desenvolveremos estimativas Schauder para o problema (96). E im-
portante frisar que na Teoria de regularidade para tal problema é conhecido regularidade C%*
para operadores com coeficientes constantes, Teorema 2.3.17, provada por Li e Zhang em [37]
e um caso particular deste para o problema de Neumann no trabalho de Milakis e Silvestre [43].
Motivado pelas estimativas interiores C*“ para operadores elipticos totalmente nio-lineares
com coeficientes varidveis de Caffarelli em [14] e os trabalhos acima citados apresentaremos a
seguir estimativas C> para o problema (96).

Para o objetivo tragado acima, precisaremos da seguinte hipdtese estrutural

(#) (Estimativas do tipo C*%°) Dada g, € C'**° (T_l), assumiremos que o problema

F(D?h,0) =0 in B
B+ Dh+~h=gy(x) on Ty,
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admite solugdes h € C?20 (E) com estimativa
3

g 7)< € (IPlmo) + o)

para alguma constante universal C* > 0
Apresentaremos no que segue uma lema de aproximacgdo tendo como objetivo um
processo iterativo para garantir estimativas do tipo Schauder para o problema (96). A prova
abaixo € inspirada em [15, Lemma 7.9] e [8, Lemma 3.5].
Lema 7.4.12 (Lema de aproximacao) Sejam ¢ € (0,1) e u uma solugdo de viscosidade nor-
malizada para o problema (96), onde 3,7,g € Ct*(T,). Assuma que ||| ;. B S €e
a hipétese (#) sdo satisfeitas. Entdo, existem funcoées h € C? (B_‘g) ep e C (Bg) tais

4
que ||h|| < C(para C > 0 dependendo apenas de n, \A, po, o, C*,

C? B+)

H"Y“CLQO Tl)) u—hes (%aAa (;0) e
Ju— hHLOO(B%) + ”SOHL"(B‘%:) <+ 1N ey + N9l oo )

onde 0 € (0, 1) depende apenas de n, \, A e p.

Prova: Consideremos / uma solugdo de viscosidade do seguinte problema

F(D?*h,0) =0 in Bf
8
h=wu on 0BT\ T: (155)
8
B-Dh+~vh=0 on T%.

Observemos que a existéncia de h é garantida devido ao Teorema 2.3.20. Agora pela hipdtese

Z) e escalonamento proprio

(#) tem-se que h € de classe O e para v € (O, S

1ol e\ FUIDRIL e\ FOPND%RI 0y <6 (156)
w=(#1..) e (v e=(v1.)
onde C = C(n, A, A, po, o, C*, [| Bl| ¢r.00 77> 17[l 01,00 77)) € uma constante positiva.

Doravante, a partir de v e h podemos definir a fun¢do auxiliar w = u — h e verificar que tal

funcdo satisfaz no sentido da viscosidade

weS(2Ap) in Bf
8
w=0 on 8BJ£\T%
8
B-Dw+~vyw=0 on T%,

onde p(z) = f(z) — F(D?*h(x), z). Notemos que ¢ é continua em B, uma vez que D?h, f e
8
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F' sdo continuas. Contudo, podemos obter pela Estimativa ABP (2.3.13) que

||w||LOO(B§_U> < Hw”<<‘9B§_U\T%v)+C<H¢HL"(B§—U)>

Hw“(f’Bg_v\Tg_v) + C<||f||Ln(B£_U) +

+ IFD*RC).I,, (b2 )>7 (157)

IN

onde C = C(n, A\, A, 149) é uma constante positiva.
Observemos também que por A ser solu¢c@o no sentido da viscosidade de (155) e € de classe

C?*20 em Bzv entdo € uma solugdo cldssica nessa mesma semi-bola. Em particular,
8
2 — +
F(D*h(z),0) =0 paratodo z € B%_U.

Feitas essas observagdes, estudaremos o segundo membro da estimativa (157). Como h €

solucdo de (155) e pela hipdtese sobre a oscilagdo dos coeficientes obtemos em BJZF_U,
8

n

IFOHO N, ) = [ IF0@).0) - F0*h(0).0) "o
g~V %—v -0
< [ W@+ 1om@irs
< (1 +1D*h(=)] (Bgv)> HWHLH(BgU)
< (1 D@ (Bg_v)> :
donde por (156),
| F(D?h(-), -)||Ln(B ) <Ce(l+v7?) < Cev? (158)

uma vez que, 0 < v < 1e0 < C = C(n, A\ A, o, 2o, C*, | Bl .00 77y 1Vl 01200 (7)) -
Por outro lado, pela Holder regularidade no Teorema (2.3.15) pode-se inferir que

w e C’a'(BJ{_U) para algum o’ € (0, 1) dependendo apenas de n, A, A e 1. Dai, por w = 0 em
8
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OBT\T 7 segue que
8

< e
||w||(aB“7> \TZ_ ) - ([w]a/7B4’7—_U) v
g gV 8

< CO” (L 1 fllmgapy + Ngllzoe(ryy), (159)

onde 0 < C = C(n, A\, A, po) e usamos [15, Proposition 4.14]. Por fim, tomando v = £ e
0 = usando (157) e (159),

_of
24+a’?

ol g )l ) S (Il + Nolieery +
g~V —v

7
8

+ 02+ 0 (U [ f gty + lolli=cr)
CE + 1wty + lglzecrs):

IN

onde C' = C(n, A, A, pio, oo, C*, || Bll cr.oo 77y 17l 0100 (77)) € uma constante positiva e isso en-
cerra a prova. [
Para o préximo resultado precisaremos da seguinte hipétese estrutural
(H1) (Estimativas do tipo C?>° para o problema transladado por uma matriz) Dadas uma
fungdo gy € C1*0(T;) e uma matriz M € Sym(n) tal que F(M,0) = 0, assumiremos
que o problema

F(D*h+ M,0)=0 in B}
B Dh+~h=go(x) on Ty,

admite solugdes h € C?20 (E) com estimativa
3

Il 57 < (P A
para alguma constante universal C* > 0.

(H2) (Regularidade sobre os dados do problema (96))Assumiremos que o termo fonte f
pertence ao espago C'%*(Bf) para algum o € (0,1). Além disso, também faremos a
suposi¢do que 3 € C128(Ty), v € CY*(T,) g € CH*(T;) com as seguintes relagdes
dos expoentes e Holder continuidade ag > o, ay > ave oy > . Além disso, suponhamos
que [ e vy sdo tais que para todo r € (0, 1)

18Nl oe(r,y < Cor' ™ e lyllpee(r,) < Cyr' ™,

onde Cg e C, sdo constantes positivas.

Observacao 7.4.13 Notemos que a condicdo estrutural (H1) é satisfeita quando F' é um ope-
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rador concavo/convexo e 3,y € C10(T}) devido ao Teorema 2.3.16.

Teorema 7.4.14 Seja u solugdo no sentido da viscosidade de

F(D*u,z) = [ inB}
f-Du+~yu = g(x) onT,,

onde I é um operador (A, \)- eliptico tal que F(0,0) = 0, bem como f(0) = 0 e considere
uma constante 0 < o < min{oy, ag, ay, oy }. Assuma as hipoteses estruturais (H1)-(H2) e que

existes constantes Cy > 0 e C; > 0 tais que

(][Bj |¢F($)’ndl’)}l < Cy (TLO)Q e <][B+ !f(x)\”dx)rlb < (:—O>a € (0, 70].

Entdo, u é de classe C*“ na origem. Mais precisamente, existe uma fungdo polinomial P de
grau 2 tal que :

24«

(i) ||u— PHLoo(EmBr) < (%) para todo r € (0,rq].
(ii) [DP(0)| + | D*P(0)[| < C"
(i) C" < C(Jull ooy + C1 + llllcnerm),
onde 1 < C = C(n, X\, A, po, C%, ., || Bl ooy 1Vl gtogryy) €71 = C = Chrg
Observacao 7.4.15 A hipétese que F'(0,0) = f(0) ndo é restritiva, para mais detalhes confira
[15, Chapter 8].
Demonstracao: Como em [37, Lemma 6.3] podemos supor sem perda de generalidade que

g(0) = 0 e Dg(0) = 0. Além disso, provaremos que existem constantes ¢ € (0,1) e § > 0

dependendo apenas de n, A, A, C,, Cg, C%, o, [|Bllcraimyy € 17l ora(ryy tal que se u é solugdo

de (96) normalizada, ||g|| 1.0 i See

(][ \wF(:c)|”dx> "o e (][ \f(x)\”d:c) < e (0,1], (160)
B B

entdo existe polindmio quadratico P cumprindo (i) e (ii) com r; = 1. O resultado segue por
escalonamento (cf. [15, Theorem 8.1]).
Afirmamos que existem constantes universais p € (0, 1), C > 0 e uma sequéncia de polinémios

quadraticos ( Py );>—1 da forma
L
Pk(ZL’) =ai + bk - T+ 55[] ka

tal que para todo £ > 0 valem as seguintes trés propriedades:
_ _ k(24
I |ju PkHLOO(B:k) < phta),
ML [y = au |+ b = b | 20 DMy = My | < G211,
onde Py = P_; =0.
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Realmente, escolhamos p € (0, 1) tal que

1
2 P =64

p* < e 3CHp2 < p”.
A partir de p tomemos ¢ € (0, 1) tal que
100/89 S /)24*0[7

onde C’ e ¢ sdo as constantes do Lema 7.4.12. Agora escolhamos § > 0 tal que

3

0 < ,

2175 (14 C)w

33|~

sendo w,, 0 volume da bola unitéria B; em R" e a constante C serd tomada de tal forma que
20C max{Cgs, C,} < .

Assim ficam determinadas as constantes e sdo de carater universal. A prova da afirmacao a res-
peito da sequéncia de polindmios serd feita por argumento de inducdo . Para tal fim, notemos
que o caso k = 0 é evidente devido P_; = P, = 0, F(0,0) = 0 e u é normalizada. Agora su-
ponhamos que tenhamos construido Fy, - - - , Py satisfazendo I-III. Devemos mostrar que existe

P11 cumprindo essas mesmas condi¢Oes. Para isso, definamos a funcao auxiliar

(u— P)(p*z)

+
pk(2+a) , T € Bl UT1

vp(x) =

Notemos que por hipdtese de inducdo, ||vg]| L>~(B}) < 1. Agora notemos que vy € solu¢do no

sentido da viscosidade de

Fk(D2’Uk,£L’) = fy(z) in B
Br - Dvg, +vevr, = gg(x) on Ty,

onde
((F(M,z) = i (F (p*M + My, pfa) — F(My, pz))
felw) = & (f(p*x) — F(My, phz))
Br(z) = 50%)7
w(x) = pMy(pfr),
[ (@) = Sdwl9(p'r) — Bi(@) - DP(p*z) — v (p*(2)) Pi(p*)].

Por construgiio e a hipétese estrutural (H1) temos que Fj(0,2) = 0 para todo z € Bf U T,
e que o problema associado ao operador Fj, também cumpre a condi¢cdo (H1) com a mesma

constante Cf(em particular, vale a condi¢@o (#) para Fj, com a mesma constante C%). Ademais,
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temos que
| Fe(M, x) — Fi(M, 0)
vr(z) = sup
" MeSym(n) 1+ HMH
< sup F(pkaM + Mkvpkx) B F(Mkapkl‘) - F(pkaM + Mkao) + F(Mk70)
- MeSym(n) pka(1+ HM”)
_ L+ [|p*M + My|| + 1 + || M
< pYp(pfx)  sup (
MeSym(n) 1+ HMH
ko
- prMI 1+ ([ Ml
< p*p(pfr)  sup ( 2
- 1+ || Ml
< ke p(pFz)  sup (1 +2————
) R AT
- 1+ || M|
< 2 hyp(pha)  sup (1 i
MeSym(n) 1+ ||M||
< 27 p(p"r) (1 + [|M]))

donde pela condigao III valer para todo i > k segue que

<C (161)
e assim por esses dois ultimos fatos,
N ko — 1 ~ 1
HkaHL"(B'f) <2(1+C)p g 1% k||¢FHLn(B+k) <2! n (14 C)owri <e, (162)
P

onde acima usamos a condi¢do (160). Ademais, usando a limitagdo da norma da oscilacdo de

F, a condicdo [ da hipétese de indugdo é vdlida para k e a seguinte desigualdade

B@] < o1 6hn)| + [F (M b))
= ()| + [P (M, pha) — F(Mi,0))
=0
= ()] + (b ) (L + M)

temos que

||fk”Ln(Bl+) < P_k(Ha)(“fHLn(B:k) + (1 + C)||¢F||Ln(B:k))

< 2 rurs(1+C) <e, (163)

onde usamos na primeira desigualdade a limitaco de || My|| obtida em (161).
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Por fim, claramente B, Vi, gr € C1%(T;) e pelas condigdo sobre 3, v e g tem-se

lgellzecry < P O gl n,0 + Illeer ol Pelle=cr 0 +
+ Bz, 1D Pellzoecr )] (164)

Mas pela hipétese sobre g temos para todo = € T, , que podemos escrever x = p*y para algum
y € T e assim pela Desigualdade do Valor Médio

lg(@)| = 1g9(p"y)l = lg(p"y) — g(0) = 0]
~~
< su£|Dg(pkz)Hpk3: —-0| < suB\Dg(pkz)]pk. (165)
z€Tq z€Ty

Contudo, pela condicdo de Dg(0) = 0e g € CH(T)),

sup [Dg(p*2)| = sup [Dg(p*z) — Dg(0) | < llglloracry sup |05z = 01 < p*[lglloracr)
z€T1 z€Ty Y 2€Ty

e assim em (165) obtemos que |g(z)| < p**)||g|| o1.a 7. Pela arbitrariedade de z € T,
C (Tl) P

k(14+a

lgllzoecr ) < P" NGl oragr- (166)

Também pela hipotese estrutural (H2) segue que
||5||L°°(Tpk) < Cﬁpk(Ho‘ﬁ) e ||7||L°°(Tpk) < Cypk(HO”)- (167)
Assim, por (166) e (167) obtemos em (164)

lgellzoecry < Nglloraem + Cop™ ™ Pilloecr ) +
+ Cpp* ™| DPy| oo - (168)

Agora pela hipoétese III valer podemos estimar limitar o polindmio P, bem como a norma do

gradiente e obter que

3C 2C
_ p2+a € HDPkHLOO(Tpk) S 1— pl-‘roc

1Pl i) < 7

donde obtemos em (168), a condi¢do sobre a norma || g||Cl,a(Tj) < ¢ e aescolha da constante C,
lgk|| oo (ryy < € +40Cmax{Cs, C,} < &+ 2¢ = 3e. (169)

Assim estamos nas hip6teses do Lema 7.4.12 e dai garantimos a existéncia de C’ e #(e com isso
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as constantes acima ficam bem definidas) bem como de h € C?(BY) tal que

) S C(e” +4e) < 5CE" < op*te, (170)

DN | —

v, — hHLOO(B%r
onde usamos na duas dltimas desigualdades (163) e (169) bem como o fato de €,6 € (0,1) e as
escolhas de € e p.

Doravante, recordemos que no Lema 7.4.12, h satisfaz no sentido da viscosidade

Fu(D?h,0)=0 in B}
8
h=uv on OB\T: 171)
8
B+ Dh+xh =0 on Ts,

e por valer a condi¢ao (H1) para Fj, segue que

8

I () S I ) <

%% 7
Como por hipétese, p < 43, fazendo @ = h(0), b = Dh(0) e M = D?h(0) temos que o
polindmio quadritico P(x) = a+b-x + %xth satisfaz pela Férmula do Polindmio de Taylor

com resto de Lagrange,

1 |D*h(x) — D*h()]|

1h =Pl < 5p° sup sup |z — y|™°
L==(By) 2 = |z — ylao =
THEY Ty
1, (64>
< _Cﬁ el 2+ag
= 3 (49) P
3
< _Cﬁ 2+agp
= b
< 1. 2+{{
- 2
donde pela condi¢cdo imposta pela constante p acima obtemos que
D 1 24+
17— PHLOO(B:;) < §P . (172)

Portanto, de (170) e (172) podemos via desigualdade triangular que
o, — P||L<><>(B,j) < prre (173)

Agora definamos
Pii(2) = Pul) + I P(pa).

Segue por reescalonamento e continuidade de v que de (173) a condicdo II é cumprida para
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Py, . Ademais, por constru¢do desse mesmo polindmio, seguem imediatamente as condicoes

I (devido h ser solugdo de (171)) e III para o mesmo.

Isso prova afirmagdo desejada. Com essa afirmacdo, analogamente a [15, Theorem 8.1] segue a

tese do resultado. |
Combinando o Teorema 7.4.14 com [15, Theorem 8.1] temos o seguinte resultado.

Teorema 7.4.16 (Schauder) Seja v uma solu¢do para o problema (96). Suponha que exista

ay € (0,1) tal que K =: sup |[¢p(-, :L')Hco,%(BD < o0 e que as hipdteses (H1) — (H2) sdo

+
z€B]

satisfeitas. Entdo, dado 0 < o < min{ay, ay, ag, a.,a,} temos que v € C**(BT) com a

L\)\»—A+

seguinte estimativa
il oy < Cllul sty + 1 Fllcast + 9l
2

para uma constante universal C > 1.
Observacao 7.4.17 O Teorema 7.4.16 é o primeiro resultado nessa linha para coeficientes
varidveis para essa classe de problemas com condicdo obliqua. A dificuldade para obter uma
versdo desse resultado fica exposta quando foi realizado o processo itera¢do, onde operador
que rege a condi¢do obliqua B(q,r,x) = [(x) - q + y(x)r sofre uma alteragdo significativa
nesse processo e por questoes de manter as propriedades de [3 no processo o termo fonte dessa
condigdo g, sofre uma mudangca com os termos do polinémio e de seu gradiente que aproxima-
mos, v e (.
Com esse resultado podemos provar a versio geral de estimativas C12°9~L% para solugdes de
(96). Pela estruturacdo obtida acima formulamos o seguinte resultado.
Teorema 7.4.18 (Estimativas C'11°9~ L% . coeficientes varidveis) Seja u solucdo de viscosi-
dade de (96). Assuma as condigoes estruturais (A), (B), (H1), (H2) (exceto a condicdo | €
CY(B)) e que

K = sup [[0e (-, )| gres gy < 0.

+
z€B]

Entdo, existe constante universal C > 0 tal que v € C1-Fo9—Lip (T_%> e vale a seguinte estima-

tiva
lu(z) —uly) — Du(y) - (z —y)|
sup < Cllull g + IF1_proms + l9llcrem)-
S Plogle a1 ) (el sy + 17y savoqesy + Nalloverry)
2
zHY

Demonstracao: Pelas ideais desenvolvidas anteriormente no Teorema 7.4.5, argumentaremos
apenas as mudangas para o seguinte resultado. Inicialmente com a hipétese de K < oo vale

também uma versdo do Lema 7.4.3 para operadores com coeficientes varidveis se aproximando
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de solucgdes do

F(D?*h,z)=(f)1 em B
B-Dh+~h=g(x) sobre T
h=u em 0BT\ T,

8

0|~ 00|~

onde a condicdo K < oo é importante na prova do Lema 7.4.3 por argumento de compaci-
dade. Assim, com essa versao de lema de aproximacgao segue a seguinte versdo de aproximagao

quadratica: Seja u solucdo de

F(D*>u+ M,z)=f em B}
B+ Du+~yu=g(z) sobre T,

onde f, 3, v e g estdo nas condicdes acima e K < oo, M € Sym(n) é tal que F(M) = O e
assuma as hipGteses acima. Dado z, € BT existemn > 0e p € (0, %) constantes universais
2

que independem de x tais que, se

Hpr—BMO(Bj) <,

para algum p > n — . Entdo existe um polindmio quadrético
1 t
P(z)=a+0b- (xo—x)+§(x—x0) M (z — )
com coeficientes universalmente limitados, no seguinte sentido
la] + (6] + |M] < C,
para C' > 0 constante universal, tal que

sup [u — P| < p*.

+
B;

Ademais, ainda temos que F(M + M, zo) = (f);.

A prova do resultado € andloga ao Lema 7.4.4, onde nas hipdteses acima invocamos o Teorema
7.4.16 para garantir estimativas C*® locais do perfil limite da aproximagio e seguir a mesma
linha da prova deste lema citado. Com esses dois ingredientes em maos a prova do desejado
segue a mesma linha do Teorema 7.4.5. ]
Observacao 7.4.19 Vale pontuar que diferente do caso estimativas interiores como em [50] e
[46] os dados de bordo tem propriedades mais finas do que apenas o gradiente ter modulo de
continuidade Holder. Isso é perceptivel na nossa forma de aproximagdo quadrdtica onde esses

dados sofrem uma penalizacdo do polindmio quadrdtico na itera¢do. Fica como uma questdo
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em aberto, enfraquecer as condigdes sobre os dados de bordo 3, v e g para obter estimativas
CLEo9=Liv para solugées de (96) bem como estimativas de Schauder para tal problema no

cendrio em que o termo fonte tem regularidade Holder.
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8 CONCLUSAO

O presente trabalho mostra que a gama de tépicos da teoria de regularidade para
o problema com condicao de bordo obliquo que podem ser explorados. O arduo trabalho na
espécie de problema aqui apresentado fica evidente pela refinacdo dos argumentos nas provas
dos resultados quando comparamos por exemplo com os problemas com a condi¢dao de bordo
de Dirichlet.

Ainda sobre os resultados vistos neste manuscrito, uma questao interessante é abor-
dar o Teorema 3.0.5 sob outras condi¢des mais fracas dos dados de bordo 3, v e g, por exemplo,
com médulo de continuidade Dini no gradiente. Também vale pensar em modifica¢des no termo
fonte, como realizado nos capitulo trés e quatro em contextos fora dos espacos habituais L”’s.

Vale ressaltar que o Teorema 3.0.5 bem como suas aplicacdes apresentadas foram
sdo generalizagdes/inovagdes dos resultados comentados na introducdo. Espera-se que refina-
mento dos argumentos aqui apresentada sejam de grande aporte para futuros trabalhos e de
grande ajuda para a comunidade cientifica.

Outra questdo pertinente, estimativas C*® para o problema (56). Quais condi¢des
o problema necessita para obter tais estimativas? Essa pergunta € bem intrigante, uma vez que,
com a dependéncia de mais termos no operador de segunda ordem F' em comparacao com o
problema (96), a dificuldade nos processos apresentados neste trabalho aumentam consideravel-
mente tendo plenas condi¢des de necessitar de outras técnicas para abordar tal problema. Nessa
linha do problema obliquo, um ponto a ser explorado € resultados quando temos por exemplo a
condi¢do 3 - n < p para alguma constante 1o > 0. Quais impactos com essa mudanga?

Nas estimativas de Lorentz com peso bem como nas de Orlicz com peso proce-
demos com um mergulho desses espacos sobre os espacos de Lebesgue para podermos usar
ferramentas validas na Teoria WP desenvolvida no capitulo trés e dai adaptd-las ao contexto
de tais espacos. Isso fez que tivéssemos que pagar um preco para garantir tais mergulhos. Fica
como indagacdo teoria de regularidade nesses espacos sem ter em condicdes mais gerais sem
ter que perpassar por esses mergulhos e com isso restringir as hipéteses sobre o termo fonte da
equacgdo assim como condigdes sobre 0s pesos.

Com respeito a técnica apresentada no capitulo seis e inspirado no excelente tra-
balho de Ricarte em [48], um problema interessante de estudar é a regularidade C'® 6tima do

problema degenerado

|Dul F(D*u) = f em B
B Du+~yu = g(xz) sobre T,

onde 6 é uma constante positiva.
Por fim, sobre todas as observagdes acima uma questao natural e complicada € tentar
desenvolver resultados de cardter da teoria de regularidade para problemas parabdlicos com

condi¢do obliqua. A geometria dos problemas parabdlicos oferecem uma resisténcia grande
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em boa partes das técnicas aqui apresentadas bem como na literatura existente no caso eliptico.

Dito isso, € um vasto campo a ser explorado em pesquisas futuras.
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