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Resolva as 6 questoes abaixo.

Questao 1. Se > 7 | a, converge e a,, > 0 para todo n, mostre que a série Y - a2 também

converge. Dé um exemplo para mostrar que a condi¢ao a,, > 0 nao pode ser dispensada.

Questao 2. Seja f: R — R tal que
flx+vy)=f(z)+ f(y), paratodos x,y € R.

(a) Suponha que f é continua. Prove que existe a € R tal que f(x) = ax para todo = € R.

(b) O resultado do item (a) continua valido se assumirmos apenas que f ¢é continua em
um unico ponto? Justifique.

Questao 3. Seja f : R — R uma funcao derivavel em todos os pontos e tal que:

e f(0)=0,
o |f'(z)| <|f(x)| para todo x € R.

Prove que f(x) = 0 para todo = € R.

(x) Dica: Estude as fungoes g(z) = f(x)? - e,
Questao 4. Seja [ : (0,00) — R uma funcao de classe C! tal que

lim f'(z) = a.

T—r00

Mostrar que

lim @—

T—00 T

Questao 5. Seja f: R — R uma fungao real.

1. Mostre que se f é derivavel em a € R, entao

. fla+h)—fla=h)
pm 2h = [la).

2. Mostre, por meio de um exemplo, que o fato de o limite acima existir em a € R, nao
implica que f seja derivavel neste dito ponto a € R.

Questao 6. Seja f: R — R uma funcao continua. Prove que, para todo x € R,



Solucoes

Solugao - Questao - 1

Parte 1 — Convergéncia de Y a? sob a, > 0:
Como a,, > 0 e > a, converge, temos a, — 0. Logo, existe N € N tal que, para todo
n>N,

Ogan<1:>ai<an.
Assim, paran > N,
2
0<a; <ay,,

o ) 2 ~ oo
e portanto, a série > "\ a; converge por comparacao com a cauda y >~ a,, que converge.
Os termos iniciais até n = N — 1 nao afetam a convergencia, e concluimos que

)
2 : 2

a, converge.
n=1

Parte 2 — Contraexemplo sem a, > 0:

Considere a,, = % Entao:

e A série > a, converge pelao Teorema da Série Alternada de Leibniz:

- a, — 0,

— |a,| é decrescente.

e No entanto:
9 1
2 m=)
" n
que ¢ a série harmonica, e diverge.

Portanto, a condicao a, > 0 é essencial.

Solucao - Questao - 2

(a) Suponha que f é continua em R. Mostraremos que f(z) = az para algum a € R, em
trés etapas:

1. Linearidade em Q. Temos:
m m m
f(0)=0, f(n)=nf(l)paranecZ, f (E) = gf(l) para — € Q.

Logo, f(q) = qf(1) para todo q € Q.



2. Extensdao por continuidade. Como Q é denso e f é continua, para todo x € R, existe
(gn) € Q com ¢, — x, e

f(x) = lim f(gn) = lim g, f(1) = zf(1).
3. Conclusdo. Portanto, f(x) = ax, com a = f(1) € R, para todo = € R.

(b) Suponha agora que f é continua em um tnico ponto zo € R. Mostraremos que o
mesmo resultado vale.

1. Continuidade global. Para qualquer x, h € R, temos:
fle+h)=f(x)+ f(h) = flz+h) - f(z) = f(h)

Como f(h) = f(zo+h) — f(xo) — 0 (pela continuidade em zy), segue que f(x+ h) —
f(x). Assim, f é continua em todo ponto de R.

2. Redugao ao item (a). Como f é agora aditiva e continua em toda R, aplica-se o item
(a), e concluimos que f(x) = az, com a = f(1).

Solucao - Questao - 3

Defina g(z) := f(x)% Como f é derivavel, g também é derivével, com

e pela hipétese,

l9'(@)] = 2If () f'(2)] < 2f(2)* = 29(=).
Caso z >0
Definimos h(z) := g(z)e **. Entao,

W(z) =e (g (z) — 29(x)) < e7*(|g'(2)| — 29(x)) < 0.

Logo, h é nao crescente. Como h(0) = g(0) = f(0)2 =0 e h(x) > 0, segue que h(z) =0
para todo x > 0, e portanto f(x) = 0 para = > 0.

Caso 2 <0

Definimos h(z) := g(z)e?*. Entéo,

W (z) = e (d'(z) +29(x)) > (¢'(z) + |g'(z)]) > 0.

Logo, h é ndo decrescente. Como h(0) = 0 e h(x) > 0, segue que h(z) = 0 para todo z < 0,
e portanto f(x) =0 para x < 0.

Conclusao

Concluimos que f(x) = 0 para todo z € R.



Solucgao - Questao - 4

Para x > 1, temos: @) O
fle) @) 1 [,
PR =t s rwa

O primeiro termo tende a zero. Para o segundo, escrevemos:
/ f't)dt =a(x—1)+ E(x), com E(z):= / (f'(t) — ) dt.
1 1

Como f'(t) — «, dado & > 0, existe M > 1 tal que
|f'(t) —al <e paratodot > M.

Entao, para z > M,
M x
B(z)] < / F(t) - of dt + / () — ol dt < C+ e(x — M),
1 M

onde C := flM |f/(t) — | dt é constante. Assim,

‘E(m) C r—M
< —+e- —> €.
x x x
Como e > 0 é arbitrario, concluimos que @ — 0.
Portanto: LR .
f@) _aml B [0
x x x x

Solucao - Questao - 5

Parte 1: Demonstracao do limite
Se f é derivavel em a, entao existe f'(a) = limy_o w

Podemos escrever:

flath) = fla)  fla) = fla—h)

flath) — fla—h) _
2h 2h

2h

Reescrevendo o segundo termo:

fla)—fla—h) _ fla—h)—fla) 1 fla—h) - fla)

2h N —2h 2 —h
Portanto:
fla+h)—fla=h) 1]fla+h)— f(a) N fla—h)— f(a)
2h 2 h —h




Tomando o limite:

oSt —fla=h) L[ flath) = (@) | fla=h) - (@)

h—0 2h 2 | h—0 h h—0 —h

Como f é derivavel em a, os limites laterais existem e sao iguais:

_flat+h)—fla) . fla—h)—fla)
mT e s @
Logo:

. f(a_l_h)_f(a_h) 1 / / ’
lim - = S(7'(@) + f'(@) = f'(a).

Parte 2: Exemplo onde o limite existe, mas f ndo € derivdvel
Considere a funcao

f(x) =l|z| em R, etome a=0.

Temos:
fh) = f(=h) _h[=|=h _h=(=h) 0 _,
2h 2h 2h 2h '
Portanto,
. f(h) = f(=h) _
i 2h =0

Mas f(z) = |z| nao € derivdvel em x = 0. Logo, o limite (simétrico) existe (e é zero), mas

a funcao nao é derivavel no ponto z = 0.

Solucao - Questao - 6

Seja € > 0. Pela continuidade de f em z, existe § > 0 tal que, para |y — x| < ¢, temos

f(y) = flo)] <e.
Para 0 < h <9,

o [ G =i < 5 [ - sl <

—h

T L

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue o resultado.



