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Numero de Inscricao:

Resolva as 4 questoes abaixo.

Questao 1. Seja v : [0,/] — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco e suponha ainda que sua curvatura é diferente de zero, x(s) # 0, para todo s € [0, ¢].
(Lembrete: a reta normal a curva v em 7(s) é a reta descrita por v(s) + ulN(s), u € R,
onde N(s) é o tnico vetor unitario tal que 7"(s) = k(s)N(s), com k(s) > 0).

(a) Seja B(s) € R? tal que {T(s) = +/(s), N(s), B(s)} é uma base ortonormal positiva de
R?, para todo s € [0, £]. Prove que

dN

ds

onde 7 : [0,¢] — R é uma funcao diferenciavel.

(s) = —r(s)T(s) + 7(s)B(s),
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(b) Suponha adicionalmente que todas as retas normais a v passam por um ponto p € R?

nao pertencente a . Mostre que v é um arco de circulo.

Solugdo. No que segue, {T(s),N(s),B(s)} representa o triedro de Frenet da curva 7 no

ponto ~(s). Escreva a equagao vetorial na forma:

v(s) —p = pu(s)N(s)

em que p : [0,¢] = R é uma funcao diferenciavel, pois

p(s) = (v(s) —p, N(s)).
Derivando , obtemos a seguinte equagao

dN(s)
ds

_dp
~ds

T(s) (8)N(s) + pu(s)

Vamos resolver o item (a), ou seja, vamos provar a validade da equacao de Frenet:

%(S) = —£(s)T(s) + 7(s)B(s),

(1)

(3)

em que 7(s) representa a tor¢ao da curva y(s). Para tanto, basta determinar os coeficientes

de ®¥(s) na base ortonormal {T(s),N(s), B(s)}:

dN dN dN dN
= (8)= <E(S),T(S)>T(S) + <E(s),N(s)>N(s) + <E(S),B(S)>B(S)-

Derivando as expressoes constantes (IN(s), T(s)) = 0 e (N(s),N(s)) = 1, concluimos

dN dT
<E(s),T(s)> = {45 (8}, N(s)) = —rls)

O resultado do item (a) segue.

Combinando e , temos

_du

(1 -+ p(s)r(s)T(s) — -

(8)N(s) — u(s)7(s)B(s) = 0.

Como o Triedro de Frenet {T(s), N(s),B(s)} ¢, para todo s € [0, /], uma base de R?, temos

que
N(S) = _,i(ls)

des) = 0

p(s)-m(s) = 0

(4)



Usando a segunda equacao de , obtemos que existe uma constante nao nula C, tal que
i(s) = C (nao nula pois, caso contrario, u(s) = p e terfamos p € 7, contradigao). denotando
por u(s) = —R, temos que 7(s) = 0 e k(s) = %, ou seja, 7 estd contida num circulo de raio

|R|. De fato, por

R?

I7(s) = pll = ()] - [IN(s)]| = [RY],

isto mostra que v esta contida em uma esfera. Além disso, 7(s) = 0 implica que B(s) =
T(s) x N(s) é constante igual a B(0), pois

B'(s) = T'(s) x N(s) + T(s) x N'(s)
= (K(n)N(s)) x N(s) + T(s) x (=(s)T(s) + 7(s)B(s))
= 7(s)T(s) x B(s) = 0.

Por fim, derivando a expressao (y(s), B(0)), obtemos que ela é constante. Isto mostra que
~ estda contida em um plano. Por esta contida na intersecao de um plano com uma esfera,
concluimos que a curva é um arco de circulo. O

Questao 2. Sejam f : U — R" uma funcao Lipschitziana no conjunto aberto U C R",
coma € Ueg:V — RP diferencidvel no aberto V.C R", com f(U) C V e b = f(a).
Se ¢’(b) = 0 mostre que go f : U — RP é diferencidvel no ponto a, com (g o f)'(a) = 0
(Lembrete: Uma fungao Lipschitziana, definida em um aberto U C R", é uma funcao
f U — R™ que satisfaz uma condicao de Lipschitz, ou seja, existe uma constante C' > 0
tal que |[f(z) — f(y)|| < Cllz — yl|, para todo z,y € U ).

Solugdo. Seja h = go f e Consideremos a diferenca h(a + h) — h(a) para valores pequenos
de ||h]], ou seja,

ha+h)—h(a) = (go f)la+h)—(go f)a)
g(f(a+h)) —g(f(a)) = g(b+ k) — g(b), ()

em que k = f(a+ h) — f(a). A férmula de Taylor aplicada a g(b + k) e observando que
g'(b) = 0 dé-nos
9(b+k) —g(b) = g'(b) - k+r(k) = r(k), (6)

em que limy_.g % = 0. Portanto,
9(f(a) + k) = g(f(a)) = r(k).
Usando que k = f(a + h) — f(a), obtemos
(gof)la+h)=(gof)la) = g(f(a)+k)—g(f(a))
= r(k) =r(fla+h) = f(a)).

r(fath)=f(@) _ o

Afirmacgao: limy,_q 7



De fato, usando que f é Lipschitz, ||f(a+ h) — f(a)|| < C||h||. Assim,

r(fla+h) - a+h)— fla)) Nfa+h) = fla)
||h|| H ) ()II 7] H

Hllf (a+h) - ||H
17l

r(f(ath)—f(a))

T = 0. Portanto, temos que

Daé, pelo teorema do confront, limy_,q

(go f)la+h)—=(gof)la) =7(h), onde 7(h)=r(f(a+h)— f(a))

e limy,_,o % =0, ou seja, go f : U — RP é diferenciavel em a € U e (go f) (a) = 0.
O

Questao 3. Seja f : R? — R uma funcio de classe C* (k > 1). Suponha que f(0,0) =0 e

que
0 0 0
/ a—i(x,y)/a—;(ﬂmy)‘ <M,

—(z, 0 e

8y< y) #
para todo (z,y) € R?, onde M é uma constante positiva. Prove que, para todo = € R, existe
um unico y = £(x) € R tal que f(x,&(x)) =0, e que a fungao £ : R — R, assim definida, é
de classe C*.

Soluc¢ao. Suponha que g—i(x, y) > 0. O outro caso é andlogo. Note que esta condi¢ao implica
que y — f(x,y) é estritamente crescente. Logo, para todo x € R, existe no maximo um
valor y tal que f(z,y) = 0. Se f(xo,y0) = 0, entdo a condigao g—]yc(:vo,yo) # 0 permite uma
aplica¢ao do Teorema da Func@o Implicita, ou seja, existe um intervalo (zo — &, zo + €) onde
é definida uma funcio ¢ de classe C* tal que f(x,&(x)) = 0, para todo x € (zg — &, 20 +€) e

Em particular, o conjuntos X dos pontos = € R tais que existe y satisfazendo f(z,y) =0 é
aberto e nao vazio, pois 0 € X. Para concluir, vamos mostrar que X ¢é fechado. A hipdtese
sobre a razao entre as derivadas parciais de f implica que £ tem derivada limitada por M.
Portanto, se {xy }r é sequéncia em X e limzy, = x, entao [(xy) —&(zy)| < M|xg —x4|. Como
{zk }r é convergente, o mesmo ocorre com {{(z)}r. Logo, existe o limite im &(z) = y. Pela
continuidade de f segue que 0 = lim f(xy, {(zx)) = f(x,y).

0

Questao 4. Seja K um dominio compacto com fronteira de classe C? em R", o qual tem
a estrutura de uma superficie com bordo de dimensao n cujo bordo 0K coincide com a
fronteira do conjunto K e é munido da orientagao induzida pela orientacao de K.



(a) Sejam ¢ : Uy — U e : Vo — V parametrizagoes positivas de 0K tais que U NV # &.
Mostre que, para u € Uy e v € V; tais que p(u) = 1(v), temos:

det [<§Z( ) gfj( )>] duA. . Nduy—y = € det [<gz( ); az< )>] dvy N ..o ANdvp—q |,

onde £ = ¢! o v é mudanca de parametrizacoes.

(b) Seja w a forma diferencial de grau n — 1 em JK tal que, para toda parametrizagao
positiva ¢ : Uy — U de U C 0K, tem-se

(o*w)(u) = , | det KS:Z( ), g;’;( )>]du1/\.../\dun_1.

Justifique que [ w # 0.

(c) Mostre que nao existe f : K — 0K de classe C? tal que f(x) = z, para todo x € OK.

Solugao. (a) Seja & =1~! o v a mudanca de parametrizagoes. A regra da cadeia fornece

Do, . Oy — 9, oy o 0
<3ul< ), au]<“>> = Z émﬁ( ><a—w<s<u>> G0y €l >>>auj< ).

Portanto, a propriedade do determinante do produto e a positividade de ¢ e 1) fornecem

et Ka%( ) auj<“>>] - dt[<av¢(€(“))’a_w(5( >>>] der | 55|

Para concluir, é suficiente observar que a regra da cadeia também implica que

o5,
Oug

E(dvy Ao AN dup—q)(u) = det { (u)} duy A .. A dug—.

(b) Segue da defini¢ao de w que w > 0, o que implica que a integral de superficie |, oK W
é estritamente positiva. Isto pode ser justificado a partir de uma partigdo da unidade {&},
k=1,..., N, subordinada a uma cobertura de 0 K por uma quantidade finita de vizinhangas
parametrizadas (por ¢ : U¥ — Uy) e escrevendo

/8sz2 angw:Z/ngk(gpk(u)) det [<§Z( ), gfj( )>]du.

Note que cada parcela dessa soma é nao negativa, e algumas sao estritamente positivas, pois
N
0<&<le), &=1




(c) Como w tem grau maximo, segue-se que dw = 0. Se houver f como no enunciado,
teremos d(f*w) = f*(dw) = 0 e a restrigdo de f*w ao bordo K coincidird com w. Portanto,
o Teorema de Stokes implicard

o= [arw= [ fu= [ wro

o que é uma contradicao.



