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"Young man, in Mathematics you don’t unders-
tand things. You just get used to them."

(John von Neumann)



RESUMO

Neste trabalho, estudamos variedades riemannianas completas (M, g) munidas de um campo
conforme fechado ndo trivial £, com pelo menos um ponto singular p, cujo fator conforme
satisfaz uma hipétese adicional. Mais precisamente, supomos que a integral de y ao longo de
qualquer geodésica ndo trivial partindo de p € positiva. Provamos uma férmula para o volume
das bolas geodésicas centradas em p, que depende apenas de |&|, e caracterizamos essa classe
de variedades. No contexto de superficies riemannianas, deduzimos um critério, dependente
apenas de |£|, para a classificacdo das mesmas, a menos de equivaléncias conformes. Por fim,
no contexto das variedades kihlerianas, provamos que o tnico exemplo, a menos de isometrias,

€ o espaco euclidiano complexo.

Palavras-chave: campos conformes fechados; superficies; produtos warped; variedades kihleri-

anas.



ABSTRACT

In this work, we study complete Riemannian manifolds (M, g) endowed with a nontrivial closed
conformal fields &, with at least one singular point p and whose conformal factor v satisfies an
additional hypothesis. More precisely, we assume that the integral of y along each nontrivial
geodesic departing from p is positive. We prove a formula for the volume of the geodesic balls
centered in p, which only depends on ||, and characterize this class of manifolds. In the context
of Riemannian surfaces, we deduce a criterion, dependening only on ||, for the classification up
to conformal equivalences. Finally, in the context of Kéhlerian manifolds, we prove that the only

example, up to isometries, is the complex Euclidean space.

Keywords: closed conformal fields; surfaces; warped products; Kihlerian manifolds.
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1 INTRODUCAO

Um tépico cldssico em Geometria € tentar entender como a existéncia de um campo
conforme fechado nio trivial afeta a geometria de uma variedade riemanniana (M", g), possivel-
mente também munida de alguma outra estrutura geométrica. Por exemplo, em [12], os autores
provaram que uma variedade riemanniana conexa, compacta e orientdvel com curvatura escalar
constate positiva e nimero de Euler ndo nulo € globalmente isométrica a uma esfera redonda de
dimensao par, supondo que essa variedade admite um campo conforme fechado ndo trivial.

Desde [2], o autor se interessou no contexto de uma variedade kihleriana nio
compacta (M 2”, g,J), com n > 1, munida de um campo conforme fechado néo trivial E.Em[1],
os autores, supondo que & tem pelo menos um ponto singular p, seu fator conforme y > 1 tende
a 1 no infinito e a curvatura de Ricci de M na dire¢do de & é ndo positiva, provaram que Y = 1,
& tem apenas um ponto singular p e M \ {p} é isométrico a um cone sobre uma variedade de
Sasaki difeomorfa a S~ !. Esse resultado foi melhorado em [3], além de terem sido provaods
mais alguns resultados interessantes fora do ambiente kidhlerianno. Essa dissertagdo tem como
objetivo apresentar parte dos resultados deste tltimo artigo.

No segundo capitulo, sdo discutidos alguns dos conceitos preliminares utilizados
no decorrer do texto. Apresentamos a no¢cdao de campo conforme fechado, bem como suas
interagdes com a curvatura do espaco e com mudangas conformes da métrica. Também, visando
o quinto capitulo, definimos variedades kéhlerianas e enunciamos, com demonstracdes omitidas,
os resultados que serdo usados explicitamente.

No terceiro capitulo, sdo apresentadas algumas notagdes que serdo usadas mais
diante. 1ém disso, provamos o teorema 3.1, que, dentre outras coisas, prova que uma variedade
riemanniana (M",g, V), com n > 1, que admite um campo conforme fechado no trivial &, com
pelo menos um ponto singular p, e com integral de seu fator conforme ao longo de toda geodésica
ndo trivial partindo de p positiva é difeomorfa a R". Uma férmula para o volume das bolas
geodésicas centradas em p, que depende apenas de |&|, é demonstrada.

No quarto capitulo, nos ocupamos do estudo de superficies riemannianas. Deduzimos
um critério para determinar se uma superficie riemanniana (X?,g,V), munida de um campo
conforme fechado ndo trivial & satisfazendo as hipéteses do teorema 3.1, é conformemente
equivalente ao plano euclidiano ou ao plano hiperbdlico. Tal criterio € também dependente
apenas de |&].

No quinto capitulo, apresentamos uma forma de construir, a partir de produtos war-
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ped, exemplos de variedade completas munidas de campos conformes fechados com exatamente
um ponto singular e satisfazendo as outras hipéteses de 3.1. Ademais, provamos que essa familia
de exemplos caracteriza completamente essa classe de variedades.

Por fim, no sexto capitulo, estudamos variedades kihlerianas. Provamos que, a
menos de isometrias a tinica variedade kihleriana (M>",g,J), com n > 1, que admite um campo
conforme fechado ndo trivial, satisfazendo as hip6teses do teorema 3.1, € o espaco euclidiano

complexo.
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2 PRELIMINARES

Nessa se¢do, discutiremos de forma rapida alguns topicos preliminares necessarios,
em especial, as no¢des de campo conforme fechado e de variedade kidhleriana. Pérem, assumimos
que o leitor possua conhecimento basico sobre geometria riemanniana, no nivel dos oito primeiros

capitulos de [4].

2.1 Campos conformes fechados

Seja (M",g = (,),V) uma variedade Riemanniana, com n > 1. Dizemos que & €
X (M) é um campo conforme fechado se existir uma fungio y € C*(M) tal que, para qualquer
X € X(M), tenhamos
Vxé = yX.

A fun¢do v é chamada de faror conforme de £. Nesse caso, dizemos que & é ndo
trivial quando ndo for identicamente nulo. Afirmamos que & é um campo conforme fechado,

com fator conforme y, se, e s0 se,
Leg=2yg e dag =0,

onde Lg denota a derivada de Lie na diregdo de Ee @ € a 1-forma dual associada a &, isto é, tal

que g (X) = g(&,X), paratodo X € X(M). Com efeito, dados X,Y € X(M), temos
(Leg)(X,Y) = &(g(X,Y)) —g([§,X],Y) —g(X,[S, Y])
g(V&X,Y)—Fg(X,V&Y) —g(VgX—Vxé,Y) _g(X7V§Y_VY§)

8(VxS,Y) +g(X,Vyg).

e, também,

dog(X,Y) =X (g(&,Y)) - Y (g(&,X)) —g(&,[X,Y])
=g(Vx&,Y)+5(&,VxY) —g(Vy&, X) —g(&,VyX) —g(&,[X,Y])

=8(VxG,Y) —g(Vy&,X).

Assim, ¢ imediato que (Lgg)(X,Y) =2yg(X,Y) e dwg (X,Y) =0 se, e s6 se,

8(Vx&,Y) = we(X,Y).
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Portanto, da arbitrariedade de X e Y, segue a afirmacao. [
Sendo & um campo conforme fechado, com fator conforme y, um célculo imediato
garante que

divE =ny. (2.1)

Com efeito, se (e, ...,e,) for um referencial ortonormal local para M, segue que

M=

dive = iwe,f;,e» =Y (vere) =ny,

=1

~

Em [10], os autores provaram que, se n > 2, ¥ ndo se anula nos pontos singulares
de €. Devido a importancia dessa propriedade para os resultados adiante, vamos impor que & e
¥ também tenham essa propriedade quando n = 2.

Agora, por completude, provaremos algumas propriedades adicionais envolvendo a
nog¢ao de campo conforme fechado, as quais conpdem o Lema 7 de [11].

Denotando o tensor de curvatura de M por R e o tensor de curvatura de Ricci

normalizado por Ric, temos

EPVy = —Ric(&)E, (2.2)

onde Vy denota o gradiente de .

Basta provar a equacéo (2.2) em cada g € M tal que £(g) # 0. Logo, nesse caso,

seja (ey,...,e,) um referencial ortonormal local definido numa vizinhaga de g onde & nunca se
anula, com ¢, = % Temos
. 1 n—1
RlC(g) = <R(€l‘,§)§,€i>
n—1i3
1 n—1
= (Ve,Ve§ — VeV & =V, 16, €i)
n—1i5
1 n—1
= n—1 <V€i(l//é>_Vf:(l//ei)_q/[eivé]vel'>
i=1
1 n—1
=7 LW+ yVes —E(W)ei—yVeei—y(Ves —Veei).ei)
i=1
n—1
1 2 2
= Lte(W)E +yrei—E(y)ei —yreiei)
i=1
1 n—1

(=&(Weiei) = =5 (¥) = —=(Vy, &)

S
|
—
~
Il
—
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Mas, note que, para X € X(M),

(V(IE17),X) =X (IE17) = 2(Vx&, &) = (2y&,X),
logo, V(|€|?) = 2wé&. Assim, dados X,Y € X(M), a hessiana de |£|? é dada por
Hess|&[*(X,Y) = (VxV[E[%,Y) = (Vx(2y8),Y)
=2(X(y)s +yVxc,Y)
=2X(y)(&.Y) +2¢*(X.Y)
= 2(Vy, X)(E,Y) 4+ 202 (X,Y). (2.3)

Como Hess |E|% e (-,-) sdo simétricos, segue que

(Vy,X)(G.Y) = (Vy,Y)(5,X),

logo, tomando Y = &, obtemos (Vy, X)|E2 = (Vy,E)(E,X). Assim, para todo X € X(M),

temos

(EPVY—(Vy.8)E.X) =0,

de sorte que

EPVY = (V. £)¢ = —Ric(§)E.0

Além disso, para X,Y € X(M), vale que

EPR(X,Y)E = —Ric(§)((X, &)Y — (¥,£)X). 24

De fato,

EPR(X,Y)E = [E]*(VxVyE — VyVxE — Vi y)€)
= EP(Vx(wY) — Vy (¥X) — w[X,Y])
= [EP(X (W)Y + yVxY —Y (y)X — yVyX — y[X,Y])
= [EP((V, X)Y — (Vy,Y)X)
= —Ric(§) ({8, X)Y —(&,Y)X)
em que utilizamos (2.2) na dltima igualdade.J

Agora, afirmamos que £ tem pontos singulares isolados. Com efeito, se &(p) =0,

uma vez que y(p) # 0, a equacdo (2.3) dd

(Hess |€[%), = 2y(p)* (),
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de forma que (Hess |&|?), € positiva definida. Isso prova que todo ponto singular de & deve ser

um zero nio degenerado da funcio |£|?, os quais sio isolados, de onde segue a afirmacio.[]
Agora, vamos considerar métricas em M conformemente equivalentes a g para

produzir exemplos de outras variedades riemannaianas munidas de campos conforme fechados

nio triviais. Dada f € C*(M), seja g a métrica em M dada por

_Af

8f 8-

Seja & € X(M) um campo conforme fechado em relagdo a g, ndo trivial. O campo &

€ conforme em relag@do a g¢. De fato, temos

Le(gr) = Le(eg) = &(e¥)g + eV Le(g) =2e* (E(f) + w)g = 2(E(f) + W)gr-

Porém, & ndo é fechado em relagdo a gy, em geral. De fato, note que, se a)g denota

a 1-forma dual a & em relagéo a gy, temos a)ér =/ o¢, de forma que

dwg =d(e* wg) = d(e*) N + e dws =2e¥ df A o

Assim, temos da)g =0 se, e sO se, df A Wz = 0, o que € equivalente a Vf ser
paralelo a & em M’ := {q € M : £(q) # 0}. Logo, se essa condicdo for satisfeita, & serd um

campo conforme fechado nio trivial em (M, g¢), com fator conforme & (f) + .

2.2 Variedades kihlerianas

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quasi-complexa em M € uma
aplicagdo suave J : TM — TM tal que, para todo p € M, temos J, : T,M — T,M linear, com
JI% =JpoJ, = —Idr,u. Em particular, note que para M admtir uma estrutura quasi-complexa, a
dimensdo de M deve ser par. Também, note que podemos interpretar J como o tensor J : X(M) —
X (M) definido por (JX)(p) :=J,(X(p)).

Se M for uma variedade diferenciavel munida de uma quasi-estrutura complexa J,

definimos o tensor de Nijenhuis de J como o tensor N : X(M) x X(M) — X(M) dado por
N(X,Y):=[JX,JY]|-J[X,JY]|-JJX,Y] - [X,Y].

E imediato provar que N é relamente C*(M)-linear em X e Y
Seja M>" uma variedade diferenciavel. Dada (U, ¢) uma carta para M, como ¢(U) C

R?", usando a identificacdo natural R?" ~ C", dada por (X1, Y1, ...,Xn,Yn) & (X1 + Y1, .o, Xp + 1Y),
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podemos considerar ¢ : U — @(U) C C". Um atlas holomorfo em M é um atlas {(U;, ¢;) } da
forma ¢; : U; = ¢;(U;) C C" tal que, se U;NU, # @, entdo @; o (pl._1 c@(UinUj) — @;(UiNUj)
¢ uma aplicacdo holomorfa em cada varidveis. Cada carta (U;, ¢;) é dita uma carta holomorfa
para M. Dois atlas holomorfos {(U;, i)} e {(U}, ¢})} sao ditos equivalentes se, sempre que
UiNU; # 2, a aplicagio ¢’ o o7 e(UiN U}) — ¢;(U;NU;) for holomorfa. E simples mostrar
que a equivaléncia entre atlas holomorfos € uma relacdo de equivaléncia. Assim, uma variedade
complexa é um variedade diferencidvel M>" munida de uma classe de equivaléncia de atlas
holomorfos.

Dadas M?" variedade complexa e (U, ¢) uma carta holomorfa para M, com

QD = (xlaylw"axnayn),

definimos a aplica¢do J : TU — TU pondo, paracada 1 <i <n,

d d d d
J(a—)zx e J(a—yi):‘a—x;

e estendendo J por linearidade em cada T,M, com p € U. Note que J?>=JoJ=—Idry. De
fato, como provado no capitulo 5 de [9], a aplicacdo J ndo depende da escolha de ¢, de forma
que obtemos uma estrutura quasi-complexa J : TM — TM em M, dita candénica em M. Sempre
que considerarmos uma variedade complexa, essa serd a estrutura quasi-complexa adotada.

Um célculo explicito em coordenadas mostra que o tensor de Nijenhuis N de uma
variedade complexa € identicamente nulo. Reciprocamente, pode ser mostrado que se o tensor
de Nijenhuis de uma variedade quasi-complexa (M>",J) for identicamente nulo, entio M admite
uma unica estrutura de variedade complexa com estrutura quasi-complexa canodnica J.

Agora, dada M uma variedade complexa munida de uma métrica riemanniana g,
dizemos que g € uma métrica hermitiana se J for ortogonal em relacdo a g, isto é, se para

quaisquer X,Y € X(M), tenhamos
gUX,JY) = g(X,Y).

Note que, dada uma métrica riemanniana qualquer gop em M, podemos definir uma métrica

hermitinana g em M pondo, para X,Y € X(M),
g(XaY) = gO(XaY)+g0(JX7JY)'

Uma variedade hermitiana (M, g,J) é uma variedade complexa M, munida de uma

métrica hermitiana g e com estrutura quasi-complexa J.
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Dada uma variedade hermitiana (M,g,J), pondo o(X,Y) :=g(JX,Y), paraX,Y €
X(M), temos que ® é uma 2-forma em M, denominada forma de Kiahler de M. De fato, dados

X,Y € X(M), temos
o(X,Y) =g(JX,Y) =g(J?X,JY) = —g(X,JY) = —0(Y,X).

Finalmente, uma variedade kiihleriana é uma variedade hermitiana (M, g,J) cuja
forma de Kihler w € fechada, isto €, dw = 0.

O mais simples, e, de fato, o que mais nos interessa, exemplo de variedade kihleriana
€ o espago euclidiano complexo C”, munido da métrica euclidiana g. Nesse caso, a estrutura

quasi-complexa J de C" é dada por

d d d d
’(a—)zx e J(a—yi):‘a—w

4 29 g0 o0s campos candnicos de C", de modo que a forma de Kihler é dada

7y dxy? Iy

0
onde o
por

n
0= de’ Ndy',
i=1

que € claramente fechada.
Para outros exemplos, veja [9] ou [6].
Para encerrar essa discussdo, enunciamos € provamos uma proposi¢do que serd

necessdria no quinto capitulo.

Proposicao 2.1. Seja (M,g = (-,-),J) uma variedade hermitiana com conexdo de Levi-Civita V.

Entdo M é kdhleriana se e, somente se, VJ =0, isto é, J é paralelo em relacdo a V.
Demonstragdo. Seja @ a forma de Kahler de M. Dados X,Y,Z € X (M), temos

do(X.Y,Z) = (Vx0)(Y,Z) — (Vy®)(Z,X) + (Vz0)(X,Y).

Mas,

(Vxo)(Y,Z2) =X(0(Y,Z2)) —o(VxY,Z)— o(Y,VxZ)
=X({JY,Z)— (JVxY,Z)— (JY,VxZ)
=(VxJY,Z) — (JVxY,Z) = ((VxJ)Y,Z),

logo,

do(X,Y,Z) = (Vx)Y,Z) — (Vy))X,Z) + ((V2])X,Y). (2.5)
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Portanto, se VJ = 0, entdo dw = 0 e segue que M € kihleriana.
Reciprocamente, assuma que d® = 0. Primeiramente, note que J> = — Id7y, garante
que

(VxJ)J +JVxJ =0. (2.6)

Por outro lado, usando a simetria de V, temos que o tensor Nijenhuis de M satisfaz

N(X,Y) = VxJY —VydX —J(VyxY —VyJX) = J(VxJY —VyX) — (VxY — VyX)

= (ij.])Y — (V]yJ)X —I—J(Vy.])x —J(Vx.])Y 2.7

Assim, aplicando sucessivamente (2.5), (2.6), (2.7) e usando o fato de g ser hermiti-

ana e que dw = 0, temos

0=do(X,Y,Z)—do(JX,]Y,Z)

(Vx)Y,Z) —((VyD)X,Z)+ ((Vz])X,Y)
<(ij.])JY Z> + <(ij.])JX,Z> — <(V2J)JX,JY>

(=2 (Vx)Y,Z) — (—=J*(Vy )X, Z) + (V7)) X,Y)

+ (J(Vyx )Y, Z) — (J(Vyy )X, Z) + (J(V2])X ,JY )
= (=T (VXY + 2 (Vy))X +J(Vyx )Y —J(VyD)X,Z) +2((V2J)X,Y)
=

IN(X,Y),Z)+2((Vz])X,Y).

Mas, como M é variedade complexa, temos N = (0. Portanto, segue da ultima
igualdade acima que

((Vz/)X,Y) =0,

para quaisquer X,Y,Z € X(M), e isso equivale a VJ = 0. O
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3 UMA FORMULA PARA O VOLUME DAS BOLAS GEODESICAS

Sejam (M",(-,-), V) uma variedade Riemanniana conexa e completa e & € X(M) um
campo conforme fechado ndo trivial, com pelo menos um ponto singular, e y seu fator conforme.

Antes de provar o teorema (3.1), que, dentre outras coisas, descreve uma férmula
para o volume das bolas geodésicas de M centradas num ponto singular de &, apresentamos
algumas notacdes que serdo usadas de maneira recorrente durante o restante do texto.

Se n > 2, ja foi discutido que & tem singularidades isoladas e ¥ nédo se anula nesses
pontos. No caso n = 2, tomamos essas afirmacdes como hipéteses.

Seja p € M tal que £(p) = 0. Como y(p) # 0, a menos de trocar & por y(p)~'E&,
podemos supor que ¥(p) = 1. Seja y: [0, +o0) — M uma geodésica normalizada tal que y(0) = p.
Denotando & (1) = E(y(7)) e w(t) = w(y(t)), temos que

%@(t),?/(l» =(Vy &Y (0) ={y@)Y (0).Y (1)) = y(t):

logo, pondo

)= [ wis)as

segue de a(0) =0 ¢ (£(0),7(0)) =0 que a(r) = (5 (1), Y (1))
A partir daqui, faremos a seguinte hipétese de positividade sobre a: a(t) > 0 com
a(t)=0 <= r=0.

Assim, temos

d

5186 (1,8(0) =2(Vy(»§,6(1))

de sorte que

[ wiss = a() = £ G.D)

Mas, da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

a(t) = (§(1),Y (1) < [EOIIY ()] = a(®),
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logo,
§(1) =a()y (). (3.2)
Agora, dado g € M\ {p}, sejam y: [0,I] — M e 7: [0,I] — M geodésicas normaliza-

das tais que y(0) = 7(0) = p e y(I) = ¥(I) = g. Da discussdo anterior, segue que

a(l)y (I) = &(¥() = &(q) = E(v(1)) = a()Y (),

porém, como ¥ (1) e ¥ (I) sdo unitérios e a(l),a(l) > 0, concluimos que (/) = a(l)
e, dessa forma, ¥ (1) = 7(I). Portanto, por unicidade, y = 7. Isso estabelece que, dado qualquer
ponto ¢ € M\ {p}, existe uma tnica geodésica normalizada ligando p a ¢, de sorte que a
aplicagdo exponencial exp,, : T,M — M € injetiva. Além disso, dada y: [0, +o0) — M geodésica
normalizada com ¥(0) = p, como, para todo [ > 0, ¥|jo; € a Unica geodésica ligando p a
Y(1), o teorema de Hopf-Rinow garante que 7| 0, € minimizante para todo / > 0; logo, néo
ha pontos conjugados a p ao longo de qualquer geodésica nao-trivial partindo de p, o que
garante que exp, : I,M — M ¢ um difeomorfismo local. Mas, a completude de M diz que
expp : TyM — M ¢& sobrejetiva, logo, exp,, : T,M — M ¢ um difeomorfismo local bijetivo e,
portanto, um difeomorfismo.

Enfim, vamos ao teorema desta se¢do. Para sua prova, serd necessdria a formula da

codrea. Veja os teoremas 3.10 e 3.12 de [5] para seu enunciado, demonstracao e aplica¢do usada

nesse texto.

Teorema 3.1. Sejam (M",(-,-),V) uma variedade Riemanniana conexa e completa, & € X(M)
um campo conforme fechado ndo-trivial, com pelo menos um ponto singular p e fator de
conformidade Y. Se a integral de y ao longo de qualquer geodésica ndo-trivial partindo de p
for positiva, entdo:
(a) exp, : TyM — M é um difeomorfismo e p é o iinico ponto singular de E.
(b) w(t)=w(y(t)) e |E(t)] = |E(Y(t))| ndo dependem da geodésica y : [0,+00) — M com
Y(0) =p.

(c) O volume v(r) da bola geodésica B(p,r), com centro em p e raio r, é dado por

W(r) =C /0 L@, (3.3)

onde C é uma constante positiva que sé depende de n.
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Demonstragdo. Segue da discussdo anterior que exp,, : 7,M — M ¢ um difeomorfismo. Além
disso, também nas notagdes da discussdo anterior, dada ¥ : [0, 4o0) — M geodésica normalizada,
temos a(r) > 0 parar > 0. Assim, por (3.2), segue que p é o tGnico ponto singular sobre de &
sobre 7, logo a completude de M garante que p € o tinico ponto singular de .

Para o item 2, note que a equagdo (3.2) e o lema de Gauss garantem que & € ortogonal
a S(p,r) = dB(p,r), para todo r > 0. Assim, por (2.2), segue que Vy também é ortogonal a
S(p,r), para todo r > 0. Logo, ¥ € constante ao longo de cada S(p,r), o que da cabo da primeira

metade do item, jd que exp,, € um difeomorfismo. Além disso, dado u € 7;S(p,t), temos

u((,8)) =2(Vu&,8) =2y(u,5) =0,

logo, |&|? é constante ao longo de S(p, ), o que termina (b).
Resta provar o item (c). Para isso, considere p : M — R, a funcdo distancia até o

ponto p. Temos

szé.

Calculando o laplaciano de p, obtemos

Ap = div (é—|>

= &g ==k (3.4)

Dado g € M\ {p}, sejay:[0,r] — M atnica geodésica normalizada tal que y(0) = p
e ¥(r) = q. Por (3.2), segue que a curva integral de & partindo de ¢ é r — y(f(¢)), onde t — f(¢)
é a solugdo da equagdo diferencial f’(t) = a(f(r)) com f(0) = r. De fato, y(f(0)) =y(r) =qe

(vo£)'(t) =F' ()Y (f(t)) = a(f(1)Y (£(1)) = E(V(f(1)))-

Agora, se IT'; é o fluxo de &, entdo, como y/(¢) ndo depende da geodésica normalizada

partindo de p, o mesmo vale para a(z), de forma que I';(B(p,r)) = B(p, f(t)). Pondo o(t) =



21

vol(I';(B(p,r))), a equagdo (2.1) da

d
o'(t) = — / am
ds |s—o JTis(B(p.r))
_ 4 / TdM
ds|s_o JTi(B(p,r)

— / a1 rram
B(p.f(1)) ds|s—

_ 5 (L. dM
/B(p,fm) o(LgdM)

— / div(E)dM = / nydM.
B(p.f(1) B(p. (1)

Como v(r) = volB(p,r), temos 6 (1) = vol(I';(B(p,r))) = vol(B(p, f(t))) =v(f(2)).

Assim o’ (1) =V'(f(¢))f(¢), logo, pondo r = f(z), temos

o'(1) 1 1 '
Vi(r) = = / nydM = / n dMZ”( inf ) :

=70 = a0) Jntron ™M TG o™ a0l ¥ ) TEG)
Como y(p) = 1, aplicando a regra de L’Hopital a luz de (3.1), temos

lim V() > n lim V/(r).
r—0+ r—0+

Como V/(r) > 0, segue que
li "(r) =0.
rirgl+v (7'>

Agora, como & = Vp em M\ {p}, se Ty é o fluxo de £ em M\ {p}, temos, para

r>e>0,
/ Ade:/ div(é)sz/ LgdM
B(p,r)\B(p,€) B(p,r)\B(p,€) B(p,r)\B(p,€)
= / —| TtdM = 4 / [rdam
B(p.r)\B(p.e) ds |5 ds | ;o JB(p.n)\B(p.e)
_ 4 / am = & / aM
ds | ;o JI,(B(p.r)\B(p.e)) ds | oo/ (B(p.r+s)\B(p.e+s))
= — (v(r+s)—v(e+s)) =V (r)=V(e).
ds s=0

Fazendo € — 0T, temos
3.5

de sorte que Ap é integravel em B(p,r).
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Afirmo que

V(r) = / ds,, (3.6)
S(pr)

onde dS, é a forma de volume de S(p,r). Com efeito: tomando r > € > 0 e aplicando o teorema

da divergéncia em B(p,r) \ B(p, €), segue que

Vi(r) =V (e) = ApdM

B(p,r)\B(p,€)

:/ <Vp,v>dSr—/ (Vp,v)dSe
S(p.r) S(p.€)

_ / ds, — / dS,:
S(p,r) S(p.e)

assim, fazendo € — 07, segue (3.6).
Agora, aplicando a férmula da codrea em (3.5), aplicando o item () e a equagado

(3.4), obtemos

v’(r):/ ApdM = /p7 n—1|§|dM // (n—1) ‘édstdr

B(p
P m/ptdS,dt /O(n—1)@v<)d;.

Pondo u(r) =1/(r), temos u(r) > 0 se r > 0. Entdo, a equagdo anterior se escreve

como

NS
u(r)—/o(n 1) gyt

Derivando, temos

logo, segue de (3.1) que

L ogu(r)) = 0 = (1) Y~ (1 1) Lrog(lE().

Integrando em [g, 7|, para r > € > 0, temos

ox (5iey) = v Dree (12727 )
ue

; |§Mr()|,)1 = e )‘,)1 r =: C, para quaisquer r > € >0e

Portanto

v(r) = u(r) = ClIE(r)"". 3.7

Por fim, integrar v’ em [g,¢] e fazer € — 0+, implica a equagdo (3.3).
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4 SUPERFICIES MUNIDAS DE CAMPOS CONFORMES FECHADOS

Nessa secao estudamos o problema de classificar superficies riemannians (ZZ, g, V)
munidas de um campo conforme fechado ndo trivial £ € X(X) com pelo menos um ponto singular
p € L, sob a hipétese que & tem seus pontos singulares isolados e que seu fator conforme
¥ ndo se anule nesses pontos a menos de conformidades. Lembre que um difeomorfismo
f:(M,gym)— (N,gn) é dito conforme, ou uma conformidade, se f*gy = Agy, para L € C*(M)
positiva.

Como vimos na se¢do anterior, dai segue que p € o Unico ponto singular de & e
exp, : X — X ¢ um difeomorfismo. Assuma, sem perda, que y(p) = 1. Dada uma geodésica
normalidaza ¥ : [0,e0) — M partindo de p , as func¢des y(¢) = y(y(z)) e |§(¢)| = |E(y(r))| ndo
dependem da escolha de ¥, de forma que, y e || sdo constantes sobre os circulos geodésicos de
Y. centrados em p.

Pela equacdo (2.2), temos, para t > 0

V() =7 (OW) = o E@) (W) @)
= T (W O00) =~z
_ 2 _
=~ gy EOPK (D) = ~IEOIK (). 42)

@)l
Ric(& (1))
@)
1
onde K denota a curvatura gaussiana de X.

Teorema 4.1. Seja (X?,g,V) uma superficie riemanniana conexa, completa e munida de um
campo conforme fechado nao trivial & € X(X) com pelo menos um ponto singular p € ¥ e fator
conforme . Suponha que W néo se anula nos pontos singularesde de &. Se a integral de ¥ ao
longo de qualquer geodésica ndo trivial partindo de p for positiva, entdo:
(a) Se y é constante, entdo ¥ é isométrica ao plano euclidiano.
(b) Se [* ‘é(%)'dt = +oo, entdo ¥ é conformemente equivalente ao plano euclidiano. Em
particular, se y é limitada, essa condigdo é satisfeita.

(c) Se [{* mdt < 400, entdo ¥ é conformemente equivalente ao plano hiperbélico.

Demonstracdo. Pelo item (a) do teorema (3.1), p € o tGnico ponto singular de & e exp,: X — X
€ um difeomorfismo. Assim, se Y for constante, a equacao (4.1) garante que, K = 0. Como X é

completa, flat e simplesmente conexa, segue que X € isométrica ao plano euclidiano.
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Para os items (b) e (c), considere a funcdo f : £ — R dada por

) = [ s

onde 7 : [0,00) — X é uma geodésica normalizada partindo de p. A boa defini¢do de f vem do

fato de exp,, : TpX — X ser um difeomorfismo. Note que, por construcdo, f € constante sobre os
circulos geodésicos de X centrados em p. Vamos provar que f € C2(X). Para isso, basta mostrar
que F € C'([0,)), onde

-y (1)
Ft) = HOIE set>0

0,ser=0

Pela regra de L’Hopital e da equacgdo (4.1), temos

. B l—y() .y
Jim F(1) = lim — s =~ lm ey =

de forma que F € continua.
Para tanto, aplicando a regra de L’Hopital varias vezes, lembrando que % E(D)| =

y(t), parat > 0, temos

thMZManm (1 ?0WU

t—0+ =0+ (1) 1&(1)]?
. (t) w’ ’(t)
_zlg(ﬁ ( ) z%0+ )
w0y tim (Y 21//( )w (t)
=V $w( <Maﬂ+zw> )
_ v
2

Assim, o coroldrio 6 do capitulo 8 de [8] garante que F é diferencidvel em 0, com F'(0) =
lim, 0, F'(t), o que garante que F € C'([0,)).

Agora, como f(y(t)) = |3 F(s)ds, temos que, para t > 0, V£(y(t)) = F(t)Y(t) =
F(1)Vp(y(t)), onde p : £ — R € a fun¢do distancia até p. Logo, as equagdes (4.1) e (3.4) dio,

Af(y(t)) = F'(t) + F()Ap(y(r) (4.3)

)
)

V@ (A-v@)y@) (A -v0))w() v
E(1)] E(t)? E@)  1E()]
v (1)

=~ &) = KU (4.4)
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Assim, considere em X a métrica g, conforme a g e dada por g5 = e*/ g, e ponha ¥ r=(Z,87).
Supondo que [;” Wlt)‘dt = +oo, temos que Xy € completa e flat. De fato, como pode ser

verificando usando a proposi¢do 7.30 de [7], se K € a curvatura guassiana de X ¢, temos
Kr=e(K—Af)=0

Para a completude, comege notando que, parat > 1,

7(6) = £7(0) = F() +/1”‘ etyas
_ ! fYls)
)+ s e <>rd

+/ |5(15 / as )))ds

1
1))+/1 mdﬁlogﬂé(lﬂ)—10g(|5(t)|)'

Assim, como b(t) = [| ma’s ¢ ndo decrescente e b(1) = 0, temos
! 1
[ 0.7 6 bas = [ g7 (5),7(5))) b

— /W1 \/|§S

WiE)b(r) (4.5)

Como estamos sob a hipdtese de b(r) — oo, quando t — +oo, segue que o compri-
mento de ¥ em relac@o a g € infinito.

Agora, usando as notagdes da demonstracao do teorema da se¢do anterior, uma vez
que f((1)) = F(z), temos V£(y(1)) = F(1)Vp(y(t) = F()&(y(1)). parat > 0 e Vf(p) =
Assim, Vf e £ sdo paralelos em M’ = M\ {p} e, como provado no primeiro capitulo, segue que
& é conforme fechado em Z+.

Dessa forma, se ¥y € uma geodésica normalizada maximal de X ¢ partindo de p, entdo

nossa discussdo até o momento nos diz que, para ¢t > 0,

1 1 1
g, = T Y = e

de sorte que Yy deve ser uma reparamentrizagdo de uma curva integral de &, isto é, uma

E(y (1)),

}/f(t) =

reparametriza¢do de uma geodésica normalizada de X. Portanto, toda ¥y : [0,00) — X ¢, geodésica
normalizada partindo de p, tem comprimento infinito, e o lema da curva divergente garante a

completude de X.
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Como X € simplesmente conexa, completa e flat, X € isométrica ao plano euclidi-
ano, o que termina a primeira a prova da afirmagéo do item (b). Caso y seja limitada, digamos
|w| < M, o teorema do valor médio dé

E@)=18(1)]—18(0)] < ( sup |‘I/(S)|> 1< Mt,
0<s<1

logo,

© 1 © 1
ds > —dt = +oo,
/1 S i Mi

o0 que termina (b).

Para (c), se B:=sup{b(t) :t > 0} < +oo, entdo a equagdo (4.5) da

i 1 b(s)
S S %S: 6() —e S e()e.
[ eV, ) ras = 1) [ s < e 1))l e?

Dessa forma, cada geodésica normalizada maximal de X7, partindo de p, tem comprimento finito,
0 qual independe da dire¢do de partida. Digamos que esse comprimento seja r. Como Ky =0
e Ky é simplesmente conexa, temos que X, é isométrica a bola B(0,r) do plano euclidiano.

Por sua vez, como B(0,r) é conformemente equivalente ao plano hiperbdlico, isso termina a

demonstracao.
O
Agora, pelas equagdes (3.7), (4.1), (3.6) e pela férmula da codrea, temos
[y ()] "y,
K|dX :/ ———d¥ = Vi (r)dr (4.6)
o 2= 0= s T
t
—c / W/ (r)|dr = C-Var(y:[0,1]), @.7)
0

onde Var(y;[0,7]) denota a variagdo total de y em [0,z].

Vamos usar o teorema de Gauss-Bonnet para determinar a constante C. Para isso,
sejam @ uma parametrizagdo, por comprimento de arco, do circulo geodésico S(p,t), com a
orientagdo induzida por X. Nas notacdes da prova do teorema 3.1, é denota o vetor normal a

S(p,t) que aponta para fora; portanto, se k for a curvatura geodésica de o, temos

Assim, por (3.6) e (3.3), temos

_ v o @) o v _
e = gy [ o= g O = g0l = o



27

Por Gauss-Bonnet e por um célculo andlogo ao de (4.6), segue que
—2m+Cyl) = |  KZ = Clw(e) =y (0) =C(y(@) 1)
p7

logo, C =2x. Logo, a equacdo (4.6) se reescreve como

/ IK|dE = 27 Var(;[0,1]). 4.8)
B(pit)
Encerramos esse capitulo com o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Seja (X2,¢ = (-,-)) uma superficie riemanniana conexa, completa e munida de
um campo conforme fechado ndo trivial & € X(X) com pelo menos um ponto singular p € ¥ e
fator conforme y. Suponha que W ndo se anule nos pontos singulares de &. Se a integral de Wy
ao longo de qualquer geodésica ndo trivial partindo de p for positiva, entdo:

(a) ¥ tem curvatura total finita se, e 56 se, Y : [0,00) — R é de variagdo limitada.

(b) Se ¥ é uma superfice de Hadamard, isto é, se a curvatura gaussiana K de ¥ for ndo

positiva, entdo X tem curvatura total finita, se e so se, Y é limitada.

Demonstracdo. O item (a) segue ao tomar ¢t — oo na equacdo (4.8). Para (b), note que a
equacao (4.1) da
(1) = —|()|K(x(1) = 0.

Logo,

t—Foo

Var(y,[0.00)) = [ W0l = | w(0ar = tim y(e) -1,

e o resto segue do item (a). O
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S PRESCREVENDO O FATOR CONFORME

Nesta secdo, veremos que hd certa liberdade para construir exemplos de variedades
completas que admitem um campo conforme fechado & com exatamente um ponto singular e
com fator conforme y prescrito. Além disso, provaremos que esses exemplos caracterizam tal
classe de variedades.

Dadas duas variedades riemannianas (M, gys) e (N,gn) e a: M — (0,00) uma fungéo
suave, o produto warped de M e N, com fungdo warping a, é a variedade riemanniana M X, N =

(M x N,g,), em que a métrica g, é dada por

~ *

8a = Ty &M+ a* TNEN,

Ty € Ty sdo as projegdes de M <, N sobre M e N, respectivamente, € d := a o .
Uma vez que M X, N tem como estrutura variedade diferencidvel a estrutura produto

de M x N, temos uma decomposic@o para os campos tangentes a M X, N dada por
X(Mx,N)=X(M)®X(N).

Assim, dados X,V € X(M x,N), se X € X(M), entdo X é dito campo horizontal, e,se V € X(N),
entdo V € dito campo vertical. Dados X e V campos horizontal e vertical, respectivamente,
dizemos que X é um levantamento horizontal se X € mys-relacionado a um campo vetorial em
X. € X(M) e V & um levantamento vertical se X é my-relacionado a um campo vetorial em
V. € X(N).

Denotando por V e VM 3 conexdo de Levi-Civitade M x,N e M, respectivamente,
dados X € X(M x,N) levantamento horizontal e V € X(M x,N) um levantamento vertical,

temos, nas notagdes acima, que VxY ¢ levantamente horizontal, VxY € my-relacionado a VY e

X(a)

VyX = V. (5.1

Para a prova dessas, e outras, propriedades, veja a se¢ao 9.3 de [9].

Tendo as notacdes e propriedades acima estabelecidades, vamos ao nosso caso de
interesse.

Dado o intervalo (0, +-00) C R com métrica candnica dr?, a esfera redonda (S"~ !, ds?)
e uma fungio a : I — (0,0), consideramos o produto warped (0, 4-o0) x,S" . Afirmamos que o
campo horizontal o, é um campo conforme fechado sem pontos singulares, com fator conforme
a o T(0,400)5 €M qUE 5, denota o levantamento horizontal, por T(0,4-00)> do campo candnico d; em

(0,%0).
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De fato, denotando, por simplicidade, a’ o T(0, +-00) POT a,dporae ét por dy, temos

Vat (Cla[) = 8[ (a)a[ + aVata; = a/at,

pois Vé?’+°°) d; = 0. Além disso, a equacdo (5.1) garante que, se V € X(S""!) é um levantamento
vertical,
a
Vy(ad) = 29Dy _ gy
a

Como 7rgu-1 : M X4 N — N € uma submersao, temos que, para todo vetor vertical v € T, S”_l,
existe um V € X(S""1) levantamento vertical tal que V(¢) = v. Logo, a tensorialidade de V na
primeira entrada e as duas equagdo anteriores provam a afirmacao.

Agora, fixe ¥ : [0,4o0) — R, suave com y(0) = 1, e defina a(t) := [j w(s)ds, de
modo que a é suave, com a(0) =0 e lim,_,o+ @ =d'(0) = y(0) = 1. Suponha, adicionalmente,
que a(t) > 0 sempre que ¢ > 0.

Para produzir os exemplos desejados, considere o difeomorfismo @ : R"\ {0} —

(0,00) x S*~! dada por ®(p) = (|p|, ﬁ) e a métrica g, dada por g, := ®*g,, temos que
D (Rn\{()},ga) - (07+°°) XaSnil

€ uma isometria.

Primeiramente, vamos mostrar que g, se estende suavemente a uma métrica rieman-
niana completa em R".

Um cdlculo direto permite verificar que a métrica g, é dada por

(u,p>(v,p> +a(|PD2 ((u,v) (u,p)(v,p>> )

PE -

(8a)p(u,v) = (5.2)

pl? pl*
parap #0eu,vc T,R" = R".

Para a completude, suponha, por ora, que g, se estende suavemente a uma métrica
riemanniana em R”". Seja y: [0, +c0) — R" uma curva divergente, isto é, tal que |y(t)| — +oo
quando 7 — +o0. Sem perda, assuma que |y(7)| > 1, para todo ¢t > 0. Usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz em 5.2, temos

logo,

[ Vet o= [T - ip),
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onde /(-) é o comprimento em relagdo a métrica euclidiana e f : [0,0) — R" é a
curva dada por B(t) = |y(t)|u, para um vetor fixado u € R", com |u| = 1.

Como a divergéncia de y garante a de 3, 0 pelo lema da curva divergente dd /() =
+oc0. Assim, o comprimento de ¥ em relacdo a g, € infinito e, de novo do lema da curva divergente,
segue que (R" g,) é completa.

Para o que falta, note que a equacgdo (5.2) da

(2 (iv) = <a<|p|>>2 ) 1 ) ) (1 ) (a<|pr>>2> | 53

1P| p|? 1

para p #0eu,v € R".

Por Cauchy-Schwarz, temos <”’T1>7‘<2V’p ) < |u||v|. Como lim,_,q @ = 1, temos

(8a)p(u,v) = (u,v) quando p — 0.

Assim, basta provar que g, € suave em p =0, pondo (g4), = (-, ).

Para tanto, precisamos de uma hipétese adicional. Seja yp : R — R, dada por
Wo(t) = y(t|), denominada a extensdo par de .

Suponha que Y seja suave. Note que, como Yy € par, temos y,(0) = 0. Defina
ao(t) := [y Wo(s)ds, para qualquer t € R. Temos que ag é suave, impar € a)(0) = yp(0) = 1. O

Teorema Fundamental do Célculo da

t 1
ao(t):/o a{)(s)ds:t/o ap(ts)ds. (5.4)

———
::al(t)
Logo, a; é suave, par e tal que
aplt
#, setr#0
ai(r) =
1,set=0

Precisamos, agora, do seguinte lema.

Lema 5.1. Seja o : R — R uma fungdo suave e par. Entdo, existe 3 : [0,00) — R suave, tal que

a(t) = B(t?) para todo t > 0.

Demonstracdo. Primeiro, provaremos por indugio, a seguinte afirmacdo: se f : [0,4o0) — R é
suave em (0,0) e de classe C¥ em [0,0), com k > 0, entdo a fungdo t —> ¢ £(¢) é de classe C¥+!

em [0,00).



31

Para k = 0, temos

d .
Sra)| = 1im LU= f0)

=0 t—07t t
de forma que o coroldrio 6 do capitulo 8 de [8] garante que ¢ > ¢ £(¢) é C! em [0, o).
Supondo vdlida a afirmacio para um dado k > 0, se f é suave em (0, ) e de classe

C* 1 em [0,00), temos 1 — ¢ £(¢) de classe CK*! em [0,00). Além disso, temos

d /
S f0) = 1)+ ().

Uma vez que f é de classe C* em [0, ), segue da hipétese de induciio que t — ¢ (¢) é de classe
C**2 em [0,0); encerrando a prova da afirmaco.
Agora, a paridade de o diz que o’(0) = 0. O Teorema de Fundamental do Célculo,

aplicado duas vezes, da
1

a(t) = a(0) -I-t/

0

1l
a’(tu)du:a(0)+t2/ / ua” (tuv)dudv .
0 JO
h(t):=

Assim, i é suave em [0, o) e par. Dai, parat > 0,
o (Vi) = a(0) +th(v/r).

Novamente raciocinando por indug¢do, a afirmacao inicial da demonstracio e a equacao anterior
garantem que ¢ — th(+/t) é suave em [0, ). Portanto, basta tomar (¢) := a(+/), para todo
t>0. O]

Assim, aplicando o lema precedente a fun¢do o = ay, a expressao (5.3) garante que

1-B(|p*)
Ip|? )

(8a)p(u,v) = B(IpI*) (u,v) + (u, p) (v, p) (1+ B(|pI*)) (

paratodo p € R" e u,v € R"™.
1-B(1)

Argumentando como em (5.4), prova-se que t — ——— € suave, posto seu valor em
t =0 como —f’(0). Portanto, segue que g, é suave em todo R".

Note, além disso, que o campo & em R”, definido por

allpl) . se p #0

0,se p=0

§(p) =

é suave, pois &(p) = B(|p|*)p, paratodo p € R", e & é conforme fechado em R”, pois jd o era
em (R"\ {0}, g,), devido a isometria ®.

Em resumo, a discussao desta secao até 0 momento provou o seguinte resultado.
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Teorema 5.1. Sejam y : [0,+o0) — R uma fungdo suave tal que y(0) =1 e a:[0,4+) — R
dada por a(t) = [{ w(s)ds. Se a extensdo par de ¥ for suave e a(t) > 0 parat > 0, entdo R"
pode ser munido de uma métrica riemanniana g, satisfazendo as seguintes condicoes:

(a) (R", g,) é completa.

(b) O campo vetorial & em R", dado por

a L se 0
E(p) = (|P|)\p| pF 7

0, se p=0
é conforme fechado, com fator conforme y e 0 é seu vinico ponto singular.

De fato, vamos provar que a familia de variedades construidas no teorema anterior
da todos os exemplos de variedades completas munidas de um campo conforme fechado &, com
exatamente um ponto singular p € M, fator conforme y tal que y(p) = 1 a integral de ¥ ao
longo de qualquer geodésica nao-trivial partindo de p € positiva.

Primeiro, note que o teorema 3.1 garante que Y e |£| sdo constantes em cada esfera
geodésica S(p,t). Denote o valor de y sobre S(p,) por y(¢), como anteriormente. Vamos
mostrar que Y tem extensdo par suave.

Para isso, tome v € T,M unitdrio e seja %, : R — M a geodésica de M com %,(0) = p

e %,(0) = v. Defina ¥ : R — R por

d

= 2 (E(0) K1)

()

E claro que W é suave e W(r) = y(t), para r > 0. Note que a equacdo 3.1 assegura que
Y(r) =€ (7(2))]. Ademais, como

(1) = HER(=0) W) = S ET(0). V- (0)

d d
= 16 (r(0)l = & (1) =¥(1) = w(),

a extensdo par de y € W, portanto, suave.

Agora, vamos a classificagao.

Teorema 5.2. Sejam (M",g = (-,-)) uma variedade Riemanniana conexa e completa, & € X(M)
um campo conforme fechado ndo-trivial, com pelo menos um ponto singular p € M, e fator
conforme Y tal que y(p) = 1. Se a integral de W ao longo de qualquer geodésica ndo-trivial

partindo de p for positiva, entdo, (M",g) é isémetrica a (R",g,), onde a(t) = [j y(s)ds.
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Demonstracdo. Da discussao anteior, segue que W/(¢) tem extensdo par suave. Segue, do teorema
3.1, que exp,, : )M — M ¢ um difeomorfismo. Logo, g := (expp)*g ¢ uma métrica riemanniana
em T,M.

Se 7 for uma geodésica normalizada partindo de p, temos por (2.2) e (3.1), que, para
t >0,

Ric(€)(0()) =~ g (W), 600) = — s (VW) () =~ 215,

Assim, Ric(é ) também nao depende de 7y e, como anteriormente,

lim Ric(€)(y(1)) = lim — AU = —y"(0)

1—0+ t—0+ |§ (

Agora, para ¢ > 0, tomando um campo ¢ — w(t) € Ty, )M ao longo de 7 tal que
(w, & ) =0¢e |w| =1 e denotando por K (w, g ) a curvatura seccional do plano gerado por w e g,

temos, por (2.4),

Kw®<<%w:@wmmm
= ’5‘4 Ric(&)((w, &) = (£,&) (w,w))
|§|2 Ric(&) = Ric(€).
Assim, sendo k(1) = K(w(t), Y (t)) =Ric(Y(r)), parat > 0, temos que k ndo depende
v e, pondo k(0) = —y”(0), temos que k é continua em 0. Novamente por (2.4), temos, para
XeXxX(M),
RX, Y)Y = —k((X,7)Y = (V,Y)X) = —k({X, 7)Y = X). (5.5)

Dessa forma, afirmamos que o campo de Jacobi X ao longo de ytal que X(0) =0e
eX'(0) =we T,M, comw L ¥(0), é dado por X (r) = a(t)w(t), onde w(t) é o campo paralelo
ao longo de v tal que w(0) = w. De fato, temos X (0) = a(0)w(0) = 0, X'(0) = d’'(0)w(0) =
y(0)w =w e, por (5.5),

X" +ROCY )Y =" —Klan ) —aw) +ka)w:(\;f’—%/a>w:0.

:O

Mas, como X (¢) = d(exp, )y (o) (tw), temos

d(expy) iy (0)(tw) = a(t)w(t). (5.6)
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Assim, dados v € T,M unitdrio, t > 0 e u,w € T,M ndo nulos com u,w L v, se u(t) e w(r)

denotam os transportes paralelos de u e w, respectivamente, ao longo de 7 — exp,, (tv), temos
(d(expy)rv(u), d(exp,)e(w)) =17 2a(t)* (u(t), w(t)) = 1" %a(t)* (u, w),.
Além disso, o lema de Gauss assegura que,
(d(expy)n(v),d(exp,)w(w)) =1 2a(t)(¥ (1), w(t)) = 0 = (v,w),.

Por fim, identificando R" com a métrica euclidiana com (7,M, (-,-),) e considerando

o difeomorfismo ®~! : (0,00) x S"~! — R” dado por ®~!(z,x) = tx, temos
(@ 1)z = (D) (exp,) g =dt* +a(t)’ds; | = ga= (P ") g,
em (0,00) X S, logo, por continuidade, segue que g = g, em R” e, portanto,
exp, : (R",84) = (M, g) (5.7)

¢ uma isometria. O]
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6 VARIEDADES DE KAHLER MUNIDAS DE CAMPOS CONFORMES FECHA -
DOS

Vamos mostrar, neste tltimo capitulo que, no contexto de variedades kéhlerianas, ha

essencialmente apenas um exemplo de variedade satisfazendo as hipéteses estudadas nesse texto.

Teorema 6.1. Seja (M*",g = {,),J), com n > 1, uma variedade kihleriana conexa, completa,
munida de um campo conforme fechado & € X(M) ndo trivial e que possui pelo menos um ponto
singular p € M. Sendo o fator de conformidade &, suponha que a integral de W ao longo de

qualquer geodésica ndo trivial partindo de p seja positiva. Entdo, M é isométrica a C".

Demonstracdo. Vimos no terceiro capitulo que p € o tnico ponto singular de & e que exp), :
T,M — M é um difeomorfismo. Além disso, também vimos que as fungdes Y () = y(y(t)) e
|E(2)| = |E(y(t))] ndo dependem da escolha da geodésica normalizada 7y partindo de p, de modo
que ¥ e |&| sdo constantes sobre as esferas geodésicas de M centradas em p. Também, temos
v (p) # 0, logo, podemos supor, sem perda, que y(p) = 1.

Do teorema 5.2 segue que (M, g) € isométrica a (R*", g,), onde a(t) = [ w(s)ds.
Entio, a identificacio R?" ~ C" garante que, (M,g) é isométrica a (C",g,). Uma vez que o
campo é( p) = p é conforme fechado em rela¢@o a métrica euclidiana g, em C”", o teorema 5.2
também garante que g, é dada pela extensdo da métrica g, = dt> + tzafs%rh1 em [0,00) x §" 1 =
R?" ~ C". Logo, basta mostrar que a(t) = t, para todo ¢ > 0, para concluir que exp, : (C",g.) —
(M, g) é uma isometria.

Sejam o a forma kihleriana de M e v = /(0). Como, por hipétese, 2n > 2, tome
u; € T,M \ {0} tal que u;,Ju; L v e ponha up = Ju;. Sejam X; e X, os campos de Jacobi ao
longo de 7, tais que X;(0) = 0, X{(0) = u; e X2(0) = 0, X5(0) = uy.

Sejam @y a forma kihleriana de (T,M, (,),,J,) e uj(t) o transporte paralelo de u;

ao longo de 7y, para j = 1,2. O paralelismo de J e (5.6) garantem que,

((exp, )i, @) (tur,tuz) = @(d(exp,)n (tur),d(expp)m(tuz)) = @(X1 (1), Xa2(t))
= (IX1(1),X2(1)) = (a(1))* (Jur (¢),u2 (1)) = (a(t))* (Jur,u2)
= (a(t))? oo (ur,u2).
Similarmente, para i, j € {1,2} distintos, temos
((expp), @) (tv,1u;) = @ (d(eXp) ) (V) d (€Xpp)r (tu;)) = (1Y (), X;(1))
= a(t)(tJ (¥ (1)), u;(t)) = ta(t){Jv,u;) = —ta(t)(v,Ju;), = 0.
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Agora, defina ¢ : [0,00) — R por ¢(0) = 1 e ¢(t) = a(t)* 2. A regra de L’Hopital
garante que ¢ ¢ continua em 0. Além disso, se u : T,M — R for dada por u(rv) = ¢(t), onde

t > 0eve T,M € unitario, temos que U € continua e, para t > 0,
((expy, ), @) (ur,u2) = p(tv)ao(ur, uz).
Como d((exp,);,®) = (exp,);,d® = 0, temos, para t > 0,

0

d((expp)p @) (v, u1,u2)

v((expp)n @ (ur,u2)) — ur((expy,), @(v,u2)) + uz ((expp)p, @ (v, u1))

v(p(tv)en(ur,uz)) = dpy (v) {Jur, uz) = @' (1) (Jur Jur) = @' (1) | Jun >

Logo, (p’(t) =0, parat > 0, de modo que @(z) = 1, parat > 0, assim como u = 1.
Mas, por hipétese, a(z) > 0 parat > 0, de sorte que

= i = (40

t

garante que a(t) =t, parat > 0, como queriamos demonstrar. O]

Um variedade rimemanniana N € uma variedade de Sasaki se o cone sobre N,
definido como o produto warped

N = (0,00) XtN,

admitir uma estrutura de variedade kéhleriana. Em particular, a dimensao de N deve ser impar.
Seja N?*~! uma variedade de Sasaki. Dizemos que o cone N tem uma singulari-
dade removivel se, dado um simbolo p ¢ N, o conjunto M := N U {p}, munido da topologia
determinada pela bije¢do natural entre M e o espaco quociente
[0,00) x N
{0} x N’
tiver uma estrutura de variedade kidhleriana completa cuja métrica e estrutura complexa estendam
as de N e, além disso, tal que o campo conforme fechado 10, de N também se estenda a um

campo conforme fechado & € X(M).

Corolario 6.1. Se N for uma variedade de Sasaki de dimensdo 2n— 1, com n > 1, tal que o cone

kéhleriano (0,00) x; N tenha singularidade removivel, entdo N é isométrica a esfera redonda

SZn—l
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Demonstragdo. SejaM = NU{p}, como anteriormente. E claro que £ (p) = 0. Portanto, como
o fator conforme de & € identicamente 1, o teorema anteior garante que exp, : C"~T,M =M
¢ uma isometria. Entdo, ap6s restricdes, uma vez que M \ {p} é isométrica a N, obtemos a
isometria

exXp, [san-1 S L {1}, N ~N.
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7 CONCLUSAO

Nesse trabalho, foram apresentadas vérias consequéncias da existéncia de um campo
conforme fechado ndo trivial £ definido em uma variedade riemanniana completa(M, g). Vimos
que a hipétese de que & tenha pelo menos um ponto singular p e que seu fator conforme v
tenha integral positiva sobre qualquer geodésica nao trivial partindo de p, da origem a varios
resultados interessantes, mesmo sendo uma hipétese relativamente fraca. Em especial, o teorema
6.1 e coroldrio 6.1 ddo uma resposta satisfatéria a questdo de classificar as variedades de Sasaki
cujo cone kdhleriano tenha uma singularidade removivel. Essa questdo, e outras de cunho
semelhante, vém sendo exploradas desde [2]. Além disso, foi provada uma caracterizagdo, a
menos de isometrias, para tal classe de variedades e, para o caso de superficies riemannianas, foi
provado que tais variedades sdo conformemente equivalentes ao plano euclidiano ou ao plano

hiperbdlico.
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