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“Ha4 vitdrias que exaltam, outras que corrompem;
derrotas que matam, outras que despertam.”

(Antoine de Saint-Exupéry)



RESUMO

Fixados n,r € N, esta dissertacao busca cotas inferior e superior ndo triviais para o nimero de
r-coloragdes de arestas, do grafo completo K,,, que evitam cépias do K4-rainbow (um K4 colorido
com diferentes cores duas a duas) como um subgrafo. Denotamos esta quantidade de coloragdes
2
n-

por c4(n,r) e provamos que se n > 3, entdo ca(n,r) > max{S@,rIH g J}. Demonstramos

também que fixado r > 5, com y > 10, para todo n suficientemente grande vale que c4(n,r) <
2
r(H—o(l)—l—%)%'

Palavras-chave: combinatéria extremal; teoria dos grafos; contagem; coloracdes de Gallai.



ABSTRACT

Given n,r € N, this paper seeks non-trivial lower and upper bounds for the number of r-edge
colorings, of the complete graph K,,, that avoid Ks-rainbow (K4 colored in such a way that if an
edge is colored with a color A, another edge can’t be colored by 4) as a subgraph. We denote this

n 112
number of colorings by c4(n,r) and prove that, if n > 3, then c4(n,r) > max{S(Z) , T we
l‘l2

. (1+o(1)+:27)
also demonstrate that, fixed r > 57, with y > 10, for n large enough, c4(n,r) <r =14

Keywords: extremal combinatorics; graph theory; counting; Gallai colorings.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo propde-se a estudar a quantidade de coloragdes de arestas que nao
possuem como subgrafo uma coépia de certo grafo com um padrdo de coloracio predefinido.
Em funcdo da ordem do grafo, pesquisamos as nuances deste problema. Em Teoria dos Grafos,
nos ultimos tempos, devido ao desenvolvimento de varias técnicas de prova na area, ha um
crescimento da quantidade de resultados que, em uma estrutura, buscam evitar subestruturas
predefinidas (por exemplo, em (Alon; Shikhelman, 2016; Morris; Saxton, 2016; Balogh et al.,
2015; Balogh; Samotij, 2011)). A mais recente busca evitar um tridngulo colorido, configuragdo
que modificamos em nosso texto e buscamos, ao invés do tridngulo, evitar um grafo completo
multicolorido de ordem quatro. Os resultados necessarios para o aprofundamento deste tema
estdo presentes no Capitulo 4, antecedido pelo Capitulo 3, onde expomos algumas ferramentas
que sao utilizadas na prova do nosso resultado final ou que s@o usadas comumente em outros
resultados semelhantes.

No Capitulo 2, para ambientar o foco da nossa pesquisa, trazemos um breve histérico
da evolugao de dois problemas correlatos, o primeiro € relativo ao grafo extremal, isto €, fixada a
ordem do grafo (digamos n), o niimero de cores (r) e o subgrafo (H) com um padrdo de colorag¢do
que se deseja evitar predefinido (H), o primeiro busca responder 2 seguinte pergunta: qual o
grafo G de ordem n que mais tem r-coloragdes que evitam cépias de H com padrio H como
subgrafo? Em particular, destaca-se o caso do tridngulo-rainbow, em que H é um tridngulo e H é
a colorag@o com cores distintas duas a duas. Na verdade, podemos definir o padriao de coloragdo
rainbow de forma andloga a esta para qualquer grafo. Veja na Figura 1 as representacdes de
grafos completos com padrao de coloragdo rainbow.

Ja a segunda questio gira em torno do problema de contagem de coloragdes que
evitem estas mesmas copias no grafo completo. Isto € feito como forma de mostrar, como uma
evolucdo natural do pensamento, a motivagcdo que levou a estudarmos o resultado principal deste
trabalho (Teorema 4.3.1). Na verdade, este problema também pode ser generalizado a contagem
de coloracdes de um grafo fixado qualquer, contudo, neste texto, o ponto focal gira em torno
do grafo completo. Por fim, o Capitulo 5 resume os resultados obtidos e discute o que pode ser

melhorado, dando pistas de como, talvez, isto possa ser feito.
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Figura 1 — Representagdes de grafos completos rainbow
K3 rainbow K4 rainbow

K5 rainbow

Fonte: elaborada pelo autor.

Um grafo G é um par de conjuntos disjuntos V(G) e E(G) chamados, respectiva-
mente, de conjunto de vértices e de arestas, junto com uma fun¢do de incidéncia Yg que associa
cada aresta de G a um par nao ordenado de (nfo necessariamente distintos) vértices, neste caso,
dizemos que uma aresta liga os vértices do par nao ordenado ao qual ela estd associada. Um
vértice € vizinho de (ou adjacente a) outro se existe uma aresta que os ligue e, neste caso, dizemos
que tal aresta incide (ou que € incidente) nos vértices que ela liga. Em um grafo G, se uma
aresta e incide em v € S C V(G), entdo também podemos dizer que e incide em S. Um lago de
G € uma aresta em que o par associado por Y € formado por vértices iguais. O grau de um
vértice v em um grafo G, denotado por dg(v), é a quantidade de arestas de G incidentes em v
(considerando que lacos incidentes a um vértice contribuem em 2 unidades para seu grau). A
partir disto, definimos o grau méximo A(G) := {dg(x);x € V(G) e dg(x) > dg(v)Vv € V(G)}
e o grau minimo 8(G) := {dg(x);x € V(G) e dg(x) < dg(v)Vv € V(G)} de G. Quando ndo
houver risco de confusdo em relacdo a qual grafo nos referimos, escreveremos apenas d(v)
ao invés de dg(v) (0 mesmo vale para os graus maximo e minimo A e ) . Dizemos ainda
que |V(G)| é chamada de ordem do grafo G (podemos denotar |V (G)| também como v(G). O
mesmo vale para |E(G)|, que pode ser escrito como e(G)). Arestas a e b sdo ditas paralelas

se Wg(a) = ys(b). Um grafo simples é um grafo sem lagos e tal que quaisquer duas arestas
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distintas ndo sdo paralelas. Neste texto trataremos apenas de grafos simples, o que nos permite,
doravante, trata-los apenas como grafos.

Quando ndo estiverem claros os conjuntos de vértices e aresta de um grafo G,
podemos escrever G(V,E) ou G = (V,E) a fim de denoté-los. Por outro lado, quando estiver
claro a qual grafo nos referimos, escreveremos apenas V e E, ao invés de V(G) e E(G). Sejam F
e F/ grafos, dizemos que F ¢ isomorfo a F/ quando existem correspondéncias biunivocas entre os
vértices de F e os vértices de F’ e entre as arestas de F e as arestas de F’, de forma a preservar a
relacdo de adjacéncia. Sejam H e G grafos, denotamos H C G (e dizemos que H estd contido em
G ou que H é subgrafo de G, ou mesmo que G contém H) quando existe um grafo H' isomorfo a
Htalque V(H') CV(G), E(H') CE(G) e yy é igual a yg restrita ao conjunto de arestas de
H'. Um grafo completo é um grafo simples em que todo par de vértices distintos é ligado por
uma aresta. Denotamos o grafo completo de ordem n por K, e, em particular, chamamos o K3 de
triangulo.

Neste texto tratamos apenas de coloracdes de arestas. Dado k natural, uma k-
coloragdo de um grafo G é uma fungdo c : E(G) — {l,...,k} que associa cada aresta a um
inteiro (cor) entre 1 e k. Dado um grafo F associado a uma coloracao, dizemos que este grafo
é F-rainbow se as cores de suas arestas sdo diferentes duas a duas. Uma k-coloragdo de um
grafo G é H-rainbow-livre se toda cépia de H em G ndo é H-rainbow (ou seja, tem pelo menos
2 arestas de mesma cor). O caso em que H é um tridngulo foi estudado sistematicamente
por Gyarfas e Simonyi (2004), onde coloragdes K3-rainbow-livre de um grafo completo sao
chamadas de coloragoes de Gallai. Mais recentemente, abusando um pouco da terminologia,
coloracdes Ksz-rainbow-livre de grafos quaisquer também tém sido chamadas de coloragdes de
Gallai. Tais coloragdes ja haviam sido estudadas anteriormente com o nome de Particoes de
Gallai, por Korner, Simonyi e Tuza (1992). A nomenclatura € devida a uma relacdo com um
teorema de Gallai, provado em um de seus artigos influentes (que caracteriza a classe dos grafos
de comparabilidade): ver (Gallai, 1967) — traduzido para Inglés, com adicdo de comentérios, em
(Maffray; Preissmann, 2001).

Coloracoes de Gallai possuem surpreendentes relagdes com a Teoria da Informacio,
ligacdo esta obtida pela no¢do de Entropia de Grafos (veja (Korner; Simonyi, 2000)). Este
assunto também intersecta a generalizacao do Teorema Fraco dos Grafos Perfeitos (Cameron;
Edmonds; Lovdsz, 1986). Gyarfas e Sarkozy (2010), ao tratarem do problema de caracterizar

coloracdes Kz-rainbow-livres em grafos ndo completos, demostraram propriedades estruturais
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que devem ser satisfeitas por toda coloracio deste tipo. A generalizacdo deste tipo de coloragdo
para hipergrafos foi abordada por Chua, Gyarfas e Hossain (2013), ao passo que outras dreas da
combinatdria, como a Teoria de Ramsey, também foram alcancados por problemas correlatos
(por exemplo, em (Fujita; Magnant, 2011; Zhang; Chen; Song, 2018; Fujita; Magnant; Ozeki,
2014; Wagner, 2017), onde introduz-se o conceito de Nimero de Gallai-Ramsey).

Movidos por problemas de naturezas diversas e por um problema classico de Erdés
e Rothschild (veja, e.g., (Erdds, 1974)), um nimero volumoso de autores (Alon et al., 2004;
Hoppen; Lefmann; Odermann, 2017b; Pikhurko; Staden; Yilma, 2017; Benevides, Hoppen;
Sampaio, 2017) abordaram problemas de contagem de coloragdes que evitam subgrafos de uma
dada ordem (ou sub-hipergrafos) com um padrao de coloracdo fixado. Recentemente, Bastos,
Benevides e Han (2019) e, independentemente, Balogh e Li (2019), por métodos distintos,
demonstraram que a grande maioria das k-coloracdes de Gallai sdo 2-coloragdoes (a nogdo de
grande maioria serd, adiante, tratada de maneira mais formal do ponto de vista matematico). A
diferenca bésica esta no fato de que, enquanto o resultado de Balogh e Li (2019) usa o Método
dos Conté€ineres e assume que k € constante, o trabalho de Bastos, Benevides e Han (2019) é
feito por uma demonstracao auto-contida e o valor de k pode ser dado por uma fung¢do no nimero
de vértices, tendente ao infinito).

Aqui damos inicio ao estudo do nidmero de colora¢des K4-rainbow-livres de um grafo
completo. Para tanto, também mencionamos os prévios estudos sobre contagem de coloracdes
do K, que evitam triangulos rainbow e sobre coloragdes de outros grafos que evitam alguns

outros subgrafos rainbow, em geral.

1.1 Notacoes e definicoes

Nesta secao unica, para fortalecermos o papel desta introducao, listaremos algumas
notacoes e defini¢cdes bdasicas, que aparecerdo adiante na dissertacdo sem maiores detalhes.
Utilizaremos a primeira subsecdo para definicdes centrais a respeito de grafos e hipergrafo,
enquanto a segunda se¢do serd utilizada para apresentar notagcdes laterais necessarias. Outras
defini¢des mais especificas serdo, quando necessdrias, apresentadas paulatinamente nos proximos

capitulos, de modo que a leitura ndo se torne enfadonha.
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Nocaes de grafos e hipergrafos

A partir da definicao de vértices vizinhos que demos no inicio deste capitulo, de-
notamos a vizinhanga de um vértice v por N(v), equivalendo ao conjunto de todos os vértices
vizinhos a v. Denotamos também os vértices de um subgrafo H de G por V(H) e suas arestas por
E(H). Um subgrafo H de G é dito gerador se o conjunto de vértices de H é igual ao conjunto de
vértices de G. Por outro lado, um subgrafo H de G é dito induzido quando E(H) corresponde
precisamente a todas as arestas que existem em G com ambas as extremidades no conjunto de
vértices V(H). Dado I C V(G), denotamos por G[I] o subgrafo induzido por / em G. Quando G
estiver claro, podemos escrever E(I) ao invés de E(G[I]) e o mesmo vale para e(I) denotando
e(G[I]). Dado um conjunto ndo vazio X, dizemos que {A, B} é uma biparti¢do de X se A, B # 0,
AUB=X e ANB =0, ao passo que {Vi,...,V;} é uma k-particao de X se V; # 0 para todo
i€{l,..k},ViNV;=0paratodosi#je {l1,.k}eU Vi=X.

Dado um grafo G, um subconjunto / do conjunto de vértices de G € dito conjunto
independente em relac@o a G se nao houver pares de vértices em / que sejam ligados por uma
aresta de G. Quando G estiver claro, diremos apenas que I € conjunto independente, suprimindo
a parte: em relagdo a G. Por outro lado, K C V(G) é uma clique se G[K| é completo. Um
grafo G ¢ dito bipartido se existe uma biparticao {A,B} de V(G) tal que A e B sejam conjuntos
independentes e, se existir {A, B} nestas mesmas condi¢des e ainda de modo que todas as arestas
possiveis existam (veja que s serdo possiveis arestas que incidem em A e B a0 mesmo tempo),
entdo dizemos G € bipartido completo e podemos denotéd-lo por K, (ou K, a ordem ndo
importa), onde r = |A| e s = |B| (note que o grafo bipartido completo s6 pode ser biparticionado
de uma tnica maneira, o que faz a defini¢do de K, ; ter sentido). Vejamos na imagem 2 a seguir
uma representagdo do K 4.

O grafo bipartido balanceado completo de ordem n é o K 12],747 também chamado
de grafo de Turdn com 2 partes e denotado por 7>(n). Em geral, o grafo de Turdn com k
partes, denotado por Tj(n), é o grafo k-partido completo de ordem n com o maior ndimero de
arestas possivel. Escrevemos f(n) para denotar |E (T;(n))|. O grafo bipartido induzido por dois
subconjuntos disjuntos A e B do conjunto de vértices de um grafo G é escrito como G[A,B] e é o
grafo formado pelas aresta de G que incidem em A e B a0 mesmo tempo e tal que o conjunto de
vértices € a unido de A e B (note que 1sso ndo € necessariamente igual ao subgrafo de G induzido
por AU B, ja que este ultimo ndo precisa nem sequer ser bipartido). Quando G estiver claro,

escreveremos E (A, B) ao invés de E(GJA, B]) e e(A,B) ao invés de e(GI[A, B]).
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Figura 2 — Uma representacao do grafo K 4

Fonte: elaborada pelo autor.

Chamamos de complemento de um grafo G o grafo G tal que V(G) = V(G) e
E(G) possui exatamente uma aresta para cada par de vértices nio adjacentes em G. O niimero
cromdtico de um grafo G, denotado por X (G) é o menor niimero de cores necessdrias para colorir
os vértices do grafo, ao passo que x'(G), chamado de indice cromitico, é a quantidade minima
de cores que podemos atribuir as arestas de modo que quaisquer duas delas que sejam adjacentes
ndo tenham a mesma cor.

Segundo Bondy e Murty (2008), um caminho € uma sequéncia de vértices distintos
dois a dois tal que quaisquer dois vértices consecutivos possuem uma aresta que os liga. Um ciclo
¢ uma sequéncia de vértices tal que existe uma aresta entre quaisquer dois vértices consecutivos
e os Unicos vértices repetidos sdo o inicial e final, que coincidem. Se tal ciclo possuir ¢ arestas,
chamamo-lo Cy. Um tridngulo, por exemplo, pode ser escrito como um K3 ou um Cz. De acordo
com West et al. (2001), um grafo € dito conexo quando, para quaisquer dois vértices, existe um
caminho no qual tais vértices sdo as extremidades. Quando um grafo ndo € conexo, dizemos que
ele é desconexo. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos, que é adjetivada como geradora
quando abrange todos os vértices de um grafo (note que apenas grafos conexos podem possuir
arvores geradoras). Uma componente conexa de um grafo ¢ um subgrafo induzido conexo
maximal, ou seja, ¢ um subgrafo induzido conexo que ndo estd propriamente contido em nenhum
outro subgrafo induzido conexo (lembremos aqui que um conjunto estd propriamente contido
em outro quando esta contido, mas nao € igual. A defini¢do para grafos € andloga).

Um hipergrafo .7 é um par (V(.7),E()), onde V() é o conjunto de vértices,
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tal que o conjunto E(.7) é uma familia de subconjuntos ndo vazios de vértices, em que cada
subconjunto destes € chamado de hiperaresta. Quando o contexto estiver claro, também podemos
chamar as hiperarestas simplesmente de arestas. Veja que esta definicdo € feita de forma a evitar
arestas paralelas (multiplas), pois essa € a estrutura que nos interessa em nosso texto. Um
hipergrafo é chamado de k-uniforme quando todas as suas hiperarestas possuem exatamente
k vértices, isto é, e € E(#) —> |e| = k. Veja que quando k = 2, o hipergrafo 2-uniforme
é, na verdade, um grafo simples, portanto, podemos dizer que a nocdo de hipergrafos € uma
generalizacdo da nocdo de grafos. Nesta dissertacdo, suprimiremos as defini¢des absolutamente
andlogas as notagdes relativas a grafos, ao passo que, no tocante a outras definicdes referentes a
hipergrafos, apresentaremo-nas nos proximos capitulos, a medida que forem necessadrias.

Seja (Fy,)uen uma sequéncia grafos tal que, para todo n € N, F, tem ordem n.
Dizemos que (F,) é uma sequéncia de grafos esparsos se limy,_c % = 0. Vejamos que a no¢ao

de grafos esparsos remete a grafos que tenham poucas arestas em relagao ao total de arestas
e(F)
()

de densidade positiva, ou simplesmente de grafos densos.

possivel. Por outro lado, se lim;,—s =d > 0, dizemos que (F;) é uma sequéncia de grafos

Outras defini¢cdes importantes

Comecamos esta subsecao dissertando sobre a ordem de crescimento de certas
funcdes. De acordo com Cormen et al. (2022), se f e g sdo funcdes reais definidas nos naturais,

dizemos que f(n) = O(g(n)) se existem constantes ¢ > 0 e ny € N tais que
f(n) <c-g(n) para todo n > ny

Similarmente a nota¢do O (-) para limitante superior, temos também Q (-), que define uma cota
inferior. Formalmente, sejam f e g nas mesmas condi¢des acima, f(n) = Q(g(n)) se, e somente

se, existem constantes ¢ > 0 e ng € N tais que
f(n) > c-g(n) paratodo n > ng
Analogamente, f(n) = ©(g(n)) se, e somente se, existem cj,c; > 0 e np € N tais que
c1-g(n) < f(n) < cp-g(n) para todo n > ny

Agora, definiremos as notagdes o () e @ (-). Formalmente f(n) = o (g(n)) quando

para toda constante ¢ > 0, existe um n, > 0 tal que
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f(n) < c-g(n) paratodo n > ny.
enquanto f(n) = @ (g(n)) quando para toda constante ¢ > 0, existe um n, > 0 tal que
f(n) > c-g(n) para todo n > ny.

Perceba que quando g(n) # 0 para todo n suficientemente grande,

1. f(n) =o(g(n)) se, e somente se, lim,_,c % =0
2. f(n) = w(g(n)) se, e somente se, lim,_se % =00

A anélise assintética € amplamente utilizada em Teoria Extremal dos grafos (veja
(Bollobas, 1986; Hero; Michel, 1999; Hora, 1998; Rukhin, 2009)). Contudo, para nossas preten-
soes, apenas as defini¢des acima sdo o suficiente. Além das notacdes assintéticas apresentadas,
separamos esta subsecao para denotar outros instrumentos utilizados nesta dissertacao. Dado
k natural, o conjunto {1,...,k} também pode ser escrito como [k] ou como I;. Mais a fundo,
se s < k sdo naturais, definimos (V;}) como sendo a familia de todos os subconjuntos de [k] de

tamanho s. O chamado conjunto das partes de um dado conjunto X ¢é a familia
P(X)={A:ACX}.

Além de & (X), também podemos denotar o conjunto das partes de X por 2%,
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, tragamos um breve histérico do que sdo as coloracdes de Gallai, de
como surgiu o estudo sobre cotas inferiores e superiores para coloracdes de Gallai e como o
problema, que € bastante recente, vem sendo transformado ao longo dos anos nessa direcao.

Em relacdo ao problema de coloragdes citado acima, Gallai (1967) iniciou o estudo
sobre uma classe especifica de grafos, os ditos transitivamente orientdveis. Ja no século XXI,
Gyarféas e Simonyi (2004) evoluem o estudo no sentido de encontrar coloracdes de arestas que
nao possuem triangulos com trés cores distintas, os chamados tridngulos rainbow. Destarte, ao
longo dos anos seguintes surgem novas descobertas e segmentos que permeiam o tema. Neste
texto apresentaremos o estado da arte de um destes segmentos de pesquisa.

Diante disso, destacaremos o resultado obtido no Capitulo 4, bem como sua umbilical
relacdo com outros resultados que motivaram fortemente sua descoberta, além de demonstrar
outros trabalhos que pavimentaram o caminho para a descoberta de limitantes para colora¢des
de Gallai estendidas ao K4-rainbow. A frente, apresentaremos defini¢cdes, notacdes e nogdes

necessdrias ao entendimento dos resultados contidos neste capitulo.
Definigoes e notacdes

Como ja vimos na introdu¢do desta dissertacdo, em Teoria dos Grafos, tridngulo € o
grafo K3. Segue dai que tridngulo rainbow €é um triangulo associado a uma colorag¢do, em que as
cores das arestas sdo diferentes duas a duas.

Uma k-coloracdo de Gallai de um grafo G é uma k-coloracio de arestas de G que ndo
produz triangulo rainbow. Fixado n natural, um grafo k-extremal de Gallai é um grafo de ordem
n tal que o nimero de k-coloragdes de Gallai € mdximo entre todos os grafos com n vértices.
Podemos estender o conceito de coloragdes de Gallai da seguinte forma: uma k-coloracdo
H-rainbow-livre de um dado grafo G € uma k-coloragao de arestas de G que ndo gera cOpias de
H-rainbow, que, por sua vez, é o grafo H colorido em arestas com cores diferentes duas a duas.

Em particular, uma k-coloracdo de Gallai é uma k-coloragdao K3-rainbow-livre.
Quando nao houver dubiedade quanto ao grafo a ser colorido em arestas, falaremos apenas
k-coloragdo de Gallai ou k-colorag¢do de H-Gallai. Definimos, entdo, c¢r(n,k) como sendo o
numero de k-coloragdes F-rainbow-livres possiveis no grafo completo K,,. Quando F for um

tridngulo, escreveremos c¢(n,k) e quando F for um grafo completo K,, escreveremos apenas
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¢r(n,k). Podemos definir ainda ex(n, F) como sendo o nimero maximo possivel de arestas de
um grafo de ordem n, de modo a evitar que este grafo contenha uma cépia do grafo F.
Outros conceitos a respeito de métodos de prova, tais como regularidade, estabilidade

em grafos e método dos contéineres, entre outros, serdo explicados no capitulo de pré-requisitos.

2.1 Grafos Gallai k-extremais

Gyarfas e Simonyi (2004) foram os que primeiro modelaram o estudo sobre colora-
¢oes de arestas de um grafo nas quais nenhum tridngulo possui trés cores distintas (triangulo
rainbow) e as chamaram de colora¢des de Gallai, isso porque grafos sem triangulos rainbow
compartilham propriedades importantes com os grafos transitivamente orientdveis. Desde entdo,
houve avancos considerdveis em problemas de coloracdo de arestas, cuja origem pode ser ras-
treada a uma questdao de Erdds e Rothschild (1974), que questionaram qual grafo de n vértices
admite o maior nimero de k-coloracdes, de modo a evitar uma cépia de F com um padrao de
cores prescrito, onde k € um inteiro positivo e F' é um grafo fixo. Em particular, o estudo do
grafo extremal para colora¢des de Gallai, que € o caso em que F' € um tridngulo rainbow, tem
recebido atencdo recentemente. Um grafo G com n vértices € k-extremal de Gallai se o nimero
de r-coloragdes de Gallai de G é o maior entre todos os grafos com n vértices. Outra abordagem
correlata € a busca por cotas inferiores e superiores relativas a coloracdes de Gallai no Grafo
Completo. Para k > 5, o grafo k-extremal de Gallai foi determinado por Hoppen, Lefmann e

Odermann (2015, 2017a, 2017b).

Teorema 2.1.1. Para todo k > 5 existe ng tal que para todo n > ny, o tinico grafo k-extremal de

Gallai de ordem n é o grafo bipartido completo KLH/2H"/2W'

Para k > 5, o grafo k — extremal de Gallai foi determinado por Hoppen, Lefmann e
Odermann (2017a). Os autores, motivados pelo trabalho de Balogh (2006), provaram que um

n,K3)

grafo de ordem suficientemente grande tem, no maximo, kex( coloragdes de Gallai e que

esta cota superior € atingida apenas quando o grafo é o de Turdn 73 (n), isto é, o grafo bipartido
completo balanceado K|, /3| [n/2]- Este resultado ¢ uma melhoria de outro, alcan¢ado pelos
mesmos autores em (Hoppen; Lefmann; Odermann, 2015), que chegou a mesma conclusdo para
k> 3%

O Teorema pode ser provado através de resultados conhecidos na drea de combina-

téria, como o Lema da Regularidade de Szemerédi e resultados referentes a estabilidade, que
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veremos em detalhes no capitulo 3, destinado aos requisitos para prova do resultado principal
deste dissertac@o e a outros temas que o tangenciam. Como se baseia no Lema da Regularidade
de Szemerédi, a conclusdo deste teorema € conhecida por ser vélida para valores muito grandes
de ng. Em termos de ordem do grafo, o resultado a seguir melhora a cota inferior, ao custo de

pioré-la para o nimero de cores.

Teorema 2.1.2. Para todo k > 10 e n > 5, o tinico grafo k-extremal de Gallai de ordem n é o

grafo bipartido completo K|, /3| 1n/2)-

Em outra abordagem, para k > 10, Hoppen, Lefmann e Odermann (2017a) provaram

que, se n > 5, o nimero maximo de coloragdes de Gallai é kex(nK)

e que este valor € atingido se,
e somente se, o grafo for o de Turdn 75 (n), assim como no teorema 2.1.1. Percebamos que, em
relacdo ao 2.1.1, neste teorema ganhamos o fato da ordem do grafo ser fixa e ndo mais um valor
suficientemente grande, dependente do niimero de cores disponiveis fornecidas. Contudo, isto s6
vale quando k > 10.

Agora, € natural perguntar-se sobre os casos em que k = 3 ou k = 4. Contudo, ainda é
desconhecido, neste caso, se um unico grafo atinge o méximo de k-coloracdes de Gallai possiveis

e qual € este grafo para valores pequenos de n. No mesmo artigo foi encontrado um limitante

superior para os casos em que k € {3,4} e n é suficientemente grande, como vemos a seguir.

Teorema 2.1.3. Dado k € {3,4} e 0 > 0, existe ng tal que n > ng implica que, qualquer que seja

n2
o grafo grafo em n vértices, o niumero de coloragoes de Gallai ndo ultrapassa 27 (148),

Notamos que este resultado implica que o grafo completo K, ndo estd longe, com
respeito ao nimero de coloracdes de Gallai, de atingir o valor extremal, tanto para k = 3, quanto
para k = 4. No caso em que k = 3, uma cota superior € obtida através do método dos contéineres,
ferramenta que estudaremos a fundo no capitulo de revisao bibliografica, enquanto a cota superior
mais precisa n12(5) segue do trabalho de Benevides, Hoppen e Sampaio (2017).

Para k = 4, T>(n) e K, estdo proximos do valor extremal. Basta pensarmos que, em
K, ao escolher duas entre quatro cores disponiveis, temos 6 possibilidades. E cada combinagao
de exatas duas cores colore as arestas de 2(3) — 2 formas diferentes. Portanto, o nimero de
coloragdes de Gallai tem cota inferior de 6.(2@ —2)+6= 6.(2(3) —1). Enquanto isto, 7> (n)
pode ser colorido com exatamente gex(nK3) > 2(n=1)/2 combinacgdes.

O fato de duas configuracdes atingirem quantidade similar de coloracdes validas

sugere que a demonstragdo da configuracdo extremal requererd estimativas muito precisas. Diante
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do exposto, o estado da arte deste tema depara-se com as duas seguintes conjecturas. Na primeira,
atribuida a Benevides, Hoppen e Sampaio (2017), acredita-se que o tnico grafo Gallai 3-extremal
de ordem n € o Kj,, ao passo que na segunda, feita por Hoppen, Lefmann e Odermann (2017a),
conjectura-se que o nico grafo Gallai 4-extremal é o 7> (n). Utilizando contéineres, Balogh e Li

(2019) provam um resultado similar a primeira conjectura, cComo vemos a seguir.

Teorema 2.1.4. Para todo 0 < € < &, existe ng tal que, qualquer que seja n > ng, vale que, se
G é um grafo de ordem n, e e(G) > |n® /4], entdo o niimero de 3-coloragées de Gallai de G é no

mdximo 3.2¢8) 12~ Hlogn 2(5).

Balogh e Li (2019) encontram este limitante e, 20 mesmo tempo, mostram que, para
n suficientemente grande, um limitante inferior trivial para o nimero de Gallai k-coloracdes
de K, é ( (12‘) + 2_”)2(;). Esta observacao juntamente com o teorema acima e os trabalhos de
Benevides, Hoppen e Sampaio (2017), fazem possivel a prova do teorema a seguir, que foi,
no artigo de Balogh e Li (2019), além do resultado principal, que logo mais comentaremos, a

segunda grande contribui¢3o.

Teorema 2.1.5. Existe ng tal que para todo n > ng, entre todos os grafos de ordem n, K, é o

tinico grafo Gallai 3-extremal.

Como pode-se observar, o teorema acima representa grande avango quanto a conjec-
tura do grafo Gallai 3-extremal, restando apenas questdes quanto a grafos de pequena ordem.
Um resultado para o grafo Gallai 4-extremal também por Balogh e Li (2019), como enunciamos

a seguir.

Teorema 2.1.6. Existe ng tal que para todo n > ny, entre todos os grafos de ordem n, Tr(n) é o

tinico grafo Gallai 4-extremal.

Nesta subsec@o, vemos que o objetivo é, dado um niimero k de cores disponiveis
para a utilizacdo, encontrar o grafo Gallai k-extremal em fun¢do de sua ordem, isto €, para um
grafo de ordem n, definir qual grafo admite o maior nimero de k-colora¢des de modo a ndo
formar um tridngulo rainbow. Este problema tangencia o outro que mostraremos na préxima

secdo e que € mais correlacionado com o problema central desta dissertagao.
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2.2 Coloracoes de Gallai no K,

Nesta secdo apresentaremos um problema de contagem. Além do problema extremal,
outra pergunta natural que surge do artigo de Erdds e Rothschild (1974) € a seguinte: no grafo
completo K,,, dadas k cores disponiveis para colorir todas as arestas, quantas sdo as coloracdes
do K, que nao geram triangulos rainbow? Isto significa perguntar quantas coloracdes de Gallai o
K, admite em configuracdes de k possiveis cores para cada aresta.

Como ja foi visto, representamos como c¢(n, k) o nimero de coloragdes de Gallai de
arestas do K, com k cores disponiveis. O objetivo principal desta secdo € apresentar limitantes
ajustados para este valor e mostrar o estado da arte sobre o assunto. Para iniciar os trabalhos,
podemos contar as coloracdes de arestas que utilizam no mdximo duas cores, pois, neste caso,
nao hi triangulos rainbow contidos em nenhum padriao de coloracdo, visto que, para obter
tridngulo raibow seria preciso que o grafo completo fosse colorido com pelo menos trés cores

distintas. Apresentamos, entdo, o lema a seguir.

n

Lema 2.2.1. ¢(n,k) > (¥)(20) —2) +k

O lema acima €é uma inequacao trivial, visto que, fixadas duas cores, € facil ver que
temos (2(3) —2) maneiras de colorir o K,, utilizando exatamente estas duas cores fixadas. Mas
veja que temos (l;) maneiras de escolher duas cores entre as disponiveis. Portanto, usando exatas
duas cores, com k cores disponiveis, podemos pintar o K, de (]5) (2(3) —2) formas distintas. Por
fim, basta observar que temos k maneiras de pintar o grafo com uma cor s6. Destas observacoes,
segue a desigualdade do lema.

Por processo similar de contagem, ao fixarmos e utilizarmos exatamente trés cores
(digamos ver, azul e vermerlha) e colorirmos o K;, de modo que a cor vermelha pinte apenas uma
aresta, € facil ver que temos exatamente (;) (2(3)*(”*1) —2) coloragdes de Gallai neste padrao.

Juntando estd informagdo com o Lema 2.2.1, obtemos o seguinte lema.
Lema 2.2.2. Existe ng tal que n > ng implica que c(n,k) > ((]2() + 2_”)2(’21)

O lema acima nos da que, fixado o nimero de cores disponiveis k, para n suficiente-
mente grande, vale que ((12‘) + 2_”)2@ ¢ uma cota inferior trivial para o nimero de k-coloragcdes
de Gallai. Adiantamos que esta € uma cota inferior ajustada e isto j4 era previsto antes deste
resultado ser demonstrado no artigo de Balogh e Li (2019). A partir de agora, entdo, nos ateremos

a mostrar os histdricos e tentativas de ajustar cotas superiores para c(n,k).



23

Motivados por uma questio de Erdos e Rothschild (1974) e pela resolu¢cdo de Alon
et al. (2004), Benevides, Hoppen e Sampaio (2017) estudaram o problema geral de contar
o numero de coloracdes de arestas de um grafico que evitam um subgrafo colorido com um
determinado padrdao. Com destaque para o padrdo de tridngulos rainbow, Benevides, Hoppen e

Sampaio (2017) provaram o resultado a seguir.
n—1

Teorema 2.2.3. ¢(n,3) < 3(n— 1)!2( 2)

Para a prova deste teorema, Benevides, Hoppen e Sampaio (2017) valeram-se de
uma prova autocontida. Em paralelo, Falgas-Ravry, O’Connell e Uzzell (2019), utilizando o
método dos contéineres, forneceram um limitante superior mais fraco. Os autores demonstraram
que ¢(n,3) < 2(1+(M)(3) | O método utilizado, apesar de resultar em uma cota mais fraca, abriu
espaco para outro tipo de abordagem do problema.

Bastos et al. (2019) melhoraram a ordem da, até entdo, melhor cota superior para
¢(n,3). Embora com uma prova completamente matematica, os autores também usaram a
pesquisa computacional para calcular o nimero exato de coloragdes de Gallai de pequenos
graficos completos e listar todas as coloragdes de Gallai de K,, paran < 5. Isso forneceu uma
visdo sobre como usar uma indug@o simples para estimar ¢(n,3) para grandes valores de n, bem
como organizar algumas andlises de caso para pequenos valores de n. Enunciamos a seguir o

limitante superior encontrado por Bastos ef al. (2019) para c(n,3).
Teorema 2.24. ¢(n,3) <7(n+ 1)2@

Notemos a evolu¢@o da cota superior: primeiro, Benevides, Hoppen e Sampaio
(2017) encontraram um limitante de ordem (n — 1)!2@. Isto é, o fator que multiplica 2(5) 6 um
fatorial de n. Em paralelo, Falgas-Ravry, O’Connell e Uzzell (2019) descobrem um fator pior
(2°(1)). Neste tdltimo resultado, observamos que a lacuna entre o limitante superior e o inferior
trivial € um fator linear. Agora, veremos que Bastos, Benevides e Han (2018) demonstraram que

a cota inferior estd de fato mais proxima de c(n, k), como apresentamos no préximo resultado.

Teorema 2.2.5. Para todo n suficientemente grande e todo k com 2 < k < 21/4300  romos que

c(n,k) = ((]2() +0(1))2(§)

A prova desta proposicao € autocontida, com excecdo de dois resultados elementares

do artigo de Gyarfas e Simonyi (2004). O primeiro deles é que toda coloracio de Gallai do K,
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contém uma 4rvore geradora monocromadtica. O segundo diz que toda coloracio de Gallai do K,
tem uma cor com o maior grau de pelo menos 2n/5.

Os autores provam o teorema acima de forma elementar, baseando-se em como
classificar as colora¢des enquanto conta-se o nimero de maneiras de estendé-las. O resultado a
seguir poderia ser apresentado como um coroldrio do trabalho de Bastos, Benevides e Han (2018).
Contudo, o enunciaremos como um teorema, visto que foi desenvolvido independentemente por

Balogh e Li (2019) e utilizou o método dos contéineres.

Teorema 2.2.6. Para todo inteiro k > 3, existe ng tal que para todo n > ng, o numero de Gallai

k-coloracées do K,, é no mdximo

( (’5) +2 41022;1 )2('21)

Vejamos que o que torna este um resultado mais fraco do que o Teorema 2.2.5 € o
fato de que, no Teorema 2.2.6, k é fixado e n suficientemente grande, ao passo que, no 2.2.5,
k pode crescer em funcdo de n. Contudo, ambos os teoremas t€m como coroldrio o principal

resultado desta secdo, apresentado na sequéncia.

Corolério 2.2.6.A. Fixado k > 3, seja A% o conjunto de Gallai k-coloragées do K,, com no
mdximo duas dores utilizadas, lim,, . C‘(’:—]’}]l) =1.

Percebamos que este coroldrio nos diz que, para todo inteiro k > 3, quase todas as
Gallai k-coloragdes do grafo completo sdo 2-coloragdes. Este coroldrio invoca uma pergunta

natural: O que ocorreria, em termos de Gallai k-coloragdes, com outros padrdes rainbow que nao

sejam tridngulos? Falaremos sobre um destes padrdes, alvo de nossa pesquisa, na proxima se¢ao.

2.3 O problema de coloracio de Gallai de um grafo arbitrario

Nesta secdo veremos dois teoremas a respeito de coloro¢des de Gallai em um grafo
G dado. O primeiro refere-se a 3-coloracdes que tentam evitar um tridngulo rainbow em um
grafo arbitrério, enquanto o segundo diz respeito a r-coloragdes que evitam Kj-rainbow. Antes
de irmos aos resultados, precisamos definir algumas nogdes. Seja K3 o tridngulo rainbow, fixado
n, dizemos que um grafo G de ordem 7 é (3, K3)-extremal se para todo grafo H de ordem n, o
nimero de 3-coloracdes de Gallai de H ndo € maior que o nimero de 3-coloracdes de Gallai
de G. Perceba que esta notacdo tem uma grande vantagem em relacao a outra que definimos,

podemos trocar K3 por qualquer grafo ¥ fixado com um padrio de coloracio predefinido e o 3
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de (3, F) por qualquer r natural para representar o niimero de cores disponiveis. Podemos ainda
trocar um F por uma familia de grafos com coloracdes pré-estabelecidas Z. O resultado abaixo

estabelece dois resultados aproximados a respeito de grafos grafos (3, K3 )-extremais.

Teorema 2.3.1. O seguinte vale para o tridngulo rainbow Ki:

(a) Para todo & > 0, existe ngy tal que, se G é um grafo de ordem n > ny, entdo CKS(G,3) <
(14+8)%

(b) Para todo & > 0, existe ny tal que, se G é um grafo de ordemn > ny e g, (G,3) > 2(;), entdo
e(G) > (5) —&n*.

O resultado acima, devido a Benevides, Hoppen e Sampaio (2017) € um corolério do
Teorema 2.1.5. Contudo, a importancia de citd-lo estd no método de prova que utiliza, o método
da regularidade, que estudaremos no préximo capitulo, onde relembraremos este resultado. O
teorema a seguir, por sua vez, estuda o problema do (r,.% (k, s))-extremal em que .% (k,s) é a
familia de grafos completos K onde s ou mais cores aparecem. Por simplicidade escreveremos
(r,Ki(s))-extremal. Agora estamos prontos para enunciar o teorema a seguir, obtido por Hoppen,

Lefmann e Nolibos (2021).

Teorema 2.3.2. Sejam k>3 e 2 <5 < (g) inteiros, para todo n suficientemente grande e

r > ro(k,s), Tr—1(n) € o dinico grafo (r,Ki(s))-extremal.

Ora, ¢ facil ver que o teorema 2.3.2 resolve o problema do grafo que, fixada sua
ordem e o nimero de cores disponiveis (r), para n e r suficientemente grandes, maximiza a
quantidade de coloragdes livres de Kj-rainbow, bastando para isso fazer s = (]2‘) E trivial notar
também que os dois teoremas desta se¢ao dizem respeito a grafos extremais. A pergunta que fica
é: em relagdo a r-coloragdes Ki-rainbow-livres do grafo completo K;,, qual o estado da arte?

J4 encontra-se descoberto que quase todas as Gallai k-coloragdes de arestas sdo
2-coloragdes, contudo, quando mudamos o padrdo que queremos evitar, de triangulo rainbow
para k4 rainbow, ndo temos ainda grandes descobertas. Também € natural perguntar-se, ja
resolvido o problema para o k3 rainbow, se ha resultados andlogos para o k4 rainbow.

Diante disso, seguem as seguintes perguntas sobre o tema: hd um nimero fixado
r de cores tal que quase todas as K4-Gallai k-coloragdes sejam r-coloragdes? Quais as cotas
mais ajustadas que conseguimos obter? Em fun¢do do niimero de cores disponiveis, qual o grafo

extremal para esta situagd@o? Devido a grande insipiéncia quanto a estas perguntas, escolhemos a



26

primeira e a segunda questdes para tentarmos comegar a responder. Nesta secao, porém, nos

atemos a apresentar o problema.
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3 PRELIMINARES

Neste capitulo, abordaremos topicos e resultados essenciais para o entendimento
da prova do nosso teorema principal. Trataremos também de topicos muito utilizados em
demonstragdes de outros autores em trabalhados recentes relacionados a contagem de coloracdes,
ainda que estes resultados ndo sejam diretamente utilizados para a prova do almejado resultado
principal desta dissertacdo. E certo que a base tedrica que oferecemos neste capitulo enriquece a
apresentacdo e compreensdo do problema, além de facilitar a iniciacdo neste topico.

A estrutura deste capitulo encontra-se dividida em trés secdes. A primeira secao,
apesar de ndo ser utilizada diretamente na demonstracdo de nosso resultado, revela nogdes
utilizadas amplamente em trabalhos prévios sobre problemas extremais, incluindo problemas do
tipo Erdos-Rothschild, como € o caso da questdo central desta dissertacdo. As outras duas se¢cdes
apresentam teoremas, lemas, coroldrios e defini¢des diretamente necessarias para atingir nosso
objetivo.

Na primeira secdo deste capitulo, apresentaremos uma noc¢do de regularidade de
Grafos, introduzida por Szemerédi (1975). A versdo do Lema de Regularidade de Szemerédi que
utilizaremos esta contida no livro Graduate Texts in Mathematics - Graph Theory, de Diestel
(2024) e, dada sua importancia, pode ser usada como base para muitas outras areas de estudo
em combinatdria. Por este motivo, a mencao a este resultado € devida, visto que muitos dos
trabalhos que vimos no capitulo anterior utilizaram amplamente este método.

A segunda sec@o deste capitulo introduz o método dos cont€ineres, ferramenta
desenvolvida, de maneira independente, em dois artigos recentes, um de Balogh, Morris e
Samotij (2015) e o outro de Saxton e Thomason (2015), € o principal instrumento utilizado em
nosso precipuo resultado. O método de prova € inspirado no artigo de Balogh e Li (2019). A
terceira se¢do, por fim, mostra resultados sobre estabilidade em grafos, que refere-se a como um

grafo se comporta quando sofre pequenas alteragdes.

3.1 O lema da regularidade de Szemerédi

Como foi dito anteriormente, a nocdo de regularidade de grafos apresentada por
Endre Szemerédi, na década de 1970, ¢ uma ferramenta tedrica amplamente utilizada para
diversos tipos de subdreas em teorias dos grafos. O intuito original da descoberta foi provar

que todo conjunto de inteiros com uma caracteristica especifica (a saber, densidade positiva)
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contém uma progressao aritmética arbitrariamente grande. A descoberta serviu, inicialmente,
para resolver uma conjectura proposta por Erdos e Turdn na década de 1930.

As aplicacdes do lema, porém, ao longo das décadas, expandiram-se exponenci-
almente, sdo exemplos de uso do Lema de Regularidade: O Teorema de Roth (1952) sobre
3-PAs (que foi generalizado por Szemerédi para k-PAs), o Teorema de Erdos e Stone (1946)
(que podemos citar como a aplicacdo direta mais cldssica do lema), o Teorema de Estabilidade
de Erdos e Simonovits (1973) (o conceito de estabilidade que também € parte fundamental
deste texto) e outras aplicagdes em Teoria Extremal dos Grafos (veja também (Allen et al.,
2016; Kohayakawa, 1997; Komlés; Simonovits, 1995; Komlés et al., 2000; Gerke; Steger,
2005)). Contudo, nosso principal foco nesta secao € dar ao leitor uma no¢do de como o Lema
de Szemerédi pode ser utilizado para determinar a estrutura tipica de um grafo H-livre e, mais
ainda, como uma pequena variacdo na versao desse lema pode ajudar a resolver problemas
relacionados a coloragdes de Gallai. Nesta dissertacdo, como ndo utilizaremos o Lema de
Szemerédi diretamente na demonstragcdo de nosso teorema principal, apenas enunciamos alguns
resultados, aplicagdes e damos ideias de como o Lema de Regularidade pode ser aproveitado,
além de indicacdes de bibliografias, principalmente para questdes relacionadas ao tema deste
texto.

Grosseiramente falando, a versao cldssica do Lema de Szemerédi diz que todo grafo
pode ser aproximado por grafos aleatérios no seguinte sentido: todo grafo pode ser particionado
em um numero limitado de partes iguais, de tal modo que a maior parte de suas arestas ocorre
entre diferentes partes e as arestas entre quaisquer duas partes sao distribuidas de maneira bastante

uniforme. Por este motivo, o resultado também recebe a alcunha de Lema da Uniformidade.
Definicdoes importantes

Para apresentarmos o Lema da Regularidade de Szemerédi, precisamos introduzir
alguma importantes defini¢cdes, necessdrias ao entendimento do resultado. Seja G = (V,E) um
grafo e X,Y CV tais que X NY = &. Denotamos por ||X,Y || o nimero de arestas de G entre X e

Y (também podemos denotar isto por e¢(X,Y)). Definimos também:

XY
d(x.v) = X3

a densidade do par (X,Y). Note que o nimero méximo de arestas entre X e Y é

X||Y|. Portanto,

0 <d(X,Y) < 1. Dado € > 0, dizemos que um par (A,B) de conjuntos disjuntos A,B CV ¢é
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e-regular se paratodo X CAeY C B, com |X| > €|A| e |Y| > €|B|, vale que:

d(X,Y) —d(A,B)| < e.

Figura 3 — Representacdo de um par (A, B) com densidade %
B

Fonte: elaborada pelo autor.

Vejamos que na figura acima d(A,B) = % e que paratodo X C A etodo Y C B vale
que que 0 < d(X,Y) <1 (na verdade isto vale para qualquer par de conjunto de vértices em

qualquer condi¢do). Diante disso, segue que

1 1
——<dX,)Y)—=- <=
2_<’) -2

| =

€, consequentemente, que

—3 Sd(X.Y)—d(AB) <

| =

Logo,
|d(X,Y)—d(A,B)| <

| —

Concluimos que o par (A, B) da Figura 3 é %-regular. Em geral, este argumento vale para qualquer
par que tenha densidade d = % Percebamos, agora, que as arestas de um par €-regular sdao

distribuidas de maneira bastante uniforme. Intuitivamente, um par (A, B) é regular se para todo
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par de conjuntos no par (A, B) com tamanho néo despezivel, valer que a densidade deste par é
préxima a densidade de (A, B). Vale salientar também que quanto menor €, mais uniforme é
a distribui¢do. Considere uma parti¢do {Vy, Vi, ...,V } de V na qual o conjunto V; é destacado
como sendo um conjunto excepcional. (Vyy pode ser vazio). Dizemos que tal parti¢do é e-regular
de G se satisfaz as seguintes trés condigdes.
@) Vol <e[V];
(i) Vi| = ... = |Vkls

(iii) Todos, menos no méaximo €k pares (V,-, Vj) com 1 < i< j<k,sdo g-regular.

O papel do conjunto excepcional V;y é tornar possivel a exigéncia de que todos os
outros conjuntos da particdo tenham exatamente o mesmo tamanho. Poderiamos omitir da
defini¢do o conjunto excepcional, flexibilizando a condi¢do de equiparticdo, a transformando
na seguinte condigdo: ||Vi|—|V;|| < 1. Mais a frente, para uma outra versdo do Lema de
regularidade, redefiniremos o conceito de particdo &-regular com esta ultima condi¢do ao invés
da versao classica.

Como a condigao (iii) afeta apenas os conjuntos Vi, ...,V;, podemos imaginar o
conjunto Vy como sendo uma espécie de resto: seus vértices sdo desconsiderados quanto a
uniformidade, mas existem poucos deles. Note ainda que, quanto menor for o valor de €, maior é
a quantidade de pares €-regulares encontrados e mais limitado é o conjunto Vj. Agora podemos

enunciar o lema da regularidade sem mais problemas.
O enunciado do lema da regularidade

Lema 3.1.1. (Lema da Regularidade de Szemerédi) Para todo € > 0 e todo inteiro m > 1,

existe um inteiro M tal que todo grafo de ordem pelo menos m admite uma particdo €-regular

{Vo,Vi,...; Vi } comm < k <M.

Sendo assim, o lema regularidade nos diz que, dado qualquer € > 0, todo grafo tem
uma particdo &-regular limitada no nimero de conjuntos. Notemos ainda que a €-regularidade é
trivial quando os conjuntos da particao sdo unitdrios isolados, mas € uma poderosa propriedade
quando eles sdo grandes. Além disso, o lema também permite a escolha de uma cota inferior m,
de modo que, escolhendo m ajustado, podemos aumentar a proporcao de arestas entre conjuntos
da parti¢do.

E fato que V(G) por si s6 é uma equiparti¢do, o que ndo é ttil para nossas pretensdes.

Por isso a importancia do m no lema. Também € inutil equiparticdes onde cada parte € um vértice
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apenas, fato que torna fundamental também no lema a presenca da constante M = M(m, €).
Percebamos também que o lema é projetado para ser utilizado em grafos densos, pois nao ha
controle sobre a distribui¢do de arestas dentro de cada classe da particdo. E facil ver também que,
em grafos esparsos, o resultado se torna trivial, pois todas as densidades dos pares tendem a zero.

Como o lema acima ndo serd utilizado para o capitulo 4, limitar-nos-emos a, na
proxima subsecao, ilustrar como o lema da regularidade € tipicamente aplicado em alguns dos
problemas que foram citados na introduc¢do desta se¢do. Apesar da prova do lema ndo ser muito
complicada, omitir-la-emos, tanto por nio ser necessaria para o nosso capitulo principal (capitulo
4), quanto por ser um resultado cldssico, que pode ser encontrado em diversas bibliografias de
combinatdria basica. Explicaremos, portanto, de maneira geral como o resultado € utilizado, sem
demasiadas mintcias, com o Gnico objetivo de construir conhecimento diversificado a respeito

do tema (para mais detalhes, consultar (Diestel, 2024)).
Aplicando o lema da regularidade

Imaginemos que estejamos tentando provar que uma certa densidade de arestas de
um grafo G é suficiente para forcar a ocorréncia de um dado subgrafo F, e que temos uma
parti¢do e-regular de G. As arestas entre quase todos os pares (V;,V;) de conjuntos da partigio
sdo distribuidas uniformemente, embora sua densidade possa depender do par. Mas como G tem
muitas arestas, essa densidade nao pode ser zero para todos os pares: uma propor¢ao consideravel
de pares tera densidade positiva. Agora, se G € grande, entdo os pares também o sdo: lembremos
que o nimero de conjuntos na particao € limitado e que eles, a excecdo de Vp, t€ém tamanhos
iguais.

Vejamos que qualquer grafo bipartido balanceado suficientemente grande, fixada
uma densidade de arestas positiva, com uma distribui¢cdo uniforme, conterd qualquer grafo
bipartido dado. Assim, se uma quantidade suficiente de pares em nossa particdo de G tiver
densidade positiva de modo que F possa ser escrito como a unido de grafos bipartidos, cada um
surgindo em um desses pares, podemos esperar que F' C G.

O tipo de ferramenta descrita nos pardgrafos anteriores faz parte de uma classe
de resultados conhecidos como lemas de imersdo. Existem lemas de imersdo de existéncia e
contagem de triangulos como subgrafos, ou mesmo uma imersao para cliques arbitrarias. Neste
texto, veremos um caso mais geral do lema de imersdo para entendermos a relagdo deste com

pares g-regular e o Lema de Szemerédi em geral. Sem mais delongas, come¢camos, a seguir, a
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formalizar esta ideia.

Como apresenta Diestel (2024), para formalizar esta ideia, suponhamos que G
seja um grafo com uma parti¢do e-regular {Vp,V,...,V;}, como conjunto excepcional Vj e
Vi] = ... = |W| =: 1. Dado d € (0,1], seja R o grafo com os vértices Vi,...,V; tal que dois
vértices sdo adjacentes se, e somente se, eles formam um par €-regular em G com densidade
maior ou igual a d. Chamamos R de grafo de regularidade de G com pardmetros €, [ e d. Dado
s natural, vamos agora substituir cada vértice V; de R por um conjunto V;* de s vértices, e cada
aresta por um grafo bipartido completo entre os s-conjuntos correspondentes. O grafo resultante
serd denotado por R;.

Podemos agora enunciar o lema a seguir, que, coloquialmente, diz que os subgrafos
de R, podem ser encontrados em G, desde que seja € suficientemente pequeno e os V; “s suficien-
temente grandes. Na verdade, os valores requeridos de / e € dependem apenas de d e do grau

méximo do subgrafo. Segue, entdo, o enunciado formal do lema.

Lema 3.1.2. Paratodo d € (0,1] e A > 1, existe um & > 0 com a seguinte propriedade: se G é
um grafo qualquer, F é um grafo com A(F) <A, s é natural e R é qualquer grafo de regularidade

de G com pardmetros € < &, 1 > s/¢&y e d, entdo

FCR, = FCG

Para exemplificar a aplicacdo, o resultado acima, juntamente com o Lema da Regula-

ridade provam o teorema de Erdos-Stone, que enunciamos a seguir.

Teorema 3.1.3. Para todo inteiror > 2 e s > 1, e todo € > 0, existe um inteiro ny tal que todo

grafo com n > n, vértices e, pelo menos ex(n,K,) + en? arestas, contém K} como um subgrafo.

O Teorema 3.1.3 € interessante ndo apenas por si, mas também por um corolério
que estabeleceu o teorema como uma espécie de meta-teorema para a teoria extremal de grafos
densos. O mencionado coroldrio apresentamos na sequéncia.

Corolario 3.1.3.A. Para todo grafo F com pelo menos uma aresta,

lim ex(n, F) (n) B = M

n—yoo 2
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E também usual escrever o Corolario 3.1.3.A da seguinte maneira:

Corolario 3.1.3.B. Para todo grafo F com pelo menos uma aresta,

1 n?

W—FO(I)) ?

Agora partimos para a versao colorida do Lema da Regularidade, redefinimos um

ex(n,F) = <1 -

particdo e-regular da seguinte forma: dado um grafo G = (V,E), a particio V =V, U...UV, é
chamada e-regular (com respeito a G) se:

(@ [Vil— V}l] < 1 paratodo i j € [i], e

(b) (V;,V;) é e-regular para todos menos no méximo &t dos pares (V;,V,) onde i # j.

Diante desta redefini¢do, estamos prontos para apresentar o que chamamos de
versdo colorida do lema de Szemerédi, devida aos autores Komlés e Simonovits (1995). Nela
introduzimos um parametro r inteiro, que € o nimero de cores disponiveis para pintar arestas de
um grafo. Grosseiramente, fixando uma r-coloracio, o lema a seguir particiona as aresta de um
grafo G por cor e prova que existe uma particdo €-regular simultanea a todos os grafos que tém

conjunto de vértices V(G) e conjunto de arestas de uma cor s6.

Lema 3.1.4. Para todo m,e > 0 e r inteiro, existe ny e M tais que, se as arestas de um grafo
G de ordem n sdo r-coloridas (digamos E(G) = E1U...UE,), entdo existe uma parti¢do do
conjunto de vértices V(G) =V U...UV;, com m <t < M que é -regular simultaneamente com

respeito a todos os grafos G; = (V,E;) parai=1,...,r.

Uma parti¢do como a descrita no lema 3.1.4 € chamada de particdo e-regular mul-
ticolorida. Dada uma parti¢do deste tipo, e uma cor ¢ € [r], podemos definir um grafo cluster
associado a cor o como segue. Dado 11 > 0, o grafo Rs = Rs(1) € definido de tal forma que
V(Rs) = [t] eij € E(Rs) se, e somente se, (V;,V;) é um par e-regular com densidade de aresta
de pelo menos 1 com respeito ao subgrafo de G induzido pelas arestas de cor ©.

Podemos ainda definir o grafo cluster R multicolorido associado a esta particao da
seguinta maneira: V(R) = [f] € Usc[E(Rs). Cada e € R recebe a lista de cores L, = {0 €
[rl;e € E(Rs)}. Se F é um grafo com um padrio de coloragio F, dizemos que R contém F se
ele contém uma cépia de F colorida com o padrio F'.

Perceba que uma das principais vantagens de considerar grafos cluster € utilizar
resultados de imersao que garantem que alguma subestrutura encontrada dentro de um grafo
cluster também pode ser encontrada no grafo original. Em particular, o préximo lema que

enunciaremos ¢ um destes resultados. Por simplicidade e porque € a versao utilizada para provar
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um dos principais resultados a respeito de coloracdes de Gallai, o enunciaremos em termos de
3-coloragdes, contudo, a mesma afirmacdo seria vélida para r-cores, o que pode nos dar outro

norte em uma futura abordagem sobre o K4-rainbow.

Lema 3.1.5. Para todo n > 0 e todo inteiro positivo k, existe € = €(n,k) > 0 e um inteiro
positivo n,(1,k) com a seguinte propriedade. Suponha que G é um grafo 3-colorido em arestas
de ordem n > no com uma partigcdo €-regular multicolorida V.=V U...UV, que define o grafo
cluster multicolorido R = R(nN). Seja F um grafo fixado de ordem k com um padrdo de colora¢do

predefinido F. Se R contém F, entio o grafo G também contém F.

Aliado a um resultado de estabilidade e outros resultados laterais, o lema acima € a
principal ferramenta utilizada para provar o Teorema 2.3.1, que tem sua importancia como um
dos primeiros resultados relevantes em colora¢des de Gallai. Este teorema devido a Benevides,
Hoppen e Sampaio (2017), cuja a ideia geral foi destacada nesta se¢do, apresenta uma técnica
de prova que poderd ser aproveita para outros padrdes de coloragdo. A demonstracdo deste
resultado, por fugir do escopo desta dissertacao, a bem da simplificacdo do conhecimento, ndo
serd feita neste texto. O leitor pode conferir os detalhes no artigo supracitado.

Feita esta breve mencdo honrosa ao Lema da Regularidade de Szemerédi, que
possibilita um melhor entendimento de como resultados anteriores sobre nosso tema foram
obtidos, podemos partir para a proxima se¢do, que apresenta o método dos contéineres, uma
outra ferramenta de prova também aplicada em questdes de teoria extremal de grafos e que, para

0 nosso trabalho, se apresenta como ferramenta indispensdvel.

3.2 O método dos contéineres

O método dos contéineres € um instrumento de prova que envolve a andlise de
conjuntos independentes em hipergrafos. Entre outras vdrias aplicacdes, problemas como
encontrar a quantidade grafos H-livres com n vértices, ou mesmo a estrutura tipica de um grafo
H-livre com n vértices e m arestas, podem ser atacados utilizando esta técnica. Para grafos,
o método dos contéineres foi desenvolvido e formalizado por Sapozhenko (2001), mas antes
disso, o primeiro resultado correlato deve-se a Kleitman e Winston (1982) e consiste em um
modo de agrupar conjuntos independentes em blocos que chamaremos de contéineres. Apesar
de fazermos aqui apenas uma mengao ao trabalho de Sapozhenko (2001), nosso ponto focal é o

método dos contéineres para hipergrafos, introduzido independentemente por Balogh, Morris e
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Samotij (2015) e Saxton e Thomason (2015). Para tanto, comegaremos, na primeira subsecao, o

estudo de conjuntos independentes em hipergrafos.
Conjuntos independentes em hipergrafos

Como ja vimos anteriormente, um hipergrafo k-uniforme € uma generalizacao do
conceito de grafo, de modo que uma hiperaresta € um conjunto com k vértices. Desta forma,
um grafo nada mais é do que um hipergrafo 2-uniforme. Assim, dado um hipergrafo J#, a
defini¢do de conjunto independente é andloga: um conjunto / C V(¢) é independente se ndo
existe hiperaresta e € E(¢) com e C I.

Indo adiante, vejamos a seguir um exemplo, dado por Botler ef al. (2022), em que é
possivel utilizar conjuntos independentes em hipergrafos para modelar um problema de Teoria
Extremal dos Grafos.

Exemplo 3.A. Seja .77 = %, o hipergrafo 3-uniforme no qual

E(J7) = {{uv,uw,yw} : {u,v,w} € ([Z]>}

Cada hiperaresta de .7 corresponde a um tridngulo em Kj,.

Concluimos que um grafo G tal que V(G) = {1,...,n} ndo possui K3 como subgrafo
se, e somente se, £(G) é um conjunto independente no hipergrafo, .7, definido no exemplo
acima. Na sequéncia desta subsecdo, apresentamos o resultado responsavel por mudar os

paradigmas de técnicas de prova para questdes extremais.
Contéineres para hipergrafos 3-uniformes

Antes de enunciarmos os principais resultados desta se¢cao, vamos definir alguns

conceitos pendentes. Definimos o 2-grau maximo de um hipergrafo .7 por

A () = max ec E() :{u,v} Ce}l.
()= max e E(F): (v} Cel

Dizemos, ainda, que .¥ (.7) € a familia de conjuntos independentes do hipergrafo 7. Agora

estamos prontos para enunciar o Lema dos Contéineres para hipergrafos 3-uniformes.
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Lema 3.2.1. Para todo ¢ > 1, existe § > 0 tal que vale o seguinte. Seja 7 um hipergrafo

3-uniforme com n vértices e grau médio d = 3e() /n. Se
A <cd e M(H)<cVd,
entdo existem familias ¥ C I () e € C V() e funcoes
S:IH(H)—>S e C:S—F
tais que para todo I € 7 (), o conjunto S(I) satisfaz

|S(1)] SI)CSICC(S) e [C(S)=S|<(1-0)n

<z

Ainda de acordo com Botler ef al. (2022), podemos notar a importancia deste lema
pensando o seguinte: seja %/ uma familia "bem comportada"de conjuntos U, o lema acima pode
ser aplicado nos subhipergrafos induzidos .7 (C) para os C € € que estejam em %, repetindo
o processo até que todos os contéineres satisfacam C ¢ %/. Dada a escolha da familia %/, esta
ideia de prova € bastante recorrente. Assim, apresentamos o seguinte teorema, que advém da
aplicagdo iterada do Lema 3.2.1, até que cada conjunto pertencente a familia de contéineres

contenha apenas o(e(7¢)) arestas de .77

Teorema 3.2.2. Parac > 1 e € > 0, existe A > 0 tal que o seguinte vale. Seja 7¢ um hipergrafo

3-uniforme com n vértices e grau médio d = 3e(7) /n. Se
AA)<cd e A(H)<cVd, (%)
entdo existem familias ./ C % () e € C 2V e fungoes
S:I(H)—>S e C: S —F

tais que para todo 1 € 9 (), o conjunto S(I) satisfaz

~

SO < Z5 SU) STCC(S) e e(C(S)=S) < ee(H)

S

Para melhor entedimento, considere o Exemplo 3.A, em que o hipergrafo .7 codifica

os triangulos de K,,. Para tal hipergrafo, temos que

n

() = (2), A (H)=1,edy(v)=n—2

para todo v € v(.7) e, portanto, a condi¢do (*) do Teorema 3.2.2 € satisfeita com ¢ = 1.
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Caso geral do lema de contéineres

Nesta subsecdo, expandiremos nossos horizontes e apresentaremos o Lema dos
Contéineres para grafos K-uniformes. Para tanto, antes precisamos apresentar a defini¢do de
i-grau maximo de um hipergrafo 77,

Ai(#)= max |{ecE(J): T Ce}.
TCV(H),|T|=i

Observe que, para um hipergrafo ¢, A| () = A(S€) é o grau maximo de J7.

Lema 3.2.3. Paratodo c > 1 ek € N, existe § > 0 tal que o seguinte vale. Seja 7 um hipergrafo
k-uniforme com n vértices e T > 0 satisfazendo

i—1e(H)

n

A(H)<ct
para i € [k]. Entdo existem familias ¥ C I () e € C 2V ), e fungoes
S:I(H)—S e C:S —F
tais que para todo I € 7 (), o conjunto S(I) satisfaz
IS(H|<tn, SI)CICCS) e [(CS)=9)|<(1-9)n.

Percebamos que, quanto menor 7, mais forte se torna o resultado, visto que, assim,
menor ficam os conjuntos da familia . e, consequentemente, o tamanho de .’ ¢ . Assim, 0
objetivo € sempre tomar T menor possivel (podendo depender de n) que satisfaga as condi¢des
do lema.

Veremos agora dois exemplos esclarecedores de hipergrafos com uniformidade maior
que trés, que codificam outros problemas. Desta forma, no exemplo abaixo, dado k natural,
codificamos progressdes aritméticas inteiras de tamanho k, as quais, doravante, nos referiremos
como k-PA.

Exemplo 3.B. Seja 77 = .77, o hipergrafo k-uniforme no qual
V() =[n] e E(H)={{a,a+d,....a+ (k—1)d} C[n]:a,d € [n]}.

E facil ver que, no hipergrafo do Exemplo 3.B, os conjuntos independentes sio exatamente os

conjuntos sem k-PA. Notemos que
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para 2 <i <k, onde O(1) depende apenas de k. Desta forma, € trivial perceber que as condi¢des
do Lema dos contéineres sdo satisfeitas, para alguma constante ¢ = ¢(k), quando 7 = n1/k=1),
O préximo exemplo modela, com hipergrafos, fixado um grafo F, cépias deste grafo.

Exemplo 3.C. Fixado um grafo F, seja k = e(F) e ¢ = 7, um hipergrafo k-uniforme no qual
V(#)=E(K,) e E(HX)={TCK,:Técbpiade F}.

Agora, avancamos em direc@o a versao do método dos contéineres para hipergrafos
que desejamos usar no capitulo 4. Contudo, antes de enunciarmos esta versdo, desenvolvida
por Balogh e Solymosi (2017), devemos introduzir algumas defini¢des. Seja .7#” um hipergrafo
k-uniforme. Escrevemos d ;» como sendo o grau médio dos vértices de 7. Quando nio houver
dubiedade quanto ao hipergrafo tratado, nos referimos a d ; apenas como d e, a A;(J¢), apenas

como A;. Denotamos, ainda, que, se .7 € um hipergrafo k-uniforme e 0 < 7 < 1,

k .
_o(B)-1y 55" A
A7) =20) 1_222 ("2 )drf—l'

Teorema 3.2.4. Seja 77 um hipergrafo k-uniforme com V() = [N]. Tome 0 < € < 1/2 e
0 < 7 < 1/2. Suponha que © < 1/(200k!’k) e A(H,T) < £/(12k!). Entdo existe ¢ = c(k) <

1000k "k e uma colegdo de subconjunto de vértices € tal que:
1. Todo conjunto independente em ¢ é um subconjunto de algum A € €;
2. Paratodo A € €, e(A) < ge(H);
3. log|%| < cNrtlog(1/¢€)log(1/7).

A versao acima do Teorema dos Contéineres para hipergrafo foi a utilizada por
Balogh e Li (2019) para resolver o problema de contagem de coloracdes de Gallai no grafo
completo. Aliado a este resultado, os autores modelaram o problema com hipergrafos da forma
do préximo exemplo de modelagem.

Exemplo 3.D. Seja r natural, definimos .7#” o hipergrafo 3-uniforme com conjunto de vértices
igual a E(K,,) X [r] e tal que as arestas sdo as triplas (ndo ordenadas) {(e;,d}), (e2,d2),(e3,d3)}
tais que eg, e; e e3 formam um tridngulo em K,, e dy, d; e ds sdo diferentes dois a dois.

Veja que, em outras palavras, estamos modelando .7#” de modo que cada hiperaresta
corresponda a triangulo rainbow de K,,. O que resume o problema de contagem de coloracdes
de Gallai a buscar conjuntos independentes no 7 definido. Neste momento estamos prontos
para modelar o problema do K;-rainbow-livre através de hipergrafos e ataca-lo pelo método dos

contéineres, como faremos a seguir a seguir na proxima subsecao.
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Aplicando contéineres ao problema do K;-rainbow-livre

Um r-template de ordem n é uma fungio T : E(K,,) — 2lr] que associa cada aresta e
a uma lista de cores T'(e). O conjunto 7' (e) é também denominado paleta de e. Dizemos que T’
é um subtemplate de T e escrevemos 7/ C T, se T'(e¢) C T (e) para cada e € E(K,).

Veja que também podemos visualizar um r-template 7' de ordem n como um subcon-
junto do conjunto E(K,) X [r] e, consequentemente, um subtemplate de 7 como um subconjunto
de T. Para um r-template 7', definimos R(7) como sendo o nimero de subtemplates de 7' que
sdo (exatamente) rainbow-K;. Dizemos que um r-template 7 é Kg-rainbow-livre se Ry(T) = 0.
Também definimos NR(7') como o nimero de K-rainbow-livre r-coloragdes de K,, induzidas
por T. Estendemos a defini¢do de NR,(-) para uma familia de templates .7 colocando

NR(7)= Y NRy(T).
TeT

Seja .k, um hipergrafo (5)-uniforme tal que
1. V(3k,) =E(K,) X [r];

2. E(t) ={{(er.e1)s (e c) } SV Kl {er,ne ] =Ko e aidte; Vit ji}.

Observe que qualquer r-coloragdo Kg-rainbow-livre de K, induz um conjunto independente
em #%,. Por outro lado, temos que qualquer subhipergrafo induzido #" de #%, induz um
r-template 7.

Dizemos que um r-template 7 € g(n)-vidvel se
1. Paratodo e € E(K},), temos |T (e)| > 1;

2. Ry(T) < g(”)(?)'

Quando g(n) estiver claro, referir-nos-emos a ele como template vidvel, ao invés de template

g(n)-viavel.

Teorema 3.2.5. Seja g : N — R uma fungdo tal que g(n) -n — o e g(n) — 0. Para todo s >3 e
r> (;) := { existe um ny > 0 tal que vale o seguinte. Para todo n > ny, existe uma colecdo de

templates 7, para r-coloragées de K, e uma fungdo C = c(r), que depende apenas de r, tal que
1. todo r-template Ks-rainbow-livre é um subtemplate de algum template de 7 ;

2. paratodo T € T, temos que Ry(T) < g(n)(%);

N
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3. logy| 7| < C-(g(n)n) ="/ -log(1/g(n)) -log(g(n)n) - (3)-

O Teorema 3.2.5 € uma aplicac¢do direta da versdao do teorema de cont€ineres (Teo-
rema 3.2.4) em hipergrafos obtida por Balogh e Solymosi (2017). Apresentamos a prova deste

resultado a seguir.

Demonstragdo. Sejam g(n) e r como no enunciado e £ = (3). Seja %, o hipergrafo (3)-

uniforme descrito acima. Definimos

(o022t (A  g(n)
(T () e

Como todo r-template T’ que é K -rainbow-livre estd codificado como conjunto

independente em % = %, , nosso objetivo € utilizar o Teorema 3.2.4. para tanto, primeiro
precisamos calcular A;, para todo i € [(3)], e d para definir A(J%, 7). Para i € [(3)], note que
como cada vértice em .77 representa uma aresta colorida em K, o conjunto {vy,...,v;} C V(%)
tal que d({vy,...,vi}) = A; é formado por um conjunto de arestas tdo agrupadas quanto possivel.

Porisso,para2 <x <se (xgl) <y< ()2‘), temos que

s=() ()= ()

Por outro lado, temos que 75 € A regular, logo seu grau médio é

n—2\(r—1)!
d=2m= (s—2> Er—ziz‘

Note que para y > 2, temos que x > 3, e portanto, para y > 2 fixado e assumindo n

suficientemente grande, temos que

Lembrando que para n grande, 7 < 1, temos também que,
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Logo, podemos aplicar o Teorema 3.2.4 com estes parametros em .Z; e obter uma
familia de subconjunto de vértices .7 com as condi¢des desejadas.

Para mostrar isto, note que os itens 1 e 2 do Teorema 3.2.5 sdo, respectivamente,
releituras diretas dos itens 1 e 2 do Teorema 3.2.4.

Para o terceiro item do Teorema 3.2.5, vamos usar o terceiro item do Teorema 3.2.4.
Lembre-se de que N := |V ()| = ( )r Queremos apenas destacar os termos que dependem
de n e separd-los das constantes. Para isso, vamos usar uma notagdo para fazer o préximo
célculo ficar mais claro. Defina c; = t'g(n)n, c. = €/g(n) e note que c; e ce sdo limitadas
superiormente por uma funcao de r. Vamos ainda usar o fato de que, para n suficientemente
grande, temos que g(n) — 0 e g(n) -n — oo, logo

g(n)n

T

log<j(n)> < 2log(1/g(n)) e log< ) < 2log(g(n)n).

Finalmente, pelo terceiro item do Teorema 3.2.4, temos que

log|9|§c-(Z)r(g(cﬁy/elog(@)log<(g(cﬁ>—1/z>

<er-cY(g(n >n>‘1/€-210g<1/g<”)>‘%1°g< (cn)n> @

oQ

4cr~c1/£ n
< Tf(g(n)n)_l/Z -log(1/g(n)) - log(g(n)n)- (2> -

como desejado. 0

3.3 Estabilidade

Outra ferramenta importante € o conceito de estabilidade em grafos que, grosseira-

mente, trata de como as propriedades de um grafo com uma quantidade de arestas ex(n, F) se
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mantém ou mudam quando este grafo é perturbado em seu nimero de arestas (isto €, quando sdao
adicionadas ou retiradas ¢ arestas desta configuracao). Apesar de darmos destaque a isto, pois
precisaremos utilizar um resultado de estabilidade na demonstrag¢do de nosso resultado principal,
ndo iremos nos aprofundar muito neste sentido, restringindo-nos a apenas dar uma motivacao
geral e chegar ao anunciado do teorema que iremos utilizar.

O conceito de estabilidade em grafos estd intimamente ligado ao conceito mais geral
de Teoria Extremal dos Grafos. Esta ultima € norteada pela seguinte pergunta: qual € o nimero
maximo de arestas que podemos ter em um grafo de ordem n de forma a evitar um subgrafo
especifico? Em outras palavras, a Teoria Extremal dos Grafos busca, dado um grafo H, o valor
de ex(n,H). Podemos citar como resultados introdutérios desta drea de pesquisa o Teorema de
Mantel (1907) e sua generalizacdo, o Teorema de Turdn (1941).

O primeiro afirma que ex(n,K3) < Léj e que um grafo G atinge esta cota se, e
somente se, G € o grafo bipartido completo balanceado de ordem n, isto é, G = K HEBE O
segundo generaliza o resultado obtido por Mantel e afirma que se n,k € N e G € um grafo
K.y 1-livre de ordem n, entdo e(G) < f;(n) e G atinge a cota maxima se, e somente se, G = Ty (n),
onde Ty (n) é o grafo k-partido completo, de ordem n, com o maior nimero de arestas possivel, ao
passo que t(n) := e (Ty(n)). O grafo Ty (n) é conhecido como grafo de Turdn k-partido de ordem
n, ou simplesmente grafo de Tiiran quando ndo houver risco de confusdo com os parametros.

Vejamos a seguir uma representagdo do grafo 74(10).

Figura 4 — Uma representacao do grafo 74(10)
A

Ap Aj

Ay

Fonte: elaborada pelo autor.

Feita esta breve mencdo a resultados clédssicos desta area, o que realmente nos
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interessa introduzir nesta secdo € a no¢do de estabilidade em grafos. Esta nocdo se dé pela
seguinte pergunta: dado um grafo H qualquer, como pode ser mudada a estrutura de um grafo
extremal H-livre ao se introduzir ou retirar algumas arestas dele? Ou seja, estamos interessados
em saber como a estrutura de um grafo extremal € perturbada em fun¢do de uma perturbacio na
quantidade arestas.

Mais formalmente, dados H grafo e ¢ > 0, o pode ser concluido sobre a estrutura de
um grafo H-livre com ex(n,H) —t arestas? podemos também nos perguntar quantas copias de
H, em fung¢do de ¢, podemos obter em um grafo com ex(n,H) +t arestas? Focaremos nossos
esforcos em responder algumas questdes relacionadas a primeira pergunta, que sdo conhecidas
como resultados de estabilidade. Em geral, os teoremas de estabilidade buscam provar que se o
t mencionado ndo € grande, entdo a estrutura do grafo G livre de triangulos obtidos € similar
a estrutura do grafo extremal. A segunda pergunta relaciona-se com os chamados resultados
de supersaturacdo, para o qual também apresentamos alguns teoremas. Relacionado com o
teorema de Mantel, o teorema a seguir nos d4, para o grafo K3, um resultado de supersaturacao e

estabilidade.
Teorema 3.3.1. Sejam n,t € N e G um grafo de ordem n.

1. Se G é livre de tridngulos e e(g) > é —t, entdo existe um subgrafo de G que é bipartido e

contém, no minimo, e(G) —t arestas.
2 . .o ‘A
2. See(G) > % +1, entdo G contém, no minimo, %§ tridngulos.

Resultados como o Teorema 3.3.1 e outros relativos a estabilidade em grafos sao
conhecidos e utilizados como ferramentas ha varias décadas. Contudo, é natural tentar, de
alguma forma, generalizar o resultado acima para um grafo completo de ordem maior do que
3. Em outras palavras, € conveniente perguntar o que acontece com um grafo G, de ordem n,
K.+ 1-livre com um ndmero de arestas préximo a f;(n). Esta pergunta sé foi respondida por
Fiiredi (2015), no que podemos dizer ser o principal teorema de estabilidade atualmente, ndo por

si s0, mas também pela ideia que utiliza na prova e pela grande variedade de resultados similares.

Teorema 3.3.2. Sejam n,k € N, t > 0 e G um grafo em n vértices, Ky -livre. Se
e(G) > ti(n) —t,

entdo existe um subgrafo gerador de G que é k-partido e tem, no minimo, e(G)-t arestas.
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Demonstragcdo. A prova deste teorema segue por inducdo em k. Com efeito, o caso base k =1 é
trivial, visto que se G ndo tem cépias de K;, entdo G ndo pode ter arestas, o que faz com que o
resultado seja 6bvio. Agora, se k > 2, suponhamos que o teorema valha para k — 1 e que G seja
como no enunciado.

Sejam d := A(G) e u € V(G) tal que d(u) =d, B= Ng(u) e G' = G[B]. Como G é
K. 1-livre, em particular, G’ é K;-livre e, pelo Teorema de Turdn, temos que e(G') < 1;_1(d).
Definindo ¢’ :=;_1(d) — e(G’), temos que t' > 0. Decorre da hipétese de indugéo que existe
H' C G’ tal que H' é (k—1)-partido e e(H') > ¢(G') —1'.

Vamos mostrar que o grafo k-partido H tal que V(H) =V(H')UV(A) =V(G) e
E(H)=E(H')UE(A,H’), onde A := V(G) — B, tem pelo menos ¢(G) —t arestas. Para tanto,

vejamos que
Yoead(v) = 2¢(A) +e(A,B) = e(G) + e(A) — e(G').
Visto que |A| = n— |B| = n— A(G) = n— d, temos que
din—d) = Y,ead(v) = e(G) +e(A) —e(G).

Observe agora que #;(n) > tx_1(d) +d(n—d), pois existe um grafo k-partido cujo nimero de
arestas € igual ao lado direito deste inequagdo. Desta forma, visto que ¢(G) > d(n—d) e que

fx—1(d) —t', chegamos a seguinte inequagio:
e(G)—e(G')>d(n—d)—t+71.

Ora,comod(n—d) >Y ,cad(v) =e(G)+e(A)—e(G'),entdo e(A) <d(n—d)—(e(G) —e(G)) <
t —t'. Segue que, pela defini¢do de H,

e(H) > e(G)—e(A)—1t' > e(G) —1t,
como queriamos demonstrar. [

Para melhor ainda ilustrar a importancia dos resultados de estabilidade de Fiiredi
(2015), apresentamos na sequéncia um teorema que tem como corolario o Teorema 3.3.1. O
resultado a seguir é consequéncia direta do trabalho do autor. Antes do enunciado, porém,
devemos introduzir duas defini¢des. Dizemos que G é t-longe de ser bipartido se para todo
subgrafo bipartido H de G, vale que e(H) < e(G) —t. Perceba que se um grafo G se encaixa nesta
definicao, isto significa que € necessario remover pelo menos ¢ arestas de G para transforma-lo
em um grafo bipartido. Por outro lado, Dizemos que um grafo G € t-préximo de ser bipartido se

existe um subgrafo gerador bipartido H de G tal que e(H) > e(G) —t.
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Teorema 3.3.3. Dados n,t € N e G um grafo de ordem n, se G é t-longe de ser bipartido, entdo
2
n n
— l’ —_
g (e(G) + 1 )

Como o Teorema 3.3.3 foge um pouco do escopo central deste trabalho e serve

existem pelo menos

triangulos em G

apenas como referéncia de resultado de estabilidade, apresentaremos apenas um esbo¢o de prova
para ele.

Esbog¢o de Prova. Para demonstrar o teorema, precisamos notar que k3(G) = %ZMGV(G) e(By),
onde k3(G) é a quantidade de tridngulos em G, B, = Ng(u) e A, = V(G) — B,. Em seguida, é pre-
ciso observar que, para cada u € V(G), e(A,) +e(By) >tee(By) = e(G)+e(A,) — Lyea, dG(v).

Destas tltimas inequagdes segue que 2e(B,) > e(G) +t — Y. ca, dc(v) e, consequentemente, que

y (e(G)—H— y dG(v)>

ueV(G) VEA,

k3(G) >

AN =

e, portanto, como

n3
)3 (Z dG(v)> = Y (dgv)-(n—dg(V))) < T

ueV(G) \vea, ueVv(G)

segue que

k3 (G) > g (e(G)+t—nZ2> .

Agora, vejamos que Teorema 3.3.1 € corolario do Teorema 3.3.3. No item 1, veja
que se fosse G (¢ + 1)-préximo de ser bipartido com e(G) > % —t, entdo pelo teorema acima
enunciado, teriamos que G teria que conter pelo menos

g<e(G)+t+l—%2) >0
triangulos. Portanto, como na hipétese do item 1 temos que G deve ser livre de tridngulos, com
e(G) > %2 —t, entdo G é t-proximo de ser bipartido, o que prova o primeiro item. Quanto ao
segundo item, vejamos que se G € como no enunciado, pelo Teorema de Mantel, G estd ¢t-longe

de ser bipartido e, portanto, pelo Teorema 3.3.1, segue que

ey 1= ()
6\°¢ 4 )6\ 4 4) "3

O que prova o item 2, como queriamos.
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Agora, seguindo ideia similar a de Fiiredi (2015), provaremos o resultado de esta-
bilidade a seguir, que serd fundamental para demonstrarmos outros teoremas mais importantes
adiante. Vale ressaltar que, como mencionado anteriormente, a importancia da demonstra¢ao
¢ dada principalmente pela técnica utilizada, que pode ser aproveitada em outras provas de
teoremas de estabilidade. Mais especificamente, a técnica consiste em bipartir o conjunto de

vértices de tal maneira que uma das partes € a vizinhanca de um vértice de grau maximo.

Teorema 3.3.4. Sejam z > 0 e t € R dados. Seja G um grafo de ordem n tal que e(G) > % —1.
Se para toda uv € E(G) temos que N(u,v) < z, entdo existe uma particdo V(G) =V, UV, tal

que e(Vy)+e(Vo) <t+zn.

Demonstragdo. Sejam z,t ¢ G como no enunciado. Seja v € V(G) um vértice tal que d(v) =
A(G). Tome V, = N(v) e Vi =V(G) \ V2. Afirmamos que V(G) =V, UV, € a parti¢do desejada.
Para ver isto, primeiro, note que se x € V, entdo vx € E(G) e N(x) NV, C N(v,x), implicando

IN(x) "V2] < z. Logo,
zn
Z dy, (x E

XGVZ

Por outro lado, temos que

Y d(x) =2e(Vi) +e(V1,V2)

xeV]

=e(V1)+e(G)—e(Va)
e(Vl) —e(Vz) + %2 —t

e Yy, d(x) SA(G)(n—A(G)) < ’2—2. Concluimos que
zn
e(Vl) < t+€(V2) <t+ >
como desejado. U

Continuando com resultados de estabilidade necessdrios para a prova de nosso
resultado principal, enunciamos agora um resultado obtido por Hoppen, Lefmann e Odermann

(2017b).
Teorema 3.3.5. Seja G = (V,E) um grafo (k— 1)-partido em m vértices com a (k — 1)-parti¢do
V=ViU---UV,_1. Se, para algum t > (k—1)?, o grafo G contém pelo menos ex(m,K;) —t

arestas, entdo para i € {1,... k— 1}, temos

‘Vi’—k_il’ <V
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Para encerrar esta secdo e, consequentemente, o capitulo, enunciamos e, a fim de
facilitar o entendimento das demonstragdes contidas no capitulo de resultados, escrevemos

formalmente a devida prova do seguinte lema.

Lema 3.3.6. Seja G um grafo de ordem n bipartido, com V. = AUB. Dados o. = o(n) < %

e € = €(n) < 1 — o a seguinte afirmagdo é vdlida. Se |E(G)| > (1— 8)%, entdo existem no

mdximo 125 |A| vértices em A com grau no mdximo (% + o)|B.

2¢e

Demonstragdo. Por contradig¢do, assuma que temos mais do que =5

|A| vértices em A com
grau no maximo (3 + @) [B|. Seja Z C A este conjunto de vértices. Assim, terfamos:

n2

(1-¢) 7 <[E(G)]

7S
Z‘éd(v)—l— Y d(v)

veA\Z

<171 (5 + ) Bl + (141~ 12018

= (141+ (a5 121) 1B

< (|A[—€lA]) [B]

—(1—¢)lA||B]
n2

< (1 _£)Z7

que € a contradi¢ao desejada. [
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4 RESULTADO

Neste capitulo, com o auxilio das ferramentas apresentadas no capitulo anterior,
provaremos nosso teorema principal, dividindo a explicag@o em trés se¢des. Na primeira se¢ao,
através de uma construcio que evita K4-rainbow, demonstraremos uma cota inferior nao trivial
para r-coloracdes do K, livres de K4-rainbow, a qual acreditamos ser a de melhor ordem possivel
(a saber, a cota inferior encontrada é rlﬂéJ ).

Na segunda secdo observaremos os templates que geram muitas coloragdes ky-
rainbow-livres de Kj,, isto é, templates T tais que NR4(T') > r(l_‘s)é, onde &(n) é uma fungdo
o(1). Para estes templates provaremos um teorema de estabilidade (Teorema 4.2.4), que é o
principal resultado desta se¢@o e nos auxiliard na prova do principal teorema deste dissertagao
(Teorema 4.3.1).

A dltima se¢ao, por sua vez, € separada para formalizarmos a prova do resultado mais
importante e maior objetivo deste texto (Teorema 4.3.1), que consiste em uma cota superior nao
trivial para a quantidade de r-coloragdes K4-rainbow-livres do K,,. Tal resultado é uma aplica¢ao

direta do método dos contéineres para hipergrafos, especificamente do Teorema 3.2.5, aliado ao

nosso resultado de estabilidade contido na segunda secdo deste capitulo (Teorema 4.2.4).

4.1 Cota inferior para r-coloracoes ks-rainbow-livres de K,

Para comecar a pensar sobre uma cota inferior para r-coloracdes K4-rainbow-livres
de K, € interessante recapitularmos o que foi descoberto sobre Coloragdes de Gallai (aquelas que
evitam tridngulos rainbow). Ora, o estado da arte a respeito do tema nos diz que a maioria das
r-colorac¢des de Gallai sdo, na verdade, 2-coloracdes. Podemos formalizar a noc¢do de maioria da
seguinte forma: se c¢(n,r) é a quantidade de r-coloragdes de Gallai do K, entdo dizemos que
dizemos que a maioria das r-coloracéoes de Gallai sdo 2-coloragcoes quando lim, e % =1.
De fato esse resultado foi provado independentemente por Bastos, Benevides e Han (2018) e
Balogh e Li (2019). Bastos, Benevides e Han provaram um resultado mais forte, onde o nimero
de coloragdes r = r(n) pode ir ao infinito, limitado superiormente pela func¢do 21/4300 enquanto
Balogh e Li provaram que, para cada r fixado, o limite acima € vélido.

Portanto, € natural nos perguntarmos se existe um resultado similar para para r-

coloracdes Ky-rainbow-livres. Ora, apesar de imaginarmos um resultado andlogo (isto €, um

resultado em que a grande maioria das coloracdes sejam S-coloragdes), devemos observar que
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um tridngulo tem propriedades Unicas que ndo se encontram em outras cliques. Por exemplo, o
triangulo € o tnico ciclo que também € grafo completo, o que nos faz pensar se a propriedade que
desejamos vem por conta do tridngulo ser um ciclo, porque € um grafo completo, ou nenhuma
das duas opgdes.

Sabendo disso, tentaremos encontrar semelhancas e diferencas entre o caso dos
triangulos rainbow e das cliques rainbow de ordem 4. Em particular, poderiamos pensar que
as r-coloracdes K4-rainbow-livres seriam, em maioria, na verdade, 5-coloragdes, ja que toda
S-coloragdo € obrigatoriamente K4-rainbow-livre, o que nao acontece com r-colora¢des quando
r > 6. Para formalizamos esta ideia, vamos primeiro contar o nimero de 5-colara¢des de um
grafo K.

Como dito no pardgrafo anterior, € trivial perceber que, com 5 cores disponiveis,
podemos colorir o K, de 5(3) distintas e, evidentemente, todas elas sdo K4-rainbow-livres, ja
que o K4 possui 6 arestas. Mas veja que, se tivermos r > 5 cores disponiveis, podemos escolher
de (g) maneiras distintas, entre estas, 5 cores. Ao multiplicar (g) por 5(3) estarfamos contando
uma mesma colora¢do mais de uma vez. De toda forma, a quantidade de 5-coloracdes de K,
é no méximo °50). Assim, esta ideia de contar 5-coloragcdes nos dd uma cota inferior para
r-coloragdes Ky-rainbow-livres de ordem que ndo chega a ser tio boa quanto r° 50).

Agora vamos imaginar uma maneira alternativa de conseguir coloragdes (com r
cores disponiveis) do K, que evitem um K4-rainbow, que nos d4 um nimero maior de coloracdes
quanto r é grande. Uma boa maneira de fazer isto é bipartindo o conjunto de vértices do
grafo completo a ser colorido e pintando, de uma cor fixada, todas as arestas em que ambas
as extremidades caem dentro da mesma parte. Com efeito, comecaremos formalizando este

pensamento com o lema a seguinte.

Lema 4.1.1. Seja G um grafo completo de ordem n > 4 e V(G) = V) UV, uma biparti¢cdo do
conjunto de vértices de G tal que |Vi| = | 5| e V2| = [5], Toda copia do K4 em G possui pelo

menos 2 de suas arestas em E(V)) UE(V;)

Demonstragdo. Suponha por contradi¢do que H seja uma copia do K4 contida no K;, que tenha
mais que 4 arestas em comum com E(V},V;). Se este H existe, € possivel entdo remover uma
aresta dele de tal forma que grafo resultante esteja contido em G[Vi,V;] (digamos H' = H —e C
G[V1,V2]). Observe que o grafo G[V;,V,] é o grafo de Turdn 7>(n) e, como tal, ndo contém

|2
tridngulos como subgrafo. Por outro lado, e(H') =5 >4 = % = w e, pelo Teorema de
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Mantel, H' contém ao menos um tridngulo como subgrafo (Digamos 7). Como T C H' C

G|V, V], temos, entdo, uma contradigdo. O

Ora, se V| e V, como no enunciado do lema anterior, fixada uma cor p, se colorirmos
E(V1) e E(V,) com esta cor p, teremos um K, livre de K4 rainbow, independente da maneira que
sejam coloridas as arestas do conjunto E(V;,V,), pois, pelo Lema 4.1.1, qualquer K4 colorido
terd pelo menos duas arestas da cor p, o que evita que ele seja rainbow. Esta observagao feita
prova proximo lema que iremos enunciar. Veja, na figura a seguir, um exemplo do Kg colorido
da maneira descrita neste pardagrafo.

Figura 5 — K¢ colorido livre de K4-rainbow
Vi Va

Fonte: elaborada pelo autor.

Lema 4.1.2. Seja V(K,) =V, UV, uma biparti¢do balanceada, fixada uma cor p, se ¢ é uma

coloragdo de K, tal que c(e) = p para todo e € E(V)) UE(Va), entdo c é Ky-rainbow-livre.
Demonstragdo. Segue trivialmente pelas observacdes feitas no pardgrafo anterior. [

Ora, dito isto, fixada uma parti¢ao V(K,) = V| U Vocontamos quantas coloracdes
possuem todas as aretas internas a V| ou a V, de uma mesma cor. Veja que, bipartindo balanceada-
mente V(K,) em V},V,, considerando uma r-coloragdo, temos r formas de colorir E (V) UE(V3)
como no Lema 4.1.2. Por outro lado, podemos colorir da maneira que quisermos as arestas em
E(V1,V3), ou seja, como entre V; e V; existem 1, (n) = L’Z—ZJ arestas, entdo existem r2(") formas
de colorir o conjunto E(V},V;). Por fim, pelo principio multiplicativo, segue que existem, com
r cores disponiveis, r - () = pltn(n) coloracdes de K,, com as mesmas propriedades de ¢ do
lema anterior. Agora, podemos enunciar o teorema seguinte, que fica 6bvio apds a observacao

feita neste pardgrafo.
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Teorema 4.1.3. Sejam n > 3 e r naturais, entdo c4(n,r) > pltia(n),
Demonstragdo. Segue trivialmente das observagdes anteriores. [

Observe que a cota inferior r1+2(n) ¢ melhor que 5() apenas para r > 25. De toda
forma, ambas as cotas contabilizam apenas um subconjunto das coloragdes vidveis.

Ap6s encontrarmos a cota inferior do Teorema 4.1.3, € natural nos perguntarmos
se, com a mesma técnica utilizada, podemos aumentar a ordem da cota inferior. A saber, fixar
um certo conjunto de arestas para colorir todas de uma mesma cor e colorir as demais arestas
livremente. Seja /,, o minimo de aresta que um grafo G de ordem ordem n deve ter para garantir
que qualquer conjunto de 4 vértices induza em G pelo menos duas arestas. Ora, se K, € o
grafo K4 com uma aresta removida, é ficil ver que h;, = (;) —ex(n,K, ). Agora vejamos que
X(K3) = x(K; ) e lembremos do Coroldrio 3.1.3.B (coroldrio do teorema de Erdos-Stone).
Grosseiramente falando, temos que ex(n, K, ) ~ ex(n,K3) = t2(n). Ora, isto indica que a técnica
utilizada para encontrar a cota inferior obtida ndo tem condi¢des de entregar uma cota inferior de
ordem maior do que a que obtivemos (apesar de que, podem existir outros tipos de colora¢des
livres de K4-rainbow). Por esse motivo acreditamos que esta cota € boa quando r € grande e,
agora, focamos nosso trabalho, a partir da pr6xima se¢ao, em encontrar uma cota superior o mais
ajustada possivel. Para tanto utilizaremos ferramentas de cont€ineres em hipergrafos e, no topico

seguinte, estudaremos os templates que geram muitas coloragdes livres de K4-rainbow.

4.2 Templates que Geram Muitas r-coloracoes K -rainbow-livres

A ideia para se obter uma cota superior € utilizar o Método dos Containers. O
teorema 3.2.5 nos diz que ha uma familia pequena de templates que podemos usar para gerar
todas as possiveis coloragdes K4-rainbow-livre. A ideia da prova € particionar em duas familias,
uma formada por templates que geram muitas coloragdes e outra formada pelos templates que
geram poucas coloragdes. Nesta secdo, tratamos dos templates que geram muitas coloragdes.

Nesta se¢do vamos estudar o comportamento de templates 7 tais que, para 6(n) =
o(1), temos NR4(T) > r(l‘a)é. Nesta seco, definimos a fungao g(+) tal qual estd definida no
Teorema 3.2.5, ou seja, g : N — R é tal que g(n) -n — e g(n) — 0.

Fixado um template 7', para i € [r], Seja EI C E(K,,) o conjunto de todas as arestas
de K, com exatamente i cores em suas paletas. Além disso, defina G] = (V(K,),El), Gl =

(V(Ky),E U---El') e G = (V(K,),ET U---E]'). Sejav € V(K,), denotamos N/ (v) como
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a vizinhanga de v no grafo G!. De forma andloga definimos Nlﬂ(v). Finalmente, quando o

template T estiver claro pelo contexto, omitiremos 7" da notacao.

Lemad4.2.1. Parad >0er>5", comy>2,seja0 < a < (8y+1)/4dado. Se T é um r-template

n2
de K, tal que NR4(T) > r''=9)% ¢ ¢(G) > an?, entdo e(GL) > (1 — % ;‘Tal) é.
Demonstragcdo. Sejam 0, r, & € T como no enunciado. Suponha por contradi¢cdo que m :=

2 . . .
e(GL,) < (1 + y{—al - %) - Podemos estimar NR4(T') por cima, simplesmente contado o

total de coloragdes geradas por 7', ao invés de contar apenas as que sdo Ky-rainbow-livres. Logo,

temos que
n 2
NR4(T) < 5(2)—an?=m ,m
< rm+(%fan27m)log,5
nz n2 (yfl)
<y Stm
2 4 —1) 4o Sy+1\\n2
B U e = Wk
n2
_ -85
uma contradic@o. O

Lembre de que um template 7 é g(n)-viavel para K4 quando: para todo e € E(K,),
temos |T(e)| > 1 e R4(T) < g(n)(})-

Seja uv uma aresta tal que a intersecdo da vizinhanga de u e de v em Gg+ nao € muito
pequena. O préximo resultado afirma que, em um template g(n)-vidvel a maioria das arestas
uv desse tipo tem exatamente uma cor em sua paleta. Ademais, quase todas as arestas cujas
extremidades estdo na vizinhanga comum de u € v também possuem apenas uma cor em sua
paleta e tal cor coincide com a cor de uv. Esses conceitos sdo definidos de forma mais precisa na

notagdo a seguir. Parauv € E(K,), i € [r] e 0 < 8 < 1, definimos

Co™ (uv) = {xy € E(K,): x,y € Ng+ (u,v) and |T (uv) UT (xy)| > 2}

Bad! (i,B) = {uv € E(K,): |T(uv)| > ie |Co” (uv)| > Bn?}.

Quando o template T estiver claro pelo contexto, omitir-lo-emos da notagcdo apresentada. Note

que se xy € Co” (uv), entdo {x,y,u,v} induz um Ky-rainbow em G. Veja o exemplo esclarecedor
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Figura 6 — Exemplo de xy € Co” (uv).

{1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6}

{2}

Fonte: elaborada pelo autor.

da Figura 6, que mostra um template 7 tal que a aresta xy tem paleta {2}, uv tem paleta {1} e as
demais arestas tém paleta {1,2,3,4,5,6}. Neste exemplo fica claro que xy € Co” (uv).

Note, ainda, que, na defini¢io de Bad! (i, 3), quando i > 2, temos que |T (uv)| >2e
para uma tal aresta uv temos que Co” (uv) = E(K,[Ng+ (u,v)]). Além disso, temos Bad! (i, ) C

Bad! (i+1,B) paratodoi € [r—1].

Lema 4.2.2. Sejam n > 4 e T um r-template g(n)-vidvel. Sejam oe = ai(n) e B = B(n) tais que

af > g(n)/4. Entdo para todo i € [r], temos que |Bad, (i, )| < on?.

Demonstragéo. Sejam T, o e B como no enunciado. Sabendo que Bad! (i, ) C Bad! (i+1,8)
para todo i € [r — 1], precisamos apenas provar o caso em que i = 1. Assuma, por contradi¢io,
que |Bad,(1,B)| > an®. Primeiro veja que, fixada uma aresta uv, temos que para toda aresta
xy € Co(uv) o template T restrito a K,[{u,v,x,y}] induz pelo menos um Ky-rainbow. Portanto,

segue que

R4(T) > ZquBade(l,ﬁ) |C0(uv)|
- 6
. YuveBad,(1,8) Bn*
- 6
_ |Bad,(1,B)| Bn*
B 6
afn*

>

> g(n) (Z) ,

O que contradiz o fato de T ser g(n)-vidvel. O
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Para 0 < 8 < 1, definimos
Bad (B) = {xy € E(Ky): |T (xy)| > 2 e [Ng+(x,y)| > Bn}.

Novamente, quando o template 7 estivar claro pelo contexto, omitir-lo-emos da notagdo apresen-

tada.

Lema 4.2.3. Sejam n > 4 e T um template g(n)-vidvel. Sejam o = a(n) e p = B(n) > % tais

que afi? > g(n), entdo temos que |Bad,(B)| < on?.

Demonstracdo. Sejam T, o e B como dito no enunciado. Assuma |Bad,(B)| > an?, por
contradi¢do. Primeiro, note que, fixada uv € E(K,,), com |T (uv)| > 2, temos que para todo x # y
petencentes a N+ (u,v), o template 7 restrito a K, [{u, v, x,y}] induz pelo menos um Ky-rainbow.

Portanto, temos que

[Ng+ (u,v)]
Ry(T) > ZuveBad‘,(ﬁé( 7
n(fn—1
- Y uveBady(B) En(p 3 )
- 6
2n2
> ZuveBad‘,(ﬁ) ﬁ4
- 6
_ |Bad,(B)|B*n’
N 24
an?B2n?
24
> ap?(”
()
n
>
> g(n) ( 4>
o que contradiz o fato de que T é g(n)-viavel. O

Finalmente, estamos prontos para provar o principal resultado desta secdo, que é um

resultado de estabilidade para templates que induzem muitas coloracoes.

Teorema 4.2.4. Seja 6 : N — R uma fungdo tal que 6(n) — 0 e d(n) > 2—; para todo n > 4.
Seja g : N — R tal que g(n) — 0, ng(n) — oo e g(n) > n% para todo n > 4; fixado r > 5, com

n2
y > 10, existe ng tal que se n > ng e T é um template g(n)-vidvel tal que NR4(T) > r(1-9)F

entdo existe uma particdo V.=V, UV, tal que, para i € {1,2}, o seguinte vale:

LoVl =(3—5)n
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2. ¢(Gy[Vi]) > (1— 52 —22008"3(n) ) (%)

Demonstragdo. Sejam 0, g, r e y como no enunciado. Tome ng > 110 tal que para todo n > ng

vale que:

g(m'? <1/20,

20y+2 1
D210 < 5 - ),

(45y+4+24(y—1)g1/3(n)> _ 4l
(y—1)(1—2¢"3(n)) Tyl

/8y +6(y—1)g!/3(n) <0,1.

1-8)2

e seja T um template g(n)-vidvel tal que NR4(T) > r . Pelo Lema 4.2.1, com o = 0,

temos que

e(Ggr) > (1—5y—+11> ”Z @.1)

Tome H = (V(Ky), E¢. \Badv(g1/3(n))). Pelo Lema 4.2.3, fazendo oo = B = g'/3(n)

1/3
(veja que podemos tomar B = g'/3(n) > (%) P _ %) e por (4.1), temos que

oy+1 | n?
H)>(1-=21— —4,!/3 >—. 4.2
e(h) = (1= 2 g () ) @2

Note que para toda uv € E(H) temos que |Ng(u,v)| < g'/3(n)n, portanto, pelo
Teorema 3.3.4, existe uma particdo V(H) = V; UV, tal que

€(H[V1])—|—€(H[V2]) < (%—l—glm(”))n +gl/3( )

_( Sy+1 1/3 2
_ (_4(y_ 42 (n))n . 43)

Afirmamos que esta particdo é a que procuramos.

Defina o grafo bipartido H, = (V(K,,),En(V1,V2)). Por (4.2) e (4.3), temos que

2
eftr) > (1= 2L g ) - (22 ) )

y—1 + \ap-
_n? (2(8y+1) 13 ) n?

Pelo Teorema 3.3.5, que pode ser aplicado dado que

o 6y+1 ]/3 ) 2 < 6y > 2 6 2
_<2(y—1)+3g )= \gp )" 22" 2
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juntamente com o fato de que (1 + /x) > +/1 +x para todo x > 0, podemos concluir que, para
ie{l1,2},

V22— 2 3 )
g <5y+1 +6g1/3(n)>n2
=5~ Vo 160 gl B n)
n__n 1)ol/3
>2 y_1(1+¢6y+6(y De'(n) )
(3
="\2 T AT

portanto a particao V; UV, satisfaz o item 1 do enunciado.
porsery > 10, |V;| > n/8 parai € {1,2}.
Defina

A= {v EVI: [Ny (v)] < (% +g1/3(n)) yvzy} |

Pelo Lema 3.3.6, com o = g'/3(n) e (4.4), temos que

48y+4+24(y — 1)g'3(n) 4,1
< (B e i -

Considere agora o conjunto Z =V \ A. Note que para todo u,v € Z temos

|Ney (V)] = [Nay (1) O Npgy (v)]
= [Na, ()] + [Nry (v) | = [Ne, () U N, (v))|

()

> 28 (s = £

Tomando, B = g'/3(n) /4, a inequacdo acima quer dizer que toda aresta em Z que
tenha pelo menos 2 cores em sua paleta estd em |Bad,(f)|. Entdo, pelo Lema 4.2.3 com

o = 16g'/3(n) (e lembrando que a escolha de g implica f >= %), temos que existem no maximo
16g'3 (n)n* < 21%v;%g'/3 (n) (4.6)

arestas com as duas extremidades em Z e com pelo menos duas cores em suas respectivas paletas.
Veja agora que, como n é grande e |V;| > n/8 entdo |V;|*> < 2,1 (“;1'). Finalmente,

todas as arestas uv € E(K,[V}]) tais que |T (uv)| > 2 ou tém as duas extremidades em Z ou pelo
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menos uma extremidade em A. Logo, podemos concluir que o nimero de arestas uv tais que

|T (uv)| > 2 é no maximo

4.1
20 )il AV <2 ) Wi+ P

< <2200g1/3(n)+)%1) (";”).

Veja que, analogamente, o mesmo vale para |V,|, o que encerra a prova do teorema. [

Diante do resultado de contéineres (3.2.5) e estabilidade (4.2.4) obtidos, agora
estamos prontos para provarmos nosso teorema principal na se¢do a seguir. O Teorema finaliza

nosso trabalho oferecendo uma cota superior ndo trivial para o c4(n,r).

4.3 Prova do teorema principal

Nesta secdo enunciaremos e provaremos nosso principal resultado, uma cota superior
ndo trivial para o nimero de r-colora¢des do K, livres de Ks-rainbow. Nosso teorema serd uma
aplicacdo direta do Teorema 3.2.5 e do Teorema 4.2.4. Sem mais delongas, enunciamos o a

majoragdo do c4(n,r) a seguir.
Teorema 4.3.1. Fixado r > 5%, comy > 10, para todo n suficientemente grande, vale que
9 n?
C4(n,r) S r<1+),71+0(1)) i

Demonstragdo. Defina g(n) = n~13e o(n) = 610g3 (n)n_l/g, fixado r > 5%, com y > 10, tome
np > 110 como no Teorema 4.2.4. Sejam n > ng e T um template g(n)-vidvel tal que NR4(T) >

1-8)n

r 7. Vejaque 0, g satisfazem as condi¢des do Teorema 4.2.4 e, portanto, existe uma particao

V(K,) =V UV; tal que, parai € {1,2}, o seguinte vale:

LWViz (5= ) m

2. ¢(Gi[Vi]) > (152 —2200n1/%) ().

Logo, o teorema 3.2.5, com s = 4 e, portanto ¢ = 6, afirma que existem constantes
ng > 0 e ¢ = ¢(r) tais que para todo n > ng existe um conjunto de templates .7 que satisfaz as
propriedades do teorema. Note que o item 1 do teorema 3.2.5 implica, em particular, que toda
r-colora¢ao Ky-rainbow-livre é gerada por algum template de .7 .

Definimos

n2
T ={Te€T:NR(T) <A1=95Y ¢ H=\7.
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Vamos estimar o nimero de coloracdes K4-rainbow-livres induzidas pelos templates
em 7] e em em .7, separadamente, comegando por .7;. Por definicdo de 7] e o Item 3 do

Theorem 3.2.5, nés temos que

NR4(F1) = ) NRu(T)
TeN
< Z r(]_S)%
TeT
< r(1—5)é20(ng(n))71/6 log(1/g(n)) log(ng(n)) (5)

_ r(1—5)é2c(n2/3)*1/610g(n1/3) log(n2/3) (’21)

2clog?(n n
_ =82 55505 ()

n2 4c10g2(n)£
< (1=8) g 0p 4

4clog2(n) _s ﬁ
9n1/9 4 -
r r4

S}

Por outro lado, pelo Item 2 do Teorema 4.2.4, cada T € .7 € tal que existe uma

particdo V =V, UV, tal que

e(GT) > (1—yT 2200g1/3(n)> <<|‘;1|> + ("2’))
- (1—)%1—2200g1/3(n)> <(;) - |V1HV2\>
> <1—y%1—2200g1/3(n)> ((Z) —"Zz>
> <1 . y_il —2200g1/3(n)> ("ZZ - g) 4.7)

Logo, para um template fixado 7' € .7, temos que

NR4(T) < (D)= (152 -22008 () (% -3)
m 4 (52 +220071/9) (g_@

(2422000 1/9) 2

y—

I
~

—_ il2
(1527 +2200n ‘/9)? 4.8)



Concluimos, entdo, que

NR4(F) < ) NR4(T)
Te,

) (152220007 19) 22

TeD

_ |%|r(1+y%1+2200n*1/9)é

dclog? (n) 2 9 ~1/9Y n?
<2 w4 r(1+)f,+2200n /o)

4clog2(n) 2 9 e 5
:r( 9;1]/9 %>10gr(2)+<1+yf1+2200n /)”T

4clog2(n)ﬁ 9 —-1/9 ﬁ
<o (14527 +22000 1) 2

9 —1/9_, 4clog?(n) ) n?
_ r(l+},71+2200n + 9}11/9 Pl

Finalmente concluimos que

ca(n,r) < NRy(T1) +NRy(P)

ol ) 2 (1rgZre2zoon S )
n

Sr( on!/9 YrE 4y

2

n?
n-

9 _ 4clog?
<yj+2zoon 1/9+%/(§”>)7
r " +1|r+.

<

onde na udltima inequacdo assumimos 7 suficientemente grande.
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Como r > 5'0 e sabendo que para todo x > 0 vale que ! > r* 4 1, temos que, para

todo n suficientemente grande,

2 2
(522200071194 4o ) 2 2 (2rroz0on o soion g2 £ 2
9n +1]|r+ r\’ on r

IA

_ (r<y91+0<1>>'%f> e

Como queriamos demonstrar.

O

Encerramos este capitulo destacando que, apesar de ndo ser apertada, esta ndo é uma

cota trivial e pode ser um ponto de partida para encontrar uma cota melhor, visto que esta € a

melhor majoracao que existe atualmente para o problema de colorir K;, livre de de K4-rainbow.

No préximo capitulo veremos as conclusdes e as expectativas para os trabalhos futuros que

podem ser desenvolvidos a partir deste.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nessa dissertagcdo encontramos uma cota superior ndo trivial para o nimero de
coloracdes k4-rainbow-livre de um grafo completo de ordem n. Apresentamos também uma cota
inferior trivial, que acreditamos fortemente que € um bom limitante. Também foi apresentado o
método dos contéineres, utilizado de maneira central nos nossos resultados, e outras ferramentas
que permeiam a Teoria Extremal de Grafos. Para fins de contexto, um breve histérico a respeito
de coloracdes de Gallai foi introduzido até o estado da arte do estudo.

Conjecturamos que o expoente do limitante inferior obtido pelo Teorema 4.1.3 para
k-coloracoes de K4-Gallai seja assintoticamente justo quando o nimero de cores cresce. Uma
questdo importante € se podemos ou nao melhorar/remover a dependéncia de y no expoente da
cota superior do Teorema 4.3.1, para obter algo que se aproxime mais da cota inferior pl+n?/ 4
por exemplo para um limitante do tipo (1 + 0(1))’,%“ . Note que, a existéncia da cota inferior

n

2
5 (2), nos mostra que a cota r' "

pode ndo ser a melhor possivel para r pequeno. Assim, a
hipétese y > 10 do Teorema 4.3.1 s6 poderia ser melhorada para y > 2, no melhor dos casos.

Outro ponto que acreditamos poder avancgar €, para n pequeno, encontrar o grafo
extremal relativo a coloragOes k4-rainbow-livres, ou seja, responder a seguinte pergunta: Dados
n e k naturais, para valores pequenos de n, qual o grafo de ordem n que maximiza o nimero de
k-coloragdes de modo a evitar uma cépia do K4-rainbow?

Os resultados mais recentes relativos a coloragdes de Gallai nos fazem acreditar que
a resposta para esta questdo € bindria, ou é o grafo completo K;,, ou € o grafo bipartido completo
balanceado T»>(n). Por fim, podemos ir na seguinte direcdo: generalizar o problema exposto
para o K-rainbow e descobrir como os litantes se comportam a medida que s cresce. Para tanto,
esperamos continuar utilizando o método dos contéineres e, se nos for exigida outra abordagem,

utilizar também ferramentas tradicionais como o Lema da Regularidade.
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