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RESUMO

Neste trabalho de tese discutimos resultados que dizem respeito a regularidade de solu¢des no
sentido das distribuicdes para equacdes da forma divergente singular/degeneradas. Consideramos
tais solugdes definidas em semi-bolas. Sob a hipétese de um dado de fronteira C1'* para algum
0 < a < 1, mostramos que a solucdo de um problema de Dirichlet deste tipo possui regularidade
chp para algum 0 < B < « até a fronteira. Em seguida, aplicamos este resultado a teoremas no

contexto de problemas de fronteira livre e problemas de combustao e propagacao de chamas.

Palavras-chave: EDPs singular/degeneradas; argumento de pertubacdo; g-Laplaciano; regulari-

dade até a fronteira; problemas de fronteira livre; problema de propagacdo de chamas.



ABSTRACT

In this thesis work we discus results that concern the regularity of solutions in the weak sense for
elliptical equations of divergent form singular/degenerate. We consider such solutions defined
in half-balls. Under the hypothesis of a given boundary C'% for 0 < & < 1, we show that the
solution of a Dirichlet problem of this type has regularity C 1B for some 0 < B < a up to the
boundary. We then apply this result to theorems in the context of free boundary problems and

combustion and flame propagation problems.

Keywords: singular/degenerates PDEs; pertubation argument; g-Laplacian; regularity up to the

boundary; free boundary problems; flame propagation problems.
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1 INTRODUCAO

Com o passar do tempo, a andlise da regularidade das solu¢des de equacgdes di-
ferenciais parciais (EDPs) e das solucdes de certos Problemas de Fronteira Livre mostrou-se
extremamente valiosa para uma variedade de questOes na natureza e para a matemaética, tanto
pura quanto aplicada. Desde as equagdes mais simples até as mais complexas, cada teorema
de regularidade adquirido possui sua importancia especifica. Da mesma forma, os resultados
relacionados a baixa regularidade das solugdes e aqueles que abordam a analiticidade também
tém aplicacOes relevantes. Observamos um desenvolvimento muito positivo nas técnicas para
a andlise desses problemas. Novas ideias e argumentos inovadores surgiram, e essas técnicas
prolificas foram se consolidando ao longo do tempo. E importante ressaltar que, mesmo atual-
mente, variagdes interessantes das abordagens criadas por Schauder, De Giorgi, Moser, Krylov e
Caffarelli, entre outros, continuam a influenciar significativamente os novos resultados que t€ém
sido apresentados recentemente.

Neste trabalho de tese continuaremos o estudo sobre a regularidade de certas EDPs.
Especificamente, investigamos regularidade até a fronteira de EDPs quasilineares com um Orlicz
crescimento. Tais EDPs envolvem o operador g-Laplaciano dado por:

Agu :=div (—g(|DuDDu) ,
|Dul
onde assumiremos as condi¢des apropriadas para a N-fungdes G : [0,00) — [0,00):

(CP) Condigdo de Primitiva:
G(1) = (1) onde g € C1((0,02)) NCO((0,<)).

(CQ) Condigdo Quociente: para 0 < § < go constantes fixadas

tg'(t)
o< g(?)

As condicdes de Primitiva e Quociente foram introduzidas por G. M. Lieberman em (LIEBER-

< go, Vt > 0.

MAN, 1991). Para tais EDPs Lieberman apresenta vdrias estimativas cldssicas e a teoria da

regularidade. Precisamente, ao considerar solucdes fracas para
Agu=f em &,

onde Q C R"” € um dominio limitado, resultados como as estimativas Weak Harnack, Local

Maximum Principle, CO% e €1 (interior) foram 14 obtidas. Ainda em (LIEBERMAN, 1991),
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comentarios e observagdes sobre os resultados de regularidade na fronteira foram apontados por
Lieberman para uma func¢ao limitada f, mas sem demonstragdes. No caso em que o g-Laplaciano
€ substituido pela equacao p-Laplaciano, e f é uma func¢ao limitada, os resultados na fronteira
podem ser encontrados em (LIEBERMAN, 1988).

Como foi demonstrado em (MARTINEZ; WOLANSKI, 2008) tais condig¢des assu-
midas por Lieberman garantem que A,u = 0, sdo equivalentes a uma equagio uniformemente
eliptica com constantes de elipticidade dependendo apenas de 8, gp em um conjunto onde Du # 0.

Com efeito, definindo A(p) = g(“ﬁ‘)p ed’ = 1“}1 para p € R"\ {0} temos para todo § € R”
J

mm{l 5} ("p")|§|2 l]§l§j<ma {1 gO} ﬁ‘p")|é|2

Com respeito a quantidade de N-fungdes que satisfazem as condi¢des (CP) e (CQ)
observemos que este nimero € expressivo. Considere fungdes G' = g tais que g(t) = t” com
0=go=p, g(t)=ar’ +bt9 coma,b,p,q >0e & =min{p,q} e go = max{p,q}. Além disso
se g(t) =tPlog(at +b) com p,a,b > 0 entdo neste caso § = pe go=p+ 1.

Pode-se verificar também que qualquer combinacio linear com coeficientes positivos
de fungdes que satisfazem as condigdes (CP) e (CQ) também satisfazem essas condi¢des. Com
efeito considerando as fungdes g1, g> com as constantes 601 , gé e 5(%, g(z) respectivamente entao
g = c181 + c2g2 satisfaz (CP) e (CQ) com & = min{8},53} e go = max{g},g3}. Veja também
que o produto de fungdes que satisfazem as condi¢des (CP) e (CQ) também satisfaz essas
condicdes, pois se g = g1g» entdao

tg'(r) _1g1(1)g(t)a+181(1)gh(t) _ 181 (t)
8(1) 81(2)2(1) git)  &(1)

basta tomar § = &) + 83 € go = g, + &3 Por fim se g(t) = g1(g2(¢)) entdo como

18'(t)  1g1(82(0))gh(2)  g2(1)g’(g2(2))1g5(2)

gt)  ai(g@®) gi(g(r)ga(r)

segue que g satisfaz as condi¢gdes (CP) e (CQ) com § = 501 5(% e go= g(l)g(z). Tudo isso deixa

evidente que a quantidade de fungdes que satisfazem tais condi¢des € bem expressiva.

Assim, para uma fun¢do g satisfazendo (CP) e (CQ) comecamos por considerar uma

funcio u € leG(BT) (espaco apropriado de Orlicz-Sobolev), que € solucdo da seguinte equacao

NAqu=f em B,
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num sentido fraco. Além disso, adicionamos a condi¢@o de fronteira
— 0
u=¢ em Bj,

onde definimos B] = B; N {x, >0} e BY = B; N {x, =0}.

Sob as hipéteses de que f € L9(B) com g > n e ¢ € C1¥(BY), nosso objetivo ¢
mostrar que u, solucao do problema de Dirichlet acima, tem regularidade até a fronteira plana.
Mais precisamente iremos mostrar que u € C'P (Bl+/2) para algum 0 < 8 < o que s6 depende

dos pardmetros da equagdo. Além disso, vale a estimativa da norma C'#

HuHclsﬁ(Bl*/z) <C- (HMHLW(BT) + H¢Hc1,a(3(1)) +g*1(Hf||Lq(Bl+))> .

Observacao 1.1. A partir de um escalonamento podemos tratar o mesmo problema de Dirichlet
para uma semi bola qualquer de raio R > 0. Com efeito seja u € WI’G(B}F) solucdo no sentido
das distribuicdes de Ngu = f em Bj. Definimos as fungoes ug(y) = @ e fr(y) = Rf(Ry)
para todo y € BT. Entdo afirmamos que ug € Wl’G(BT) € solugdo de Ngug = fr em BT no

sentido das distribui¢des. Com efeito para 1 € Cy (B tem-se

g(|Vug|) [ &([Vu(Ry)|)
/B1+ |V—MR|VMR.Vndy_/BT WV”(R)’)'VU()’)CI)’

—n g([Vu(x)])
_ g /B ) Ve /R

=R [ pon(a/R)ds

R

= [ nOIRF(RY)dy

-/ fundy

A estratégia adotada neste trabalho de tese € baseada principalmente em (LIEBER-
MAN, 1988) e (LIEBERMAN, 1986). Com esse intuito, antes de tratarmos sobre os resultados
de fronteira propriamente ditos, iremos em busca de estimativas interiores envolvendo o gradiente
das solugdes fracas de Agu = 0, primeiro para o caso em a fun¢do g € suave e entdo por um
argumento de aproximacdo concluimos os mesmos resultados para o caso em que g satisfaz
somente (CP) e (CQ). Isto é feito nos capitulos 2, 3 e 4.

Na segunda parte tratamos do problema até a fronteira. No capitulo 5 usamos
as estimativas interiores demonstradas, para da mesma forma que em (LIEBERMAN, 1988)
possamos obter estimativas até a fronteira para solugao fraca de Ayu =0 em BT, com dado de

fronteira ¢ € C1*%. Por fim, no capitulo 6 consideramos o problema nio homogéneo A qu=fem
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B]L, com f €L (BIL) para g > n. Utilizaremos argumentos similares presentes em (LIEBERMAN,
1991) e (LIEBERMAN, 1988) adaptados para este contexto até a fronteira.

Nos capitulos 7 e 8 obtemos estimativas Lipschitz para solu¢des de problemas de
fronteira livre e solu¢des de problemas com o operador g-laplaciano pertubado. Tais estimativas
sdo obtidas como generalizagdes dos resultados em (BRAGA; MOREIRA, 2022) e (BRAGA
J. M; MOREIRA, 2023).

Analisamos duas aplicacdes relacionadas com estimativas até a fronteira para o

gradiente das solucdes. Primeiramente, investigamos o problema de fronteira livre (PFL)

;

Neu=f em {u>0}NBf

|[Vu™| <y aolongode F(u) (1.1)

u=¢@ em BY,
\

onde 0 < y € uma fung¢@o limitada e continua ao longo da fronteira livre de v, isto é F(u) :=

d{u >0} N B{. Também impomos uma condi¢do natural em ¢ para que ¢* permaneca uma

fungio C1'* na fronteira fixa.

Figura 1 — Problema de Fronteira Livre

Ag’u’ ] f Free Boundary Condition

|IVut| <

Along

(FB)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A segunda aplicac¢do surge ao consideramos um problema de perturbac¢do singular
relacionado ao g-Laplaciano. De fato, estudamos a regularidade Lipschitz uniforme até a

fronteira das solugdes {ve }¢~0 do problema de propagacgio de chamas

Ngve = f+Pe(ve) em B;r

ve >0 em Bf“ (1.2)

ve = ¢@ ao longo de B(l).
\
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Em (1.2) assumimos que ¢ > 0 converge para a Dirac mass & quando € — 0. Em

termos precisos,

BeC®R), suppB C[0,1] edefinimos Pe(s) = éB (g) 0O<e<l. (1.3)

A motivagdo para o estudo de (1.2) vem das aplicagdes ao caso de uma fase na
teoria da propagacdo de chamas, aparecendo na descri¢do de chamas laminares como um limite
assintotico para alta energia de ativacdo com termos de forcamento, que corresponde ao limite

quando € — 0.
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2 ESPACOS DE ORLICZ E O OPERADOR G LAPLACIANO

Neste capitulo temos como objetivo estabelecer os fundamentos teéricos bem como
alguns resultados ja bem conhecidos que serdo ferramentas importantes a serem utilizadas no
decorrer deste trabalho de tese. Vamos iniciar apresentando as definicdes de N-funcao, Espacos
de Orlicz e Espacos de Orlicz-Sobolev. Em seguida, verificamos algumas estimativas validas

sob as condi¢des (CP) e (CQ).

2.1 Espacos de Orlicz
2.1.1 N-fungaes

Comecamos por relembrar o conceito de N-funcio que é um ingrediente fundamental

para a definicdo de Espacos de Orlicz. Uma N-fung@o G : [0,00) — [0, ) é uma funcao do tipo:

6) = [ ss)as,
onde a fungdo g : [0,00) — [0,0) é ndo negativa e satisfaz as seguintes condigdes;
a) g(0)=0 e lim;eg(t) =oo;
b) g é continua a direita isto &, V¢t > 0 = lim,_,;+ g(s) = g(7).
Estas condi¢des implicam que a funcdo G € convexa, continua e positiva com
G(0) = 0. Agora vamos assumir que as condi¢des (CP) e (CQ) sdo satisfeita para tais N-fungdes

e com isso obtemos as seguintes propriedades cuja demonstracdes podem ser encontradas em

(MARTINEZ; WOLANSKI, 2008) e (BRAGA, 2015).

Lema 2.1.1. A funcdo g satisfaz as seguintes propriedades:
(g1) min{s®,s%}g(r) < g(sr) < max{s®, s }g(r),
(g2) G é convexa e C?,

(g3) £ <G(r) <1g(0).
Observacio 2.1. Por (g1) e (g2) temos uma desigualdade andloga para G:
(Gy) min{s‘S“,sgoH}% < G(st) < (14 go)max{s9t! s90T11G(1),

e a convexidade de G nos dd a seguinte desigualdade

(G2) G(a+Db) <28(G(a)+G(b)).

Uma N-funcio G € dita ser a N-fung¢iio complementar a G se
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onde g(s) = SUP (1) <s!- Como g é diferenciavel e crescente seque que § = g~ . Além disso em

(MARTINEZ; WOLANSKI, 2008) é provado o seguinte resultado.

Lema 2.1.2. A fungdo g~ satisfaz as condicdes (CP)) e (CQ) para constantes 5~ e 8o ! além
disso satisfaz as seguintes desigualdades:
(61) min{s'/3,51/%0}g=1(r) < g1 (st) < max{s!/3 1/ }g~1 (1),
e se G é tal que G'(t) = g~ '(t) entdo
5tf”+]() <G(t)<tg™'(t) vt >0,
L8 min{s'+/8 s1+/801G(t) < G(st) < max{s'*/% s!T/00}G(1),
ab < £G(a)+c(€)G(b) Ya,b >0, € >0,
Glg(1)) < 206 ().

(§2)
(G1)
(83)
(84)

Demonstragdo. Ver em Lemma 2.2, (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). L]

Em seguida enunciamos algumas desigualdades ja bem estabelecidas da teoria de
espacos de Sobolev. A primeira € uma desigualdade do tipo Sobolev que € introduzida pela
estimativa (1.4) em (LIEBERMAN, 1983). Como no artigo citado, essa estimativa € feita em um

contexto mais amplo do que nds precisamos daremos aqui uma prova.

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Sobolev). Seja h € W, *(B), entdo para k = "+2 temos

2k 2 % 2
/B|h| dx < C(n) </B\h| > /Bypm dx. 2.1

Demonstragcdo. Vamos supor que h € Cé (B), o caso geral segue usando argumentos de aproxi-

macdo. Pelo Teorema de Gagliardo-Nirenberg capitulo 5 de (EVANS, )

(/B]h|1>l gC(n)/B|Dh]dx.

Sejag = % +r+1, onde p,q,r sdo nimeros ndo-negativos:

Jime= [
<(Jir)"(J |hrr“>n”1)”"l

Em particular tomamos g = 2 ("+2) p=1+ %, r=1+ % — n% Pela desigualdade de Scharwz

temos as seguintes desigualdades
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1y

Jwe = fminit < fue) " (/ |h|‘I)1/2.
[ o < ( rh\”)m (f1one) -

A seguir vamos usar a seguinte versdo da desigualdade de Holder para o € (0,1),0 <

2)

l-a | o 1
p<r<gqgcom-—=+_ =2

a saber
P q ’

1Al < (Rl 1Al

Usamos com os seguintes expoentes:

4 4 4
2<2r=2+-——<qg=-+2
n n n

(=)= (f2) ™ (f )’

/|hyqu§C(n,r) (/|h’2)21n (/|h|q)2ln </’h|2r)é (/Dhri)é 1
<c(/f "“'2> (/ 'h'q) (/ |h|2) ( /W)q ([ st
§c</|h|2) . (/Ihl") (/'Dh|2)

Tomamos & € (0, 1) de modo que 2 + ﬂ = % % — 2i) Para esta escolha de o temos

[sar<c( ] |h|2) (/ W) (f DhF);,
(fuee)<e(f |h|2)5(/ if).

3)

isso implica que

Lema 2.1.4. Sejam E C BReu € W (BR) entdo para uma constante C = C(n) > 0 tem-se

1
[{u= O} [[ul| 1) < CRUIE["|[Vul |1 (8-
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Demonstragcdo. Ver em (LADYZHENSKAYA O. A, ), cap 2; lema 3.4. O]

Lema 2.1.5 (Desigualdade do tipo Poincaré em Sobolev). Seja u € WZZCP (Br), 1 < p < o, entdo

para uma constante C = C(n, p) > 0 tem-se

{u =0} (/BR yuv’dx) < CR™HP (/BR yvuypdx) .

Demonstragcdo. Com efeito, aplicando o Lema 2.1.4 a funcdo u” com E = Bg temos

|{u:O}|/ \u|”dx§CR"-R/ pluP V| dx
Bg Bg

p=1 1
<CR"p </ |u|pdx> ! </ |Vu|pdx)p,
Bg Bg

1 1

{u =0} (/BR |u|de)” <CR".R (/BR |vu|de)”.

isso implica que

[
Lema 2.1.6. Sejau € W, (B,) entdo
_1 p"
(I—k)Ap) 77 < et \Vu|dx.
P ‘BP \Ak,P’ Ak,p\Al,p
Para quaisquer inteiros ndo negativos k <1, onde c = c(n) >0 e Ay p = {u >k} NB,.
Demonstragcdo. Ver em (LADYZHENSKAYA O. A, ), cap 2; lema 3.5. (]

2.1.2 Espagos de Orlicz e Orlicz-Soboley

Nesta secao vamos definir os espagos apropriados no qual iremos trabalhar. Mas
antes algumas definicoes se fazem nescessarias. No que se segue denotamos por Q C R” um

conjunto aberto e limitado.

Definicao 2.1.1 (Classe de Orlicz). Seja G uma N-fungdo, definimos a classe de Orlicz como

sendo o conjunto
Ks(Q) := {u Q= R, mensurcivel;/ G(|u|)dx < oo} :
Q

Note que para G(r) = [t[’ com p > | temos Kg(Q) = LP(Q), mas em geral para
uma N-funcdo qualquer o conjunto K5 () ndo é um espago vetorial. Para que isso aconteca

pedimos que a N-fung¢do satisfaca a seguinte condicdo: existem constantes k > 0,7y > 0 tais que

G(2t) <kG(t), Vt > 1.
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Esta condicdo é chamada Aj-regular, para mais detalhes consultar em (ADAMS; FOURNIER,
2003). A partir de agora tendo em vista a Observacao a seguir vamos supor que g satisfaz as

condic¢des (CP) e (CQ).

Observacio 2.2. Se a fungdo g satisfaz as condi¢oes (CP) e (CQ) entdo a N-fun¢do G satisfaz a

condigcdo N\y. Com efeito por (Gy) temos
G(2t) < 2'80(1 + g0)G(r) Vr > 1.

Definimos o espago de Orlicz LY(Q) := spam{Kg(Q)}, isto é o espago gerado
pela classe K;(Q). E possivel demonstrar que se a N-funcio G satisfaz a condi¢do £\, entdo

L9(Q) = Kg(Q) ver em (ADAMS; FOURNIER, 2003). Neste espaco definimos a norma de

Orlicz
||u||G::inf{M>O;/ G(M) dx < 1}.
Q M

De maneira andloga a defini¢do dos espacos de Sobolev definimos os espacgos
de Orlicz-Sobolev W!-G(Q) consistindo de todas funcdes u € L(Q) tais que suas derivadas
distribucionais Vu existem e pertencem também a L% (Q). Definimos a norma neste espago como

sendo;

||l lwr6(q) := max {]|ul[G,||Vullc} -

Pode-se verificar em (ADAMS; FOURNIER, 2003) que estes sio espacos de Banach. Definimos

também de maneira andloga o espaco
Wy %) = (@),

Agora enunciaremos alguns resultados da teoria de Espagos de Orlicz cuja demonstracdo podem

ser encontrados em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008).

Teorema 2.1.1. LC(Q) ¢ 0 dual de LE(Q). Os espagos LE(Q) e W:G(Q) sdo reflexivos.
Demonstragdo. Ver em Theorem 2.1, (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). O]
Teorema 2.1.2. Temos a imersdo continua L%(Q) — L'+9(Q).

Demonstragdo. Ver em Theorem 2.2, (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). (]
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Lema 2.1.7. Existe uma constante C = C(go,0) > 0 tal que

||ul|G 3CmaX{</QG(!u|)) 1/(8+1) (/ G(|ul) )1/(80+1)}'

Demonstragdo. Ver em Lemma 2.3, (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). L]

Lema 2.1.8 (Desigualdade do tipo Poincaré). Seja u € WO1 ’G(Q) entdo existe uma constante

C > 0 que depende de Q tal que

/ G(|u|)dx < / G(C|Vul)dx

Q Q

Demonstracdo. Ver em (ZHENG et al., 2017) Lemma 2.1. O
Teorema 2.1.3. LY(Q) é 0 dual de LE(Q). Além disso, L°(Q) e W'G(Q) sdo espagos reflexivos.

Demonstragcdo. Ver em Theorem 2.1 de (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). (]

2.2 O operador g-Laplaciano

Nesta secao apresentamos o operador g — Laplaciano dado por

. (8(IVul)
Aou=div| 22—"Vvy
glU lv< Vi ul,

e em seguida relembramos alguns resultados ja bem estabelecidos. No que se segue a fungdo g

satisfaz as condi¢des (CP) e (CQ).

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma fungdo u € Wll)’cG(Q) é solugdo fraca da equagdo Ngu = f

em Q se para toda & € Cy(Q) tivermos

g([Vul)
/ gy Ve Védx= - /fgdx

Dizemos que uma fungdo u € Wl or (Q) ¢ uma subsolugdo fraca da equagdo Ngu = f em Q se

para toda 0 < & € C7(Q) tivermos

/Q (||VZZ|)V VEdx < — /fgdx

Dizemos que uma fungdo u € Wl or (Q) ¢ uma supersolugdo fraca da equagdo Ngu = f em Q se

para toda 0 < & € Cy(Q) tivermos

g(|Vul)
/Q Yl Vu-Véde—/Qfédx.

No caso particular quando uma fungdo u € Wllo’cG(Q) ¢ uma solugdo de Agu =0, dizemos que u

é g-harmonica.
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Observacao 2.3. Por resultados da teoria dos espacos de Orlicz presentes em (ADAMS; FOUR-
NIER, 2003), podemos trocar & € Ci(Q) na defini¢do acima por & € WO1 G(Q).

O operador g — Laplaciano satisfaz a seguinte condi¢do de eliticidade.

Lema 2.2.1. Sejam A(p) = g(\pl)ﬁp eal = gA’ entdo para todo & € R" com § = (&1,...,&,)

temos
minf1, 8} U 62 < g < max(1,g0) S0 g2 2)
Demonstragdo. Ver a estimativa (2.2) em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). O

Teorema 2.2.1. Seja u € Wl “ev solugdo fraca de

Agv=0emQ, u—vGWOl’G(Q).
Existe uma constante C = C(n,8,g0) > 0 tal que
/G(|Vu|)—/ G(\Vv|)2C(/ G(|Vu—Vv|)dx+/ F(|Vu|)|Vu—Vv|2dx), 2.3)
Q Q Ay Ay
onde F(t) = 5@,
A ={|Vu—Vv| <2|Vu|} e Ay={|Vu—Vv|>2|Vul}.
Demonstragdo. Ver em Theorem 2.3, (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008). L]

Em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008) ¢ estudado o problema de existéncia de

solucdes do problema:
Nu=0 em Q, u=¢@ecdQ, (2.4)

com dado de fronteira ¢ € W16 (Q) N L7 (Q). Tais solu¢des aparecem como minimizante do

~ | G(vyi)ax

funcional

=

<

SN~—
1

sobre o conjunto

além disso satisfazem
sup |u| < sup|@|. (2.5)
Q o

A seguir vamos apresentar uma demonstracdo da unicidade de solug¢des do problema 2.4.
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Teorema 2.2.2 (Unicidade). Existe uma tinica solugdo do problema 2.4 em W6 (Q).

Demonstragdo. Sejam u; e up solugdes, ja sabemos que essas fun¢des sdo g—harmonicas e em
particular u; —up € WO1 ‘4(Q). Entdo usando 2.3 temos:

Vua|)

0= [ G(IVuz))~ [ G(Vun]) zc(/AzGuwz—sz%Ig(w—mwbtz—wllz),

onde A} = {|Vuy — Vuy| <2|Vuy|} e Ay = {|Vup, — Vuy| > 2|Vu,|}. Dai concluimos que

8(|Vua|)

Vi |Vu2—Vu1|2:0 em Aj,

e pela definicdo de A; vemos que
[Vuy —Vui| =0 em Aj.
Por outro lado temos

/ G(|Vits — Vi) dx = 0,
A

2
isso implica que

|[Vuy —Vu1 | =0 em Aj.

Como A UA; = Q concluimos que |Vuy — Vup| =0 em Q. Por fim, como uy —u; € WOI’G(Q)

segue da desigualdade do tipo Poincaré Lema 2.1.4,
/ G(lun — 1)) dx < / G(C|Viz — Vi) dx = 0.,
Q Q

Dai podemos concluir que u; = u; em Q.

O

Proposicio 2.2.3 (Desigualdade de Holder Generalizada). Se G e G sdo N-funcées complemen-
tares tem-se

< 2|[ullG-[]vllg-

‘ /Q u(x)v(x) dx

Demonstragdo. Ver 8.11 (A Generalized Holder Inequality) em (ADAMS; FOURNIER, 2003).
[]

Lema 2.2.2 (Lema de extensdo). Seja Agu = f € L9 em B;g, ndo-negativa, se anulando con-
tinuamente em Bg, para q > n. Sejam U e f as extensdes para zero de u e f na bola Bg.

Entdo

/ sUVH) oo e _ Fledx <o,
Br ‘Vl/ll
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onde 0 <& € C7(Bg).

Demonstragdo. Sejau™ = max{u,0} entdo

Vi, em {u >0}
Vut = 7
0, em{u <0} ={u=0},
observe que u™ =1, e portanto faremos a prova para u™". Temos da mesma forma que no Lema

4.1 em (BRAGA, 2015) que @ € W, % (Bg) N C*(Bg).

Agora considere 0 < § € C5’(Bg), € > 0 e w uma fungdo definida em Bg por

ut
w:max{min{l,Z—?},O}.

Essa fun¢do satisfaz as seguintes condigdes:
1. w:O@max{min{l,Z—%},O}§0<:>2—%§O<:)2£§ﬁ:
2. w:I@max{min{l,Z—%},O}:1@2—%Zl@ﬁge
3.0<w<1o0<2-% <loe<u<le.

Como na integral temos a identidade,

V(E(I=w))+V(Ew) = V¢,

segue que
S v ] sV oy - g(val)
Vit Ve dx = V- V(E(1-w))d Vi V(Ew)d
S 9 VIV [ ey o VU [ SRRV V() d
LOLD g(val) o
Bin{ue} |Vl V=) Brn{o<m<2¢} |V wview)

Seja supp(&) = K CC Bg, como By C {u < €} segue que {(1 —w) =0em dB}, e
portanto & (1 —w) € Wy %(B};). Assim temos

(vu) L) s
Dy o VY60 =) = Vu Ve -w) = [ rE(-wa

Bf; \Vu\

Entao

$0VE) o ve ax </ & dx + / $0VE) o v (ew).

Bx |Vl Kkn{o<a<2¢} |Vi|
Além disso, temos

g(Val) o / g(lval) o / (| Vul)
Vi-V(ew) = Vi-V(Ew) + Vu-V(Ew).
./Km{o<ﬁ<2s} va " (&w) K=oy |Val (&w) kno<ucae) |[Vul (&w)

Como em {77 = 0} temos Vi = 0 = &L v — 0, segue que

v
/1m{0§u<2s} g(ngVu.V(gw) - /Km{ong} (||§uu|)v’4'v(5w)
S/K+m{:s<u<2s} (|VV:|| ( ) /I<+m{0<u<g} (|Vvu||)v -VE.
<o EVDIVE 2= 2)+ [ a(vapIvE
<2 8(|Vul)[VE| dx.

Ktn{0<u<2e}
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Usando a desigualdade de Holder paras espagos de Orlicz juntamente com (G) e (G,) obtemos:

]+g0
/ g(IVul)IVE|dx < Cllg(IVul)ll 6 g+ -sup(1+[VE]) T - [KTN{0 < u < 2e}
K+n{0<u<2e} K

1
C(5,80,&) (1+/ G(]Vu|)dx) o KT N{0<u<2e}|
K
Como

lim [KTN{0<u<2e}|=|Neso K N{0<u<2¢e}=0

e—0t

chegamos a conclusdo que

/BR (l'vv,' Vi VE < / FIE dx.

2.3 Existéncia de solucoes e Estimativa L~

Agora vamos nos voltar para a questdo de existéncia de solu¢des no sentido das

distribui¢des para o seguinte problema:
Agqu=f em Q
u=¢ em JQ,

onde ¢ € WhO(Q)NL>(Q) e f € LI(Q) g > n. A estratégia para demonstrarmos a existéncia
basea-a se em técnicas de calculo das variacdes. Com isso em mente, vamos usar o seguinte

resultado que, em particular, nos diz que tal estratégia faz sentido ser considerada.
Lema 2.3.1. Considere o funcional linear Ay : WO1 C(Q) — R dado por

= [ F@E@ ax

Entdo existe C = C(n, |Ql,|f|14(q), 0,80) > 0 tal que
AAD <C- [ 100y
Demonstragdo. Ver o Lemma 14.5 em (BRAGA; MOREIRA, 2022). L]

Para o que segue utilizaremos as ideias presentes em (GIUSTI, 2003), capitulo 4.

Mais precisamente consideramos o conjunto

Vi={y e W"9(Q)y—9ecWy®(Q)}.
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Definimos o funcional
F(u) = / G(|Du|) + f(x)udx Yuev.
Q

Afirmamos que um minimizante do funcional .% em V € solug@o no sentido das distribui¢des do
problema de Dirichlet.

Com efeito, seja u € V um minimizante e tomamos uma 1 € WO1 C(Q) arbitréria.
Note que para todo ¢ € R temos que a fun¢do u+tn € V. Entdo a fun¢do H(t) = .% (u+1tn) tem

um minimo local em ¢ = 0, e portanto obtemos

0:H’(0):/ g(|Du)Du-Dndx+/ n- fdx.
o |Du| Q

A seguir provaremos dois lemas a respeito do funcional .%. Escrevemos u; — u

denotando a convergéncia da sequencia (u;)en para a fungdo u na topologia fraca do espago

wie(Q).
Lema 2.3.2. Sejam (u)en C V tal que wy, — u fracamente em W6 (Q). Entéo

F (u) < liminf.F (uy).

k—roo

Demonstragdo. Comegamos provando um fato basico que decorre da convexidade da N-fungao
G.

Afirmagdo: para todo par de fungdes u,v € WH0(Q) tem-se

/G|Dv| /G|D|+/g’D -(Dv— Du).

Com efeito, seja w® = sv+ (1 — s)u entdo pelo Teorema do valor médio para integrais

temos a igualdade

D S
/ G(|Dv|) — G(|Dul) // ‘W| w* - (Dv — Du) dxds.
ow]
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Entao usando o Lema 2.2.1 obtemos

/ / |’DDMV}V:’| ‘(DV—D”)dxds_/Q%Du-(Dv—Du)
_/ / [ yfx\’ ‘%04 -(Dv—Du)dxds
/ [ |fv:f|| _%Du] - (DW* — Du) dxds

:Z/o // J(DW* + (1 —1t)(Du— Dw*))(Djw* — Dju)(Diw* — Dju)dt dxds

g(Dw' + (1 —1)(Du—Dw)|)
/Os// min{1, 5} Dw + (1—1)(Du—Dw)| |Dw* — Du|dt dxds > 0.

Agora como por (g4) tem-se G(g(|Dul)) < goG(|Dul) segue que
g(IDul) - e L9().
|Dul

Dessa forma vemos pela desigualdade de Holder para espagos de Orlicz que o funcional linear

T :Wh9(Q) — R dado por

T(v)= [ s(1Dul) Dy

¢ limitado. Entdo em particular vale que

D
lim / MDM- (Duy — Du) dx = 0.
k—o0 JO |Du|

Assim pela Afirmacdo obtemos

/ G(|Du|) < liminf / G(|Dug). (2.6)
Q k—oo  JQ

Por fim, como vimos no Lema 2.3.1, o funcional linear A : WO1 7G(Q) — R dado por

= [ 750 dx

€ continuo e entdo pela convergéncia fraca segue que

hm/f ukdx—/f udx.

Portanto usando isso juntamente com a estimativa 2.6 concluimos que

/ G(|Du|) + f - udx < liminf/ G(|Dug|) + f - g dx.
Q k—e JQ
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Lema 2.3.3. Para toda sequéncia (uy)ren C V tal que
lim ||I/tk||Wl,G = +oo
k—ro0

ocorre

lim gf(uk) = o0,

k—oo

Demonstragdo. SejaucV entdiou — @ € WO1 ’G(Q). Pela desigualdade triangular temos

[f)u()| < [f Q@]+ ()] ulx) — @(x)].

Queremos estimar

/Q | f(x) (u(x) — @(x))|dx.

De forma semelhante ao Lema 2.3.1 consideramos trés casos para p = 1 + 0 onde teremos sempre
em vista o fato de que como ja foi mencionado termos a imersdo continua WO1 Q) — WO1 P(Q).
Caso 1: p > n.

Neste caso WO1 P(Q) — L™(Q) e para g = %, usando as desigualdades de Holder

e Poincaré juntamente com a propriedade (G1) obtemos as seguintes estimativas

17— < 1flluslln =l

< 1" £zl [u — @]z~
<C-lof'/ 1A llzelze = @lly 10

<C- 17| f||14||Du— Do||1r

1
1+6
<C |1l (/ pu's3 [ ppl'?)

celrld + g ([ 0o+ [ 100l )

C(6)||f||;T5 +is (CtG) [ GGou) 191+ [ 1Dol?).

Caso 2: p=n.
Neste caso temos WO1 P(Q) — L"(Q) para todo r € [1,+o0). Em particular fazendo

r = ¢/, utilizando as desigualdades de Holder, Poincaré juntamente com a propriedade (G;) da
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mesma forma que no caso 1 obtemos

17— < 1fllusllu =l
<l

el + o5 (ClenG) [ Gu+ 101+ [ Dpl'?).

Caso 3: 1 < p<n.

L,
Neste caso temos W, < LP*(Q) com px = L5 Observe que (px)' = 20—,
logo como p+ 1+ 68 > 1 vemos que (p*)' < n < q. Entdo utilizando as desigualdades de Holder,

Poincaré juntamente com a propriedade (G;) da mesma forma que nos casos anteriores obtemos

1= @) < U7l lla = ol

11
< Q[ || fl[rallu— @]+

11
< C-Q[E ] |f][zallu — @l 1.0

1+

C()N g 1i8 (C(gO,G(l))/ng(’Du‘)+’Q|_|_/Q‘D(p‘l+5>.

Assim levando em consideragdo os trés casos temos

1 5 )+ 80 / G(|Dul).
— 1+
Tomando € = 2C(20.G(1) obtemos

1
Fw) =5 | a(pu)~ [ 170l

Portanto chegamos a conclusdo de que existe uma constante
C=C(n]|fllzs,8,12l, 80, G(1),[|D@|| 15, ] @]]z=) > O
para qual tem-se
/QG(|Du|)dx§c~-[ff(u)+1] VueVv. 2.7
Concluimos a demonstracdo com a desigualdade acima juntamente do Lema 2.1.7. 0

Para o préximo resultado iremos utilizar o seguinte lema de iteracdo.



Lema 2.3.4. Seja {J,; } men uma sequéncia de niimeros ndo negativos satisfazendo
It <C-D"JME YmeN,
onde C,E >0 e D > 1 sdo constantes independentes de m. Se

.D &,

Jo<C

$ri|—
N"_'

entdo limy, .. J,;, = 0.
Demonstragcdo. Ver Lemma A.1 de (ZHENG; TAVARES, 2022).

Denotaremos p* = % para 1l < p <n.
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Teorema 2.3.1 (Existéncia). Seja ¢ € WHG(Q)NL=(Q), e f € L4(Q) com q > n. Existe uma

solucdo no sentido das distribuicoes para o problema de Dirichlet:

Ngu=f em Q

u=¢@ em JIQ.

Além disso, existe uma constante Cy > 0 que depende somente de n, 8o, || f|1r(q),6,G(1),G(1),

1@ll=), [|@llw1c(q) € do didmetro de Q tal que

||u||L°°(Q) + ||u||W1ﬁG(Q) S Co,

Demonstragdo. Como comentamos anteriormente € suficiente mostrarmos que existe um mi-

nimizante local para o funcional .% no conjunto V = {y ¢ WH6(Q);y — ¢ € WOI’G(Q)}. Seja

(ux)ken C V uma sequéncia minimizante, isto é
lim .7 (uy) = inf 7.
k—ro0 \%

Observe que por 2.7 temos

—o0 < ilvlfﬁ < oo,

entio pelo Lema 2.3.3 vemos que a sequéncia (i) é limitada na norma do espagco W% (Q).

Sendo este espago W10 (Q) reflexivo segue que existe uma fungio u € W14 (Q) tal que

up —u em WHO(Q).
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Como o conjunto V é fechado na topologia fraca de W!¢(Q) vemos que u € V. Por fim, do

Lema 2.3.2 concluimos que

F(u) < liminf.Z (u;) = inf Z.
k—yoo Vv

Agora vamos provar a limitacio uniforme das normas L~ e WG, Seguiremos as
ideias presentes no Theorem 2.1 em (ZHENG; TAVARES, 2022).
Seja ko € N tal que ko > [|@]|;=(q). Para cada k > ko definimos a sequéncia de

truncamentos uy : 2 — R dadas por

k-sgn(u), |u| >k
Uujp =

u, |ul<k.
Seja Ay = {|u| > k}, para cada k > ko temos
u=u; em Ap e ur==k-sgn(u) em Ayg.

Pela minimalidade de u

/AkG(’DuD:/QG(]DuD—/AiGQDukD
~ [ 6(1pu)) - (D)
S/Qf'(’ftk—u)

= f'(uk—u)7
Ag

/Akﬂ(uk—u)Z/Akm{uzo}f-(k—uH NS S

<2 [ Uf1- ().

Observamos que (|u| —k)™ € WO1 C(Q) Vk > ko, entdo usando as imersdes continuas WG (Q) —»

whl(Q)e WO1 1(Q) < L(Q) jutamente da propriedade (g3) obtemos
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INGCECE ( /) f|n)i ( [ _kw)
<(/f m")'i ([-07)

<Cllfller [ Dl =8
=Cllflle [ 1P
<cliflle (e |, G+ el ).

Entdo para £ > 0 suficientemente pequeno dependendo de || f|]11(q). 1, 8,80,G(1) e G(1) temos

para uma constante C > 0 que depende dos mesmos parametros

/ G(|Du|) < ClAq|.
Ag

Por outro lado,

| aupu= | G(Iu)) + | G(|Du)
Ap Akﬂ{|DM|§1} Akﬂ{\Du\>1}

<C(d) U \Duy”g(ur/ |Du|' 2]
An{|Du|<1} An{|Du|>1}

e obtemos para uma nova constante C > 0 que ainda depende dos mesmos parametros
[ 1l < clag
Ag
Como D|u| = (Du)sgn(u) chegamos a seguinte desigualdade
[ 1Dl < clay. 2.8)
Ak

Agora fixamos k > 4k e definimos

k 1

Dessa forma temos ky, > ko, km < k1 € em particular Ay, . C Ay,. Como temos a imersao

continua WO1 GQ)— WOI"HS(Q) faz sentido considerarmos

Tni= [ ((ul=0)")*2.

kITI
Afirmamos que

Il <C-D"JMHE Ym e N,
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onde C,& > 0e D > 1 séo constantes independestes de m.
Com efeito, a imersdo continua W1 le5(!2) — LU+9*(Q) e o fato de que (|u| —

km)t € WOI’HS(Q) implicam em

Jm+1 S /
Akm+1
o
+8)*
S(/Q<<|u|—1<,¢1+1>+>““”") A0
<0 [ 100~ ki) 1149 )y, 7
Q

_ 146
=c( [ o)y,
Akm+1

Entdo usando essas estimativas juntamente com 2.8 obtemos para uma constante

C:C<n7g0767G(1)7G(1)7 HfHL"(Q)) >0

1+6

Wi "
<<|u|—km+1>+>“+5)*> Ay, | T

2 1+6
Jm—i—l < C|Akm+1| (148)*

Note que k1 — ki = 2,,,% Vm € N, logo

k 140 s
(W) |Akm+1| = (km“’l _km> - |Akm+l|

- / ’km—O—l
m+1

/ |u] )1+6

kg1

k ‘1+5

<Jm,

e sendo k > 1 obtemos

o3y 110 (m+3)(1+5)
‘Akm_;'_] ‘ é k 'Jm é 2 Jm'

Portanto

Ky _ 146

Isso prova a afirmacao feita.

Observamos que

|Ak0| (Z) = |Ak0|k(()1+5) S/ |u| (1+6)x* /‘u| (146)x
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o que implica

4 (1+0) (148
= (3) I

Assim, temos

148 148

< | ul] lﬁs [Ag|' T
4\ (1+9)x—(1+9) A (148)x—(145)
=z el 175 :

Portanto € possivel tomar k suficientemente grande, dependendo de ||u||, (115). € que pela imersdo
continua W6(Q) < WH1+9(Q) — LU+9)*(Q) depende de ||u||;y1.6, de modo que

1 1

Jo<C tD ¢,

Dai pelo Lema 2.3.4 vemos que J,, — 0 quando m — —+oo.

Por outro lado, temos

i 1+6
: +\148 / <|u| k)
lim —k = — = .

Entdo segue que |u| < k em quase todo ponto de Q.
Agora vamos tratar da estimativa para a norma ||u/|y1.6(q)- Usando a imersdo conti-

nua WOI’1 (Q) — L'*(Q) juntamente do fato de que u — ¢ € WOI’1 (Q), obtemos

1wl < Al ol
Q
< Il (= @l + [l l2)
< Cllfllr (CliDu=Dollriey + gl o)
< C||f]|er (HDMHLI(Q) +[|1Dol[ 1) + H(pHL'*(Q)>
< C||f]|z» (f/QG(yDu\)+c(r)|QIG(1>+HD<pHL1(Q>+H(p|!y*<g))
= M+Clf e [ G(Du).
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onde M :M(T7n7g0767G<1)7G(1)7 ||f||L”> |'Q‘|a ||¢||L°°(Q)a HQDHWIG(Q)) > 0. Mais uma vez por

u ser minimizante temos que

ooy < [ Gpeh+ [ rou=[ r-0 29
< | GUPQD+ lgll- 1Al + M+ Cl e | GDul). 210

Assim tomando T = temos para uma constante M > 0 possivelmente maior que a anterior

1
2C| £l
mas dependendo dos mesmos parametros, a seguinte desigualdade

/ G(|Du|) < M.
Q

Comou—¢ € WO1 ‘4 (Q) usando a desigualdade de Poincaré segue que

JLctud<c| [ G-+ [ cle)] @1
sc{ [ 6ipu—pe)+ [ G<|<p|>} @.12)
<M-+C [ (G(D9)+G(lg]). (2.13)

onde C > 0 depende apenas de 9, go e do didmetro de Q. Assim essas desigualdades juntamente

do Lema 2.1.7 nos d4 a estimativa para ||u||y1.6(q) que buscdvamos.

]

Observacio 2.4. No Teorema 2.3.1 se supusermos que max{||f||s,||®||r=,||®||w1.c} < 1 entdo
fica evidente na demonstragdo que a constante Cy > 0 pode ser tomada dependendo somente

dos parametros universais n,8,g0,G(1),G(1) e do diagmetro de Q.

Consideremos u € W!¢(Q) solucio do seguinte problema

Agu=f em Q

u=¢@ em JQ,

onde ¢ € WG (Q)NL?(Q) e f € L(Q). Do Teorema 2.3.1 sabemos que u € L*(Q), vamos
mostrar que vale uma estimativa L™ para solucdes do problema acima por constantes explicitas
que dependem do termo nao homogéneo, do dado de fronteira e dos parametros da equacdo. Mas

antes, apresentamos a seguinte ferramenta que se mostrard muito util no restante do trabalho.

Observacao 2.5 (O problema escalonado). Como em (BRAGA et al., 2023) seja u solugdo fraca

do problema de Dirichlet e K > 0 uma constante. Consideremos uk(x) = %x), gk(t) = Z’% e
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[

frx(x) = / ((;é). Entdo uk é solugdo fraca de

o

Ngeux = fxk em Q.

Com efeito,
|Vl
A‘%VWVW}CL%%'V‘W
= i o S v o
- —@ | rwewax
—— [ fr@owdx

Se Gk é uma N-funcdo tal que Gg(0) =0 e (Gg)' = gk entdo G satisfaz as condig¢bes (CP) e

(CQ) com as mesmas constantes O e gg.

t-(gx)'(t) _t-[Kg'(Kr)] _ (Kt)-g'(Kt)
g (1) g(Kt) g(Kt)

Por fim, segue da definicdo de g (t) que Gk (t) = gél((lé)) eg(t)y = TK Entdo temos pela

propriedade (g3) a seguinte limitacdo uniforme para G (1) =

1
< Gr(1) <1,
I+go — k(1) =

além disso temos pela propriedade (§,) uma limitagdo uniforme para Gi(1) uma vez que

gr' (=1
o)

1+go

< Gg(1)<1.

Proposicdo 2.3.2 (Estimativa L*). Seja u € W9 (Q) solugdo do seguinte problema
DNgu=1f em Q
u=¢@ em JIQ,

onde @ c WG (Q)NL*(Q) e f € L"(Q). Entdo existe uma constante C = C(n,G(1),G(1), go, |/, 8) >
0 tal que
sgp]u\ <C- |87 (1 lr@) + el wreo) + H‘PHL»O@] :

Demonstragdo. Primeiramente note que podemos supor

max { ||l r - 10l w10l } < 1. (2.14)
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Caso contrério tomamos K = g~ (|| f1](a)) +|@llwic(q) + @] | (@) na Observagdo 2.5. Entdo

ug € solug¢do do problema escalonado

Ngp = fk em Q
Uug = Qg em 89,

onde Qg = % e pelas defini¢des de gk, fx € K > 0 temos

max{||fk||rr (@), ||@x[lwic(q), 1@kl =@} < 1.

Assim ¢é suficiente provarmos que existe uma constante positiva C = C(n,G(1),G(1), g0, ||, 5)
tal que

sup |u| < C.
Q

No que segue sempre denotaremos C > 0 uma constante que sé dependerd dos
parametros 1, g9, 8,G(1),G(1),|Q|. Sejam kg = supyou™ e Ay = {x € Q;u™ (x) > k}.
Passo 1:

/ 2(IVu))|Vi| < C-|Adl, Yk > ko.
Ay

Tomando 11 = max{u™* —k,0} para k > ko temos 1] € Wol’1 (Q)NWHE(Q) = Wo1 “Q).
Entao usando 1 como funcgao teste na definicdo de solucdo fraca obtemos e como k > 0 tem-se

Vu = Vu* em Ay, obtemos

/Ak (IVa])| V] = /f (2.15)

Por outro lado, usando as desigualdades de Holder e Young juntamente do teorema

do mergulho de Sobolev

n—1

[ =] <l ( f - 216
Ag Ag

<C(n, diam(Q))||f||Ln/A IVul 2.17)

g/ (20) +/ <%|Vu\) 2.18)
) I

< GO+ [ Ve (5190 ) 219

~ 1
< GO +5 /A Vulg(|Vu]), (2.20)
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daf juntando 2.20 com 2.15 obtemos o passo 1.

Passo 2:

/ Vu| < C- Ay, VK> ko.
Ag

Com efeito, usando o Passo 1

Vul g/ |w|+/ IVul
Ay Akﬂ{|Vu|§1} Akﬂ{\Vu|>1}
1
< lAdl+ o [ Vulg(|Vu)
8(1) Ag

< |Ag| +C - |Ag]-

Note que mais uma vez

/<u+—k)dxg|Ak|i</ |u+—k|nfl> ' gc(n)|Ak|i/ IVl dx.
A A A

Assim usando o passo 2 concluimos que

/A<u—k)dx§0|Ak|l+i Wk > ko. (2.21)

k

Agora usando as ideias de (LADYZHENSKAYA O. A, ) no Lemma 5.1, definimos a fungdo

FO) = [ =Rydx= [ Jaddr < 1|

A k
Dai temos que F'(k) = —|Ay|, e reescrevendo 2.21 em termos de F obtemos
F(K) < C(—F'(k))*.

Isto é

—F'(k)F (k)™ > C™m1 Yk > k. (2.22)
Entdo integrando 2.22 com respeito k de ky a k; obtemos

ki

(k1 ~ko)C 71 < [P0 (k)7 d
ko
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isto € para k; > ko temos uma constante universal C = C(n, o, 8,n,diam()) > 0 tal que
ki < CHT - F (ko) 7 + ko. (2.23)
Como F (ko) < ||u™||;1 e ki =supgu™, ko =supyqu" obtemos

supu’ < CATF (ko)1 + supu. (2.24)
Q 2Q

Observe que trocando u™ por u~ obtemos um resultado andlogo, isto é

1
n+1

supu~ <supu +C-|[u" ||}

Q aQ
Agora pelas desigualdades 2.10 e 2.13 no Teorema 2.3.1 tornando explicita a depen-
déncia da constante M dos parametros da equagdo temos que
(1)

20

/gz(G(qul)+G(|u|))dx§C.

. (1+8)
/Q(G(IV<PD+G(I<PI))dX+HfIILn-H(P\Imm)+\QIG(1)||fHLn +ollwio@)

Dai relembrando que assumimos 2.14 e usando a seguinte propriedade da norma dos

espacos de Orlicz

blo<t= [ G <1

obtemos

| (GUVul)+ G dx < - (4+0IG(1)).

Entdo pelo Lema 2.1.7 vemos que

||ullwr6q) <C,

logo, como pela imersao continua temos ||u||;1 < C||u||y1.¢, segue portanto aplicando isso na

desigualdade 2.24 que obtemos como desejdvamos
sup |u| <C.
Q
[]

Observacao 2.6. Vale ressaltar que usando um escalonamento no problema de Dirichlet da

Proposicdo anterior e aplicando 2.23 como na demonstragdo acima, obtemos a estimativa

sgpf <C- g7 (1@ +119ll=(a0) + lu]]1]

onde C =C(n,go,06,diam(Q)) > 0. Além disso, podemos fazer todas as estimativas a partir de

2.15 trocando u™ por u~ repetindo passos andlogos, e obtermos a partir de 2.23

supu” < Cle™ (111 +l@llz=+[Ju~[|1].
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2.4 O Principio do Maximo

Nesta secdo vamos demonstrar um principio do maximo para solu¢des no sentido
das distribuigdes de Ayu = f em Q, onde f € L"(Q) e Q ¢é aberto limitado. Para tal vamos
adaptar ideias presentes em (PUCCI; SERRIN, ), como 14 para M € R dizemos que u € W'6(Q)
satisfaz

u<M em 0Q,

se dado € > 0 existe uma vizinhanga V, de dQ tal que
u<M+e em Ve NQ.
Para a demonstracdo iremos precisar de dois ingredientes.

Lema 2.4.1. Seja u € WH9(Q) solucdo no sentido das distribuicdes de Aqu= f em Q. Entdo

para cada fungdo 0 < & € Cy(Q) tem-se

g(|Du])
/Q D Du+.D§dx§—/Qf.§.x{u>o}dx’ (225)
e
(D)) —.ngx</f.g. dx (2.26)
|Du— | = Jo X{u<0} aX. )

Aqui usamos a seguinte nota¢do ut = max{u,0} e u~ = max{—u,0}.

Demonstragdo. Para cada k € N definimos v;, = max{min{ku,1},0}, logo vy € W'¢(Q) e

;

0, em {u> 1}

Dvi = kDu, em {0 <u < 1}

0, em {u <0}.

Entdo usando y; = & - v, como fungio teste temos

g(|Du)) o

Para o lado esquerdo veja que

/ g(|Du|)Du-Dl/lk :/ MDM.(kaé +EDvy)
o Q

| Dul | Dul

g(|Dul)
_/Q Dl SV Du - DE vy +/ kég (|Dul)|Dul,

J/

-~

>0
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logo
g(|Dul)
|Dul

> —"Du-D§ vy < — /fﬁvk,

€ como vg — X(,~0) .t.p em Q, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos
2.25. A demonstracdo da desigualdade 2.26 ¢é feita de forma andloga utilizando a fungio

= max{min{—ku, 1},0}. O
O segundo ingrediente € na verdade uma generaliza¢iao do primeiro.

Lema 2.4.2. Sejam y : R — R™ uma fungdo continua, com y(t) = 0 em (—oo,1], crescente no
intervalo (1, +o0) e uma quina emt = [ tal que ¥ € C' (1, +o0) e ||y'||1~» < L. Sejam w € W1-9(Q)
tal que w <1' < lem dQ e u € WH9(Q) solugdo fraca de Aqu= f emQ, entdo as desigualdades

2.25 e 2.26 sdo vdlidas para a fungdo ¢ = y(w).

Demonstragdo. Pelo Theorem 7.8 em (GILBARG; TRUDINGER, ) temos

v (w)Dw, em {w #1}
0, em {w=1}.

Do =

Para N > [ definimos um sequéncia de truncamentos dada por ¢y = yy(w) onde

y(w), em {w <N}
Wn(w) =
y(N), em {w> N}.

Primeiramente observe que @y € W1¢(Q), pois

JLGte=[ _ alow+ [ Gllew)

< [ GV + GYN)) v < N} < =

/G Dow|) /G w)|Dw|) /GL\DW|)

Afirmagado 1: supp(ey) :={on # 0} C Q.

Com efeito, pela defini¢dao das fun¢des em questdo temos que

supp(@) = supp(@n) C {I <w}.
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Suponha que exista um ponto x’ € {/ < w}NdJQ, entdo existe uma sequéncia de pontos {x;} jery C
{l < w} tal que x; — x". Além disso pela condi¢do de fronteira imposta sobre a fungdo w temos

que paraum 0 < € < [ — [’ existe uma vizinhanca V. de dQ para a qual tem-se
w<l em VeNQ.

Logo para infinitos indices j € N terfamos x; € Ve M Q, e isso contradiz o fato de que a sequéncia
{xj}jen C {I <w}. Portanto {I < w}NJQ = @. Isto prova a Afirmacao 1.

Agora consideramos a molificacio da pela convolucao

(ON)n == On * P,

como na se¢do 7.2 de (GILBARG; TRUDINGER, ), onde 0 < p € C7(R") satisfaz supp(p) C

By, [|pllp1p,)=1,eparah >0 py(x) =h""p (h~1x). Entdo da mesma forma temos pj, € Cg (R"),

e como pela Afirmagdo 1 supp(@y) C Q segue que 0 < (@n);, € C5' (). Logo podemos usa-la
como funcao teste em 2.25 e obtermos

/Qg(||ll))—;f||)l)u+'D(<PN)h < —/Qf'X{u>0} (N - (2.27)

Como (@n), — @n q.t.pem Qe (on)n(x) < y(N)||p||;1 segue do Teorema da

Convergéncia Dominada

/Qf'X{u>0}'(<PN)h—>/Qf'X{u>0}'§0N-

Para o lado esquerdo de 2.27 primeiramente observe que no aberto Q \ supp(@y) temos ¢y =0
e Doy = 0. Além disso pelo Lemmma 3.1.1 de (PUCCI; SERRIN, ) temos que para & > 0

suficientemente pequeno D(@y);, = (D@y ), em supp(@yn) = supp(@), dessa forma temos

S0 () = [ HDED e
St o 2090 = [ D Dl

e a desigualdade 2.27 implica que

g(|Dut|) o | /
S U put - (Doy) < — | f- (o). 5 g
/supp((p) |Dut| u” - (Dn)n < Qf X0} (ON)n (2.28)

Afirmagdo 2: (D@y);, — D@y em norma LE(Q).
Com efeito, dada uma fungio v € LY(Q) e estendendo-a para ser zero em R\ Q é
suficiente provarmos que

(v), — v emnorma LS (R").
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Seja U C R" um fechado contendo Q tal que (v), =0 em R"\ U, entdo para x € U

usando que G € convexa

Gl ) < 6 ([ o) vt (7) o)
(b= =vwlp (3) ay)

ShﬁéﬁhG(ww—oo—v@ﬂp(ﬁ))dx

entao

| 6ion@ —var< [ 1 [ 6(ve—y)-vilp (3)) dvar. @29)
Denotando
1= [ 5[ 6 (=) vl (3 )) dvax.

o= frewio () <1} ¢ orm (remin(2) 1)

usando o Teorema de Fubini juntamente da convexidade de G com a propriedade (G ) temos

I—/nhf” [/ <|v(x y) —v(x) dy+/ v(x—y)—v(x)|p (y))dy} dx

<[ /0l vlx—y) =) dyd+Cleo.8) [ /02 )" Gllv(e—y) —v())dyds
< [ 1o (2)omay+ctens) [ 1 (2) oway,

L (ﬂ Lo (3)

onde

¢(v) :/nG(!V(X—y)—v(x)])dx.

Agora observe que pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que dado € > 0

existe n > 0 tal que ¢(y) < € se |y| < 1, e obviamente para todo y € R”"

0 <2 [ Gvl)dx

Além disso dados € > 0 e n > 0, da mesma forma pelo Teorema da Convergéncia Dominada

temos que para i > 0 suficientemente pequeno

/|y|>nh P <h> dy<e e /yznhnp (%})Hgo dy < €.
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Entado obtemos as estimativas

Lo (G)owar= [ wrp(G)emiars [ wp (5)ema

<l -e+2 | G-

e por 2.29 segue que para & > 0 suficientemente pequeno temos

[ 600 vt < 26 (Ilplla + [ GbD).

Esta desigualdade juntamento do Lema 2.1.7 provam a Afirmacdo 2.
Agora como pela propriedade (g4) a funcédo g(|Du|) Tou € LG(Q), segue que o
funcional linear T : L¢(Q) — R dado por

N
T(DS) = /QWDW -DE&,

é continuo, e portanto a partir da Afirmagdo 2 fazendo 7 — 0" em 2.28

g(\Duﬂ) + _/ ) )
A o o Dow < = [ F-Epinap o (2.30)

Finalmente,

| 6Upey Do) = | G(Dp|) —x- 0.
Q {w=N}

logo do Lema 2.1.7 temos que D@y — D¢ em norma LY(Q). Daf usando o Teorema da Conver-

géncia Mondtona (¢y @) fazendo N — oo em 2.30 obtemos

g(|Dut|)
| S e D Do < - IR

Analogamente prova-se que

(|D” D5~ /
——Du -Dp <

Vamos utilizar a seguinte versao da desigualdade de Poincaré.

1
Lema 2.4.3. Seja p > 1, entdo existe uma constante positiva Q = Q(n) = w, " tal que para

qualquer funcdo u € Wol’p (Q) tem-se

ullzr(0y < Q- 1Q1Y"||Dul|1r(q)
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Demonstragdo. Ver o Theorem 3.9.4 em (PUCCI; SERRIN, ). O

Teorema 2.4.1 (Principio do Méaximo). Seja u € W'¢(Q) solugdo fraca de Ngu=f em Q,

satisfazendo a seguinte condicdo de fronteira para M € R
u<M em 0Q.

Entdo existe uma constante C = C(n, go,8,|Q|,G(1),G(1)) > 0 tal que

sup Ju] < C-g (|| £llne) +M

Demonstragcdo. Primeiramente note que podemos supor sem perda de generalidade que M = 0
caso contrario tomamos a funcdo u — M. Além disso a menos de considerarmos um escalona-
mento como na Observagio 2.5 com K = g~ ! (|| f||z+(Q)) podemos supor que [l < 1.

Pela Observagdo 2.6 temos para uma constante C = C(n, go, 0,||,G(1)) >0
sgpzﬁgc.[Hu+||L1+g*1(1)}. (2.31)

Seja k = k(n,go,8,G(1)) > 0 uma constante a ser definida mais tarde. Trataremos
dois casos.

Caso 1: ||u™|]1q) < KQ].
Neste caso o resultado fica evidente a partir da estimativa 2.31.

Caso 2: ||u™ |1 () > K|Q|.

Neste caso deﬁmmos afungdow = u™ +k, logow =k em dQ. Paral € (k,||w||.=)

definimos

0, ser<l
y(r) =
ft ds sel<t§||w||Loo.

Com o intuito de usarmos o Lema 2.4.2 tomamos a fungéo teste ¢ = y(w), entéo

g(|Du")

SendoI'={/ <w < ||w||1=} temos ¢ =0e Dy =0 em Q\F. Além disso I' C Q. Com efeito,
suponha que existe X' € JQNT, entdo temos uma sequéncia de pontos {x;} ey C I tal que
xj —x’. Como w < k em dQ segue que tomando € < [ —k temos uma vizinhanga V, de < tal
que w < [ em Ve N Q. Porém para infinitos indices j € N devemos ter x; € Ve N2, e isso gera

uma contradi¢do. Logo podemos nos restringir a tal conjunto e obter

Du*
[P g < [ 8100

| Du|
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Como u = ut e D¢ = y'(w)Dw = G(w)~'Dw em T vemos que

/G 2(|Dw|)[Dw| </|f| 0. (2.32)

g(w)

Para o lado direito da desigualdade acima, como g € ndo decrescente temos 1 < )

além disso
[Dw| g(w) _ [Dwlg(|Dw]) =~ wg(w)

G(w) k) = G(w)g(k) ~ G(w)g(k)’

Dai a desigualdade de Holder juntamente do Teorema de Sobolev (Theorem 3, cap
5) em (EVANS, ) e propriedade (g3) nos da

n—1

/!f\-(PSHfHLn (/ qon"l) ' (2.33)
T Q

< Cndiam(@))||fl|i» | Dol (2.34)
< C(n,diam(Q)) F% (2.35)
< C(n,diam(Q)) /r %+C(wdl’am(g)) F% (2.36)

< 5 [ GO IDwlg(Dw) + Cln o, diam( @) T, (2.37)

desde que tomemos k > 0 de modo que 2 - C(n,diam(Q)) < g(k). Entdo k > 0 fica assim

determinado e juntando 2.32 com 2.37 obtemos
/G 2(|Dw|)[Dw| < C-1Q),

onde C = C(n, go,diam(Q)) > 0. Usando essa estimativa obtemos

_ [ 1Dwl g(w)
/FIDlogW\—/F v g(w) (2.38)
|Dw|g(|Dw|) wg(w)
R o m Ar (239
/ G(w)~ |Dwlg(|Dw|) + [T (2.40)
<(c+njQl @41

Como log (%) < 0em Q\T segue que log (%) * = 0em Q\T. Entdo aplicando a desigualdade

de Poincaré (Lema 2.4.3) a funcio log (7) obtemos

w\ +
log (7)
Ogl

<Q-|Q'"
LI(@)

w\ T
Dlog <7>

Y

L(Q)
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e usando esta desigualdade juntamente de 2.41 vemos que

o ()
& [ /711y

Denotando Q* := {w > k}, como neste caso ||w||1(q) > 2k|Q| temos

<Q-lQt(Cc+1). (2.42)

Wllzi@) < IWllpi o) +KIQ

1
<[l +§HWHL1(Q)

18to €,
[WllLi @) < 2[wlli@r)- (2.43)
Por outro lado, como 1 < 7 < HW”+°°(Q> em " segue que
w< (1] (l—Hog <?>) em I

1 +10g <||WHL°°)

Integrando em I" e usando 2.42 vemos que

||lwl|re= w
lorr < )+ 1og (%),
o0 [
1+1log (—HWL‘L )

[z
- [
1 +log (%)

o)

(Io1+0-(c+ Q).

Fazendo [ — k obtemos
[[w] |L°°(Q)

" 1+log (—Hwnf“’))

Em particular vale a seguinte estimativa para uma constante C = C(n, go, |Q|) > 0

— 11 1+l
Il 13y = Tim (lol+o-(c+1)jalr).

w HWHL“’(Q)
log(—)<C-————= em Q. (2.44)
<k> W21

Agora usando a desigualdade 2.31 temos

[IWllz=@) < C-llu™l]11q) +2k
Q|
<Cllut 2k’
< Cmax{lﬂlﬂl”}HW!lLl(m
Entdo as desigualdades acima e 2.44 implicam que para uma nova constante C =

C(n,go,6,|Q|,G(1),G(1)) > 0 temos

log<k> <C em Q.
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Portanto, lembrando que k é uma constante positiva que depende dos pardmetros 1, g, 8, |Q|, G(1),

temos a estimativa para a parte positiva de u
ut <k-exp[C] em Q.
De forma anédloga usando que a Observagdo 2.6 nos da a desigualdade
sgpuf <C-|[lu o @) +g (1l |

podemos repetir os passos e estimativas feitos acima considerando w = u~ + k e obtermos assim

que vale para a parte negativa de u

u <k-exp[C] em Q.
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3 UMA EQUA(;AO COM MAIS REGULARIDADE

Alguns resultados apresentados ao longo deste trabalho dependem de um argumento
de aproximagdo. Com esse intuito, neste capitulo vamos obter uma familia de N-fun¢des {G¢ }e~0
que de acordo com (CIANCHI; MAZ’YA, 2018) sdo suaves e convergem uniformemente em
compactos para a nossa N-funcdo G. Além disso tais func¢des satisfazem as condicdes de

Lieberman (CP) e (CQ) com os mesmos parimetros gg € 0.

3.1 Construindo {G¢}e~0

Para cada € € (0,1) tomamos { e }¢~0 C C™(R) ntcleos tais que

/Rl//gdt =1 e supp(ye) C (—¢,¢).
Agora, denotando H (t) = £1) tomamos a composta

t

P:R—[0,+)

s— H(e%).
Feito isso consideramos uma familia {®; } ¢~ por convolucdes a saber,

q)g ‘R — [0,+°°)

s (YexP)(s).
Finalizando esse processo de suavizagdo de H, cancelamos o efeito da exponencial pondo

hg . (0,+°°> — R

t — Pg(logr).
Mediante todo esse processo podemos definir {G¢ }¢~¢ da seguinte forma
t
Gelt) = /O ge(s) ds,

onde g (s) = He(t) - t, para

Ha(1) = he(Ve+12)+e
T e he(Ve+12)

E conhecido em (CIANCHI; MAZ’YA, 2018) pagina 587, que
(A) He € C™(0,+);
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B) e<Hg(t) <1 vit>
(C) min{§ — 1,0} < ’}Zeé)
(D) limg—0He(|E])E = H(|E])&, uniformemente em Bg qualquer que seja R > 0.

0;
1)

< maX{gO - 170},

Por (A) concluimos que g¢ € C*(0,+o0), em particular G¢ € C*(0,+-<). Por (B) e
da forma como foi definida temos que G, € uma N-func¢do. Observe que por (D) concluimos
que g¢ — g uniformemente nas partes compactas de [0, +o0). Em particular temos que G — G
uniformemente nas partes compactas de [0, 4+o0). Além disso obviamente vemos que g, satisfaz

(CP), quanto a (CQ) temos:

t-8e(r) _t-[He(t)-1]' _t-He(r)

— = + 1.
ge(t) He(t) -t He(t)
Entdo gracas a (C) obtemos
Lol
min{J,1} < ‘-8e(0) < max{go, 1}.
ge(t)

Como podemos supor que 0 < 6 < 1 < go, segue que (CQ) é satisfeita com 0os mesmos pardme-
tros.
Seja ue € W02 (Q) solugio fraca de

\%
Ng v =div MV\/ =0 em Q.
V]

Por (CIANCHI; MAZ’YA, 2018) se ug|gq € C™ e dQ é suave entdo ug € C7(Q).
Ainda que u¢|yq ndo seja C* ou dQ ndo seja suave, se Ag(p) = He(|p|) entdo A € C*(R") e
para afgj = ‘3—;‘718 da mesma forma que em (MARTfNEZ; WOLANSKI, 2008) (2.2) temos

J

min{1, 5}%& ? < a?éiéj < maX{LgO}gi(ILTD €,

e por (B) obtemos

min{1,8)e (£ < a g, < L) g a1

Isso implica que o operador A, v é uniformemente eliptico, pelos resultados em (LI-
EBERMAN, 1991) tem-se que as solucdes ug € Cllo’f(Q) e pela Teoria de Schauder concluimos

que solugdes de Ag, v = 0 tem regularidade u, € C; ().

Observe que como g — g uniformemente em compactos de [0, 4o0) segue que
existe & > 0 para o qual tem-se

g(1)

N < ge(1) <2g(1), Ve € (0,&).
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3.2 Convergéncia das solucoes

Nosso objetivo agora é mostrar que existe uma subsequéncia da familia de solu¢des
fracas (ug)p<e<1, que converge pontualmente a menos de um conjunto de medida nula para a
solugdo fraca de Agu = 0.

Sejau € WHG(B)nCY (ﬁ) solucdo no sentido das distribui¢oes de
Ngu=0 em B, u=¢ em B
onde ¢ € C1%(BY). Além disso, também tomemos o seguinte problema de Dirichlet
Ngtg =0 em B, ug=¢ em BY.

Assim a Proposicao 2.3.2 aplicada a solu¢des do problema

Ng.ute =0 em B;L/4, Ug =u em 8B§L/4,

garante que a norma L™ das func¢des ue sao uniformemente limitadas por constantes que depen-
dem de go, 8, ||u||1 . Entdo a estimativa obtida pela Proposi¢do 5.0.1 juntamente da construgdo

das fungdes {G; }¢~( implicam que existe v € W9(B}) tal que
ue —v em W'O(B]).

Pela regularidade uniforme interior (Theorem 1.7, (LIEBERMAN, 1991)) sabemos

que v € C!(BY,,). De forma andloga ao que foi feito em (CIANCHI; MAZ YA, 2018) (pg. 588)

3/4
segue que v € uma solugdo fraca de

Agy=0 em B;r/4

_ +
Vv=u em 833/4,

e por unicidade obtemos u = v em B;/ 4- Portanto a menos de uma subsequéncia temos a

convergéncia fraca quando € — 0

e —u em WI’G(B;M). (3.2)

Agora vamos mostrar que a convergéncia fraca implica numa convergéncia pontual

a menos de um conjunto de medida nula.
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Proposicio 3.2.1. Seja (u,);_; C Wo1 P(Q)1 < p < oo tal que u, — uem WHP(Q). Entdo existe

uma subsequéncia tal que u,, — u"™ em W' (Q), onde u™ = max{u,0}.
Demonstragdo. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov temos a imersdo compacta
W, P (Q) = LP(Q).

Entdo para uma subsequéncia temos u,, — u em L”(Q) isso implica que u, — u™ em LP(Q).
Além disso como u, — uem W' (Q) segue que a subsequéncia (i, )7, é limitada em Wol’p (Q).
Daf usando o Lema de Staampacchia e a reflexividade de W!?(Q), segue que para uma nova
subsequéncia temos:

wh —=w em W'(Q).

Novamente pela compacidade da imersdo temos u,fk —wem LP(Q), 0o que nos dd w = u™.
Portanto

uy —u’ em whr(Q).

O

Proposiciio 3.2.2. Seja (f,) C LP(R?) uma sequéncia de fungdes nio-negativas tais que para
toda g € L1(Q) temos
/ fngdx — 0.
Rl’l

Entdo existe uma subsequéncia (f,, )i, tal que f,, (x) — 0 em quase todo ponto.

Demonstragdo. Para cada m € N como f,, > 0 temos

illi sy = [, fude= [ fiton, —nsm0,

pois g = xg, € L1. Logo existe uma subsequéncia de (f,) convergindo para zero em quase todo

ponto de By,. Por um argumento de diagonal de Cantor existe uma subsequéncia (f,,);-_; tal que

fu,(x) — 0 em quase todo x € By, Ym € N. Por fim observe que R? = U*_, B,,,. O

Teorema 3.2.3. Existe uma sequéncia & — 0 quando k — o para a qual temos em quase todo
+
ponto de By /4

ug, (x) = u(x) e Vug (x) = Vu(x),

onde u é solugdo fraca de A qu =0 em B;“/4.
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Demonstragdo. Pela imersdo continua W1C(B) — wihi+d (B ),epor3.2
Djue =Dju em L'°(By,) Vj=1,..n.

Dai pelas Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 existe & — 0 para a qual tem-se a convergéncia a menos de

um conjunto de medida nula
[Dj(ug, —u)]F(x) -0 em B3/4
Relembrando que podemos escrever Dug, = (Dug, )" — (Dug, ), segue o resultado desejado. [

Sejan € Cy(B 3/ 4) usando a defini¢do de solugdo fraca juntamente com integracao

por partes obtemos Vk € N

8e |V”£| / 8e(|Vue|)
0= / usDpin = — Dy | —=—=D; D;
’Vu£’ 8 kln B;/4 k ’Vug‘ 1148 ln

3/4

= —/+ aijijugDin dx.

3/4
De agora em diante, a menos que escrevamos explicitamente vamos omitir o indice € ao nos

referirmos a funcao ue.

Proposicao 3.2.4. Para toda funcdo n € Wclo’,gp (B;L/ 4) temos

/ a’DyjuDmdx=0 VkeN. (3.3)
5,

Com efeito, seja supp(n) CC K C B3/4 por 3.1

)g(IVusl)

al < C(go
a’| <C(g Vire

< C(g()?e);

e usando que ug € C;, (B+) € solucdo de uma equacio uniformemente eliptica temos a estimativa

no conjunto K CC B3/4

1D jxte|| = (k) < Cllute]| 1= (5,

onde C = C(go,0,n,€,dist(K, 33;/4)) > 0.

Assim, o funciona linear 7 : W6 (K) — R dado por

T(f)= / a"'Dyju-Df dx,
K
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€ continuo pois pela desigualdade de Holder em espacos de Orlicz

' | @Dy fax| < 1laDyjul 1Dl

Entdo para 1 € Wcl(;,ﬁfp (K) temos uma sequéncia (¥,),en € C3'(K) que converge
para 7 em norma WG, Em particular ) € WO1 ’G(K ). Pelo que foi feito anteriormente usando
integracao por partes

/ a Dy uDiyydx =0 Vk € N.
K

Por fim, sendo o funcional 7" continuo concluimos que

/ aijijuDin dx=0.
K
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4 ESTIMATIVAS INTERIORES

Neste capitulo nosso objetivo € obter duas estimativas interiores para o gradiente
de solucoes fracas da equagido Ag,v =0, onde (g¢)e~0 sdo a familia de fungdes suaves que
construimos no capitulo anterior. A primeira é uma estimativa da norma L™ de G(|Vug|) pelo
valor médio do mesmo. A segunda diz respeito ao decaimento da oscilacdo do gradiente de
funcdes g-harmonicas em bolas.

Vamos seguir de perto o método da iteracdo de Moser como em (LIEBERMAN,

1988), para isso definimos a fungao F : (0,+e) — R

F(t)= get<t>7

onde 0 < € < 1. Temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 4.0.1. A fugdo F : [0,+) — R satisfaz as seguintes propriedades:
(F1) 0<t<s=F(t)t <F(s)s.
(F,) r>1=F(t) >C(go,0,r)F(rt).

Demonstragdo. Como ge € ndo decrescente segue (Fy). Para (F») veja que se r > 1 usando (g1)

obtemos

ge(rt) Smax{réfljrgofl}@.
rt t

]

Ao longo deste capitulo iremos sempre considerar u € W1¢(B]") solugdo limitada

no sentido das distribui¢cdes do problema
Ngu=0 em B, u=¢ em B 4.1)

onde ¢ € C"*(BY). Os resultados a seguir sdo estimativas no interior do domfnio, tendo isso em

vista iremos considerar R € (0,1) de modo que a bola Byg CC By .

Teorema 4.0.2 (Estimativa interior do gradiente). Seja ue € Wl})’CG (Bag) solugdo fraca de

\%
div MV\/ =0 em Bgyp.
Vvl

Entdo existe uma constante C > 0 que depende somente de n, 0 e g tal que para todo 0 < ¢ < 1

e todo € € (0,&)) tem-se
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sup | Dutg|ge (|Due|) < C(1— 6) "R~ /B |Dug|ge(|Dug|) dx.
4R

Boar
Demonstragdo. A prova é baseada no método de iteracdo de Moser presente em (LIEBERMAN,
1988). Como vimos no capitulo anterior ue € C;;.(Bag), além disso temos por 3.3 que para toda
1 € Weomp()
/QaijijugDin dx=0 VkeN.

Definimos

|D14£‘ .. aij
w:/ tF(t)dt, b = ———,
0 F(|Due|)

dai
/biijwDiﬂ dx = /aijDi”DijueDin dx.

Trocando 1) por NDyu em 3.3 temos
/aiijkus (DinDyue +NDjue) dx =0,
logo para A = min{1, 8} usando a eliticidade
/ AF (|Dug|)|DDyue|*n dx + / "D jyue Dyug Din dx < 0.
Portanto segue que

b DjwDim dx < 0. (4.2)
Byg
Seja ¢ € Ci(Bar) tal que para o € (0,1)

(n)

C
’DC‘Sm,

{ =1em Bgyg.

Para ¢ > 2, tomando 1 = {**2)4-"4~1 em 4.2 temos usando a eliticidade com A = max{1,go}
/(q - 1)bijwq_2DijiwC(”+2)q_" dx < /A[(n +2)g —n] 23~ Dy | IDE |wi ™ dix.

Usando a desigualdade ab < €a” + %,

2 2 1 2 2 [WADEPE?
A[(n+2)g—n]g D902 wDE | Dw| < A(n+2)g —n]¢ T —
—— €

b a

+¢e|Dw|?|.
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Dai temos

Mg 1)~ €A((n-+2)g )] [ D¢t e < MOTDAZN, [ pwanayapgpar,

tomando € = %, segue que

_ 2 A )
ﬂ‘(q . 1) /’DWIZWq—2c(n+2)q—ndx§ /A [(n+2)q I’l] C(n—i—Z)q—n—ZWq‘DC|2dx7

2A(g—1)
entao
A? 2)
/|DW|2Wq2C(n+2)qndx< [(”"glzq n| /C (n+2)g—n— 2Wq|DC|2dx
Dai
C(n)A>q?

/ Dw P22 g < S (1 )R] 2 / (w22 gy

Agora vamos usar a seguinte desigualdade de Sobolev onde k = 2+2

</h2kdx> <c(n (/|Dh\2dx) (/hzdx)z,

comh = C< 0% temos
|Dh|2 < 2q2(C(n+2)q—n—2|DC|2wq + C<n+2)q_an_2|DW|2),

isso implica que

/IDhlzdx < C(n);\—jq“[(l - c)4R]‘2/(W§"+2)qg—n—2 dx,

2

= (fogrpagn2) <o -opur? fergn2as) (([ugednera)

e obtemos

1

(fogreyogr 2)1 <O (¢!l - Rl ([ogrzypag 2 @3)

Fixamos go > 2 e vamos iterar a desigualdade 4.3 fazendo g = kqy.
(/ (wg ) _"_2) B < R ((kqo)*[(1 - 0)4R) ) P < / (WC”+2)k40C—n—2> fo

< CivVHo ((go)*[(1 - 0)4R]2) P "0 kg ( / <w§"+2>q05‘"‘2>q°

agora fazendo ¢ = k?qo em 4.3 temos kg = k’qq e portanto



58

(/ (wgr g “) % < (g1 - 0)aR ) o ( o2y ¢n2> Pi

J NI SIS o, 1, 1 8 4 a2
<00 Ry ((go)*[(1 - 0)4R) )P0 By B ko ( / <wc"+2>qoc"2> )

portanto de forma geral para m € N temos

1 . 1

Fgy yml 1 m o1 ym 4G-D) %
(/(ch—&-Z)k’"qu—zz—Z) <C J=0 kigq ((6]0)4[(1 76)4R]_2) J=1 kg k J=1 ki gq </(ch+2)qoc—n—2> ,

4.4
como
m—1
1 n—+2 1 n
Lo 2 Ly
j= Jj=
temos fazendo m — o em 4.4 usando que { = 1 em Bgyg
1
2n " m
supw < Ca [(1-0)4R] & ([ wgrdymg2) " @5)
Boar Bag

Fazendo gp =2 em 4.5 fixado 0 € (0,1) parac < 0] < 05 < 1,

SUpWSCl(Gz—Gl)_% R_n/ w?dx
Bo, 4R Boyar

1
2

- 1/2
=C (62—61)_1R_n w-wdx

L BG24R

- 1/2
<Ci |(or— Gl)lR”/ w| sup w | dx

i Boyar Boyar

1/2 1/2
<Ci|(op—0oy) "R wdx sup w
B024R 3024R
g b

2 2
usando que ab < “7 + %, obtemos

1
supw < C? | (0p — 61)"R"/ wdx | + = sup w.
Boyar 2

Bo, 4R Bo,ar

Definimos a fungio ¢ : [6,1) — R por ¢(t) = supp , W, C2 = Cle

A= (R‘”/ wdx).
Bar

Assim temos pelo que foi feito acima

1
¢(01) <Cy(or—o01) "A+ 5<p(oz).
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Afirmacao 4.0.1. Existe uma constante Cz > 0 que depende somente de n e de C, tal que
p(o) <C(1—0) "A.

Tomamos ¥ € (0,1) a ser determinado e definimos a sequéncia de nimeros 6; =

o+ (1—9)(1—y),para j=0,1,2,...como 0;—6j_1 = (1 —y)¥ (1 -0) e 6y = 0 temos
0(0) < C2(01 — ) "A+ 50(01)
=Gl -7)(1-0)] "4+ 30(01)
<Cl1-P(-0) "4+ 3 Calor—01) "+ Jp(o)
—Galll =1 ) A 3 [l - D1 - o] A+ Sl

isso implica que

0(@) <Call1- (1) A (1457 ) + 55000
_ 1 1 _ 1
<al-n0-0)"a(1+37") + 5 [Gl1-nr1 -0 "4+ Jo()]
—Galt= -l a (1437 g7 )+ ol

Prosseguindo dessa forma para / € N,
R
p(o) <Gl(1-7)(1-0 "Az( ) + 2ol

como ¢ é uma fungio limitada, tomando ¥ de modo que %5~ " < 1, temos que a série converge

fazendo [ — o assim obtemos

—n 1
9(0) <Cl(1-P)(1 - o) "A—7—.
Tomando
1 —y)™"
C3—C2( 1’}/)n 9

obtemos

supw < C3(1— G)_”R_"/ wdx.
Bur

Bosar

Para o = % obtemos

supw < CR™" wdx.
Bsg Byg
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Usando as duas propriedades que demonstramos para F' temos

| D | | D | Due| |Dug| [ |Due
w:/o tF(t)dtZ/DuE tF(t)dtZ/DuE 2 F( 2 )dt

7 4
3|Dug| |Du Du 3
— A0l el (2]} > Do, 8.0 (1D,

Dai temos
3
1—6C(go,57n)|Due|2F(lDue|) < w < |Duel*F (|Due),

e obtemos a seguinte estimativa para uma constante C > 0 que s6 depende de gg e 6

sup | Dug|2F (|Dug|) < CR™(1 — c)—"/

Boag 4

\Due |*F (|Dug|) dx. (4.6)
R

Isto €,

sup |Dug|ge(|Due|) < C(1— G)_”R_”/ |Dug|ge(|Dug|) dx.

Boar Bag

]

Como uma consequéncia obtemos a ja conhecida em (MARTfNEZ; WOLANSKI,

2008) estimativa interior para a norma L* do gradiente de fun¢des g-harmonicas.

Corolario 4.0.1. Existe C > 0 que depende somente de n,d e g tal que para todo 0 < ¢ < 1

tem-se

sup G(|Vu|) <C(1—0)"R™ G(|Vul|)dx.

Boar Byg
Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.3 existe uma sequéncia & — 0 tal que em quase todo ponto
temos

Dug, (x) = Du(x).

Daf por (g3) juntamente com a convergéncia uniforme G, — G em compactos, fazemos &, — 0

no Teorema 4.0.2 e concluimos o resultado. L]

Agora vamos demonstrar uma estimativa para o decaimento da oscilacdo do gradiente
que aparece em outro contexto envolvendo o p-Laplaciano em (LIEBERMAN, 1988). Antes

precisamos do seguinte resultado mais técnico.
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Lema 4.0.1. Seja H : R — R uma funcdo C' por partes com derivada limitada, entdo para

Alg) = gs|(q||Q|)

e toda y € Cy (B,) tem-se
/ a"’ D juDyuH'(Dyu)y dx = / A'(Du)DyguH' (D) Dy + A'(Du)H (Dyu) Dy dix,
B, B,
onde estamos denotando u = ug, que é solugdo fraca da equagdo \4,v =0 como no capitulo 3.

Demonstragdo. Vamos usar a seguinte formula de integracao por partes com o operador Tragco

valida para f c WP e ¢ € C,
fDi¢ dx = —/ Difo dx+/ OVTfdA" "
Br Br 9B
Com efeito, fazendo n = H(Dyu)y em 3.3 temos
0= /aiijkuDi(H(Dku)l//) dx = /aiijkuDikuH'(Dku)l//dx+/aiijkuH(Dku)Dil//dx.
Portanto obtemos
/aiijkuDikuH/(Dku)l[/dx: —/aijD wuH (Dru) Dy dx

/Dk (Du)) Dku)D Y dx
—r
_ / A’(Du)Dk(H(DkM)Di‘/’)

= / A'(Du)DyuH' (Dyu) Dy + A'(Du) H (Dyu) Dy dx.

Teorema 4.0.3. Seja ue € Wl (B4R) solucdo fraca de

\Y
div —g£(| VDVV =0 em Byg,
Vv

entdo existem constantes positivas C, 3 que s6 dependem de g, 0,n tais que para 0 < T < 1
tem-se

oscp Dug < cth oscppDug . 4.7)

Além disso se é u é solugdo de 4.1, entdo Du é Holder continua com expoente B € (0,1), e

estimativa para todo 0 < € < &

[Due]co,ﬁ(BR) < R_ﬁg(l)_l(:R_n [/BT G(|Du|)dx+ 1:| .
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Demonstragdo. Como ja vimos anteriormente, usando a notacdo no capitulo 3 essa equagao

satisfaz a seguinte condicdo de elipticidade
min{1, 8}F(|Vue|)|§|* < aV&:&; < max{1,g0}F (|Vue|)|E [,

onde denotaremos A = min{1,0},A = max{1,go},

ge(lgl) qi — %

Alg) = , .
(@) 4| dq;

Ao longo da demonstra¢ido a menos que esclarecamos explicitamente vamos denotar u = ue.
Definimos
M = max sup |Djul,
1<i<n Bog

e para uma constante ¢ > 0 a ser escolhida temos as seguinte possibilidades:

(D) {Dyu < %4} N Bagr| < W|Bag| para algum k,

(D) |{Dwu > —2}NBag| < 1|Bag| para algum k,
(D) |{Du < %3N Bog|, [{Du > =%} N Bag| > u|Bag| Vk.

Consideremos primeiro que ocorre o caso (I), definimos

ind M M Dyu,0
=mins< —, 1 - =
w 4’ ax D) kU, )

vamos tomar uma funcio H que seja C! por partes com derivada limitada tal que para g > 242

2

H(Dju) = w1,

Para isso, seja

M, osez<H,
h(z) = M M

Z, se4<Z< 2

M M

2 Sejéz

Entdo definimos H(z) = (% — h(z))zqin*1 . No Lema 4.0.1 seja y = {?7~" onde

cln c\n
pe < g < W e 0<r<t em By

Como H'(Dyu) # 0 < % < Dju < %’ onde neste caso temos Dw = —DDyu, segue usando o

Lema 4.0.1
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L:= /aiijkuDikuH'(Dku)Czq_" dx > /lF(|Du|) |Dw|?w?4 252071 g,
enquanto
L— [ A'(Du) Dyt (D) Di(§4 ") + A'(Du)H (D) Dy (64" i,

onde temos | Dy, (£247")| < 4q2§2‘1_"‘2%, sendo |A?| < A|Du|F (|Dul),
A(Du)DyeuH' (D) Di( >4 < A|DulF (|Dul)| Dw|H' (D) (2 — n) §?~" 1 D]

— AF(|Dul) | DulH' (Dyr) (2 — ) §2" |Dw| ' |DE|
T

- 2
< AF(|Du) Dl (D) 24) £~ | elwp? + =250

Isso implica que
A
L S/8A|Du|F(\Du\)wzq_"_22qé'zq_"|Dw|2dx+/E|Du\F(|Du|)w2q_"_22qczq_"_2|DC|2dx

+f AF (D)) Dul (D4 N 22

Dai
. A
(l—8AM2Q)/F(‘DMD‘DWPWqunJCZquxS /E|DM|F(‘Du|)w2qfn722qc2qfnf2%dx
—n— c\n o
+/AF(|Du|)|Du|WZq n 14q2%C2q " 2dx,

_ A
fazendo € = TAMG obtemos

& F(|Du|)|Dw[*w?d 728247 dx < A_ZM 2F(|Du’)|Dulw2qfn72é«2q7n72@dx
2 o A 9 R2

—n- —n-2¢(n)
+/AF(|Du])]Du\wwzq 2L 2Fdx,

logo

A2
[ F(Du) w2200 dx < SR ()P [ F(Dul) D222y

Em {|Dw| > 0} temos

M_ (M
IDulF(1Du]) > Dyl (Dyat) > - F <Z> >

==

¢(4,8,50)F (4%) — cn.p) 2 (o),
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isso implica que
VAME (|Dul) > ¢(3,80)" F(M) = F(IDul) > ¢(8,g0)F(M).
Dai seque que
/ F(M)|Dw[Pw =247 4 < (8, 8, )R"24*M / F(|Dul)|Dujw? 722212 gy
pois A e A dependem de g¢, 5. Além disso como
F(|Dul)|Dul < F(/AM)\/iM < c(n,8, 80)F (M)M,

concluimos para uma nova constante c¢(n, 8, gp) > 0 que

/|DW|2W2q—n—2c2q—n dx < c(n, 57gO)R—2q2M2/W2q—n—2c2q—n—2 dx.

n+2

Agora vamos usar novamente a seguinte desigualdade de Sobolev onde k = =

n n 2
</h2kdx> < c(n) (/ |Dh\2dx) (/h2dx) ,
2g—n _2g—n
parah=w 2z {2 .Como

|D/’L’2 S 4q2(w2q7n72|DW|2c2qfn+W2qfnc2q7n72|Dc‘2)’

/thdx _ /(WZq—nCZq—n)kdx _ / (wC)?] *(wE) 2,

segue que

" {/ W22 dx} ?

n 2
<c |:Cq4M2R—2/W2q—n—2C2q—n—2 dx} |:M2/W2q—n—242q—n dx]

107" sy 2] <] [agr g g g i

n+2
< Cq" MR M |:/W2qn2c2qn2 dx] .

Portanto

1

(/ <wc>2qk<wc)—”‘2dX>kSCq‘k‘M%M/izR-% WX (W)™ 2dx.  (48)

Vamos iterar a desigualdade 4.8 fazendo g = (%) ki, j=0,1,2,... onde k = %
Para j=0:

1

(/(WC)(n+4)k(WC)(n+2) dx) 3 <c <n42r4> %M%MﬁR’% /(Wc)n+4(wc)n2dx.
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Para j=1:

1

he 4
</(WC)(n+4)kQ(WC)—(n+2) dx> © < C% (n—;4k) . Mk%JrﬁRik% (/(WC) (n+4)k (WC) (n+2) dx) ‘ ,

1 A+4
=>(/(w§) ()8 (4 0y =12 dx) C <ot (”;4)k Sttt bt ) [

Em geral,
L m
</(WC)(H+4)H (WC)_<n+2> dx> K <c (n—;—4> m 1K k):m , 4(']7{1’"1)MZ,11 1 & +r+2im "R Zm_l o /(Wg)
Como '
o2 N 4 . (n) 4 n+2 12
N — — =n
K (n+2)km—1 2 n+2 2 ’

e (W)~ ("+2) > M~("+2) segue fazendo j — oo

sup(w&)"™ < CMPPR™T [ (w)*dx

Bog Bog

isto € 1

n+4
suprSC[M”HR” / (wC)zdx] .
Bog

Bog

Sendo X = {w >0} e { = 1 em Bg temos

s
supw < C [M"HR”/ w? a’x] .
Bg X

Segue da definicdo que w =0 & % — Dju <0, usando a estimativa (I)
|2 = [{Dru < M/2}| < u[Bagl,
isso implica que
1
supw < Cy [M" 2R " | Bop|M?] ™ = C\Muw+a.
Br
Tomando u suficientemente pequeno (dependendo somente de C;) temos em Bg
M Diu<w< M
2 KES WS o
isso implica que

M
3—§Dku em Bg. (49)



Consideremos o caso (I1),
[{Dru> —M/2}| < p1|Bag]-
De forma anédloga ao caso anterior definimos uma funcao

ind M M + Dyu,0
= ming —.max< —
w 4 ) ) kU, )

logow >0 < %+Dku > 0. Seja

Como

Dw = Dju, se —%/I < Diu < —%/1,

0, seDu< —%”.
\

temos da mesma forma que no caso anterior
/ F(|Dul)| Dw|>w? 26247 dx < C*MR > / F(|Du)) | Dulw? 22712 g,
No conjunto {|Dw| > 0} temos
F(|Dul)v/nM > F(|Dul)|Du| > F(—Dju)(—Dju)
M\ M M
>F(— ) —> ) F(M)—
= (4)4_C(l’l, 7g0) ( )47
1sto €,
F(|Dul) > C(n,0,80)F(M).

Assim temos a estimativa

[ PO IDWPwP 202 4 < CPMR [ F(M)e(n,8.0) b 262y,
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e portanto
/‘DW‘2W2q—n—2C2q—n dx < Cq2M2R—2 /W2q—n—2c2q—n—2 dx.

Entdo da mesma forma que no caso (I) usando a estimativa acima obtemos:
2 2, |
supw < Cy |[M"™ R"/w dx ,
Bg X

onde ¥ = {w >0} = {Dyu > —M/2}. Dai tomando u de modo que
1
umax{Cy,C} < 3

observe que Cy,C; s6 dependem de n,A € A,

1 1
supw S C |:Mn+2R—nM2|{W > 0}|:| n+4 S C [MH-FZR—HMZN’BZRH n+4
Bg

=CuM < -M.

0| =

Logo em Bg

isso implica que

M
—Dkl/l > ? cm BR.
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(4.10)

A partir das estimativas 4.9 e 4.10 obtemos da mesma forma que na demonstracao

da Proposition 4.3 em (DIBENEDETTO, 1982) com resultados de (LADYZHENSKAYA O. A,

); pg 81-90), existe uma constante ; € (0,1) que sé depende de go, d e n tal que

oscBR/4Du < % -oscpDu.
Agora vamos considerar o caso (III), seja 0 > 0,¢ > 2 e definimos uma funcao
w =max{Dyu— (1—6)M,0}.
Seja H(z) = (h(z) — (1 — 0)M)?~! onde

z,8ez> (1—0)M,
h(z) =
(1-6)M, sez<(1—0)M.

(4.11)
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Logo temos H(Dyu) = w?~ ! e tomando em 3.3 a fungio teste H(Dyu)n?,

0= aiijkuDi (H(Du)n?)dx = /aiijkuDikuH’ (Dyu)n* + aiijkuH(Dku)Zan

Bag
= /aiijkuDikuH'(Dku)nzdx: —/aiijkuH(Dku)2nDin dx.
Como Dw = DDyu onde H'(Dyu) #0 e |Dw| =0em {Dyu < (1—0)M},

//IF(\DM|)|DW|2(q —wi P n?dx < /2AF(\DM|)|DDku| D7 wi " dx

:/2AF(\DM|)|DW||Dn|w‘1lndx«

Usando que
1 1 2 a2, 1PN
we ' Dn||Dw] = whw ! |Dwln D] < w? [ ew 202 |Dwf> + =15
—— 4e
a b

segue que
2 g—2.2 2A 2
[)L(q—l)—2A£]/F(|Du|)|Dw| w2 deE/F(|Du|)wq|Dn| dx.

Como ¢g > 2, tomando € = % obtemos

A 2 2.2 A 2

5/F(|Du])]Dw] Wi deCT/F(\Du|)w‘1|Dn| dx. 4.12)
Em {w > 0} temos (1 — 0)M < |Du| < \/nM, isso implica

F((1—0)M)(1—06)M < F(|Du|)|Du| < c(n,go,8)F (M)M,

logo

Além disso como temos a intensdao de diminuir 8 podemos pedi-lo de forma que

%/I<(1—9)M:>6<1—4—1t:§,
assim vemos que
F (f) % < (1—0)MF((1—0)M) = F((1—6)M) > (1—6)"'F (’Z) % > c(n,s,g0)4(1 —0 " )
isso implica que
F(D) > cln8,0) S P F (1 0)0) > (0 3.0)(1 - O)F (1~ 0)01) = S (M)
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Entdo existem constantes positivas ¢ e ¢, que dependem somente de p e n tal que em {w > 0}

temos
_F(Du)) _
1 > =~ (€2,
F(M)
e portanto segue de 4.12
/ IDw|*wi n%dx < c/ wa|Dn|? dx. (4.13)
Bor Bor

Se para todo v € (1,2), tivermos
{Dxu < M2} Bur| < S1Burl.

entao

{Deu < M/2}\Boel < & |Barl,

mas isso contradiz (III), logo existe v € (1,2) tal que
u
|{Dku < M/2} ﬂBle > 5|BVR|-

Agora vamos usar 3.3 com n = {24710~ 4> 2 onde { € Cy

c(n)

m, C =1 em B(;R7

D¢ <
entao
[ @Dy GO g ) 2D+ [(n+2)g =l D g de =,
VR
isso implica que
/aiijkuD,-kuC("+2)q_”(q —Dwi 2 dx = — /aiijkuDijq_l g +2an=1 (4 4 2)g — n) dx,
logo
/ A (q—1)F (|Du])[Dw* ¢ 214w 2 dx < A(n+2)g / F(|Dul)|Dw||DE |w?~ ' ¢ m2)a=n=1 gy
Como

-2 2
ch(n+2)q—nw—l|Dw| C—1|DC| < wqc(n—i—Z)q—n |:8|DW|2W_2—|— C ‘DC’ :| :
—— N — 4¢
a b

isso implica que

A(

(Mg 1)~ Aln+2)ge] [ F(Dul) g0 a2 < A2 [ g2 pg ax
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Tomando € = obtemos

A
2A(n+2)q

A*(n+42

2.2
Y I R TS

Como em {w > 0} temos
F(|Dul)

=R )

<,

isso implica que

2
/ ’DW’2c(n+2)qanq72 dx < Cq

e q (n+2)qfn72d .
B (1= o)R]? /Bmw : )

Sendo S(0) := {w > 0} N Byg, temos a partir da estimativa acima repetindo 0 mesmo processo
de iteracdo

supw < CR™" wdx.

Br 5(0)

Como w < OM segue que

supw < C9M|S(6)| .
Bg |BZR|

Se |S(60)| for pequeno para 6 pequeno entdo

Dku—(l—G)M§

| D

M,
isso implica que

Dkug (1—g>M cem BR.

Para estimar |S(6)| tomamos ¢ =2 em 4.13 com

c(n) _

0<n<l1 Dn<———— =1 B
_n_ 9 ‘ T”_<2_V)R7 € 77 cm VR,
isso implica que
/ |Dw|?dx < C[(2— V)R] 2(6M)*R". (4.14)
Byg

Vamos tomar 8 =27/, com j € N a ser escolhido

S*(j) :={x € Byr; Dyu > (1 =27 \M}, 2(j):=S*(j)\S*(j+1).
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Note que w > 0 em S*(j), daf pela desigualdade de Holder e 4.14

1
2
/ DDyt dx < [|z( i)l / ]Dw]zdx]
Z(]) BvR

. 1
< [IZ()ICR™*(2/M)*R"]

. 1

=CM277 [R?|2(j)|R"]?.
Como 2! <1—-277<1—-2777! temos a unido disjunta
{Dyu < M/2}US™(j) C Bur,

isso implica que

[{Dru <M /23| +[S* (/)] < |Bvrl-

Afirmacao 4.0.2. Vale a seguinte estimativa entre as medidas de Lebesgue

SO < (15 1Burl.

Com efeito se ocorre o contrario, isto é

S > (1=5) 1Burl

como

[{Deu < M/2} N Byg| > %wmy,

isso implica que
(- H u -
[Byr| 2 [{De < M/2} N Byl +S7(j)| > 5 [Bvr| + (1 =7 ) [Bve| = |Bvrl,

que ¢ um absurdo e portanto fica provada a afirmacao.
Agora tomamos k =1—277/ el =1-2"/"! no Lema 2.1.6 juntamente com a

Afirmacdo 4.0.2 para obtermos a seguinte estimativa

(i w/ . n—1 c(n
2 (J+1)M’S G+ < —(1_222)‘/” /):(j) |DDju| dx.

Portanto,

. n— i 3
2 UHEDpMIS*(j+ 1) <2 M [R2|2(j)|R"] 2,

donde concluimos que

n—1

RIS*(j+1)|"7 < 2CR3|Z(j)|2. (4.15)
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Por outro lado segue da desigualdade de Holder com p =ne g = "5,

(1—211)M|s*(j+1)\:/ =2 M
S*(j

</ Djudx
S*(j+1)
< |S*(j—|—1)|n%1 (/ |Dku|”dx)n
Byg
<[S*(j+1)|" VRyaM.
Como 5 < 1—27/71 segue que
%G+ D] < 2v/avIS*(j+ D] R. (4.16)
Dai 4.15 e 4.16 implicam que
[S%(j+ )] <4CVREIZ()|2,
logo

[S*(j+ 1) <CRUE(j)| < CR(IS*(j)] = S*(j + 1)

Como |S*(j+1)| < [S*(j)| podemos somar a desigualdade acima j =0,...,s — 1

s—1 s—1
Y ISG+DP <R Y (1S (D= IS+ D)D)
Jj=0 j=0

=CRY(|S*(1)] = |S*(s + 1))

< CRY[S*(1)],
isso implica que
s|S*(s)|> < CR"|S*(1)| < CR*". (4.17)
Como

S(0) = {Dwu> (1—0)M} = S(277) = 5*(s),

obtemos

1
0 =2"=log,(0)=—s=s=1log, (5) ;

entao
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Assim, por 4.17 temos para 0 < 43'1

c 1/2
1S(0)] < (m) |Bag|-

lim lo !
1 — = o0
60 £2 0 ’

segue tomando O suficientemente pequeno de modo que

_c 1
log (5) 4

Além disso, pelo fato de que

para obtermos
5(6)]
|B2g|

Diu < 1—9 M
KU = ) .

Tudo o que foi feito até agora no caso (III) também se aplica para a funcao

Dju—(1—0)M <w < COM M

<

Y

| D

portanto em By temos Vk € {1,...,n}

w = max{—Dyu—(1—-6)M,0},
de modo que obtemos da mesma forma

S(6
supw < CGMM

Bg |Bag|’

onde S(0) = {w>0}NBygeVve(l,2)¢tal que
u
[{—Dyu < M/2} N Byg| > E\BvR|,
com S*(j) := {x € Byg;—Dyu > (1 —27/)M}, e da mesma forma que anteriormente temos a
unido disjunta
{=Dyu < M/20\Byg} US*(j) C Byg,

= [{=Dyau < M/20Byr} +18" )| < 1Bvrl = 15"() < (1= ) 1Bl

Logo segue da mesma forma que anteriormente
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15(6)]
| Bag|

—Dyu—(1—0)M < w < COM

Y

0
<-M
-2

isto € em Bg temos Vk € {1,...,n}

0
D < (1-2 M.

Portanto

6
max sup [Dyu| < (1 - E) max sup |Dyu|. (4.18)

1<k<n B, 1<k<n p,p
Assim obtemos que uma das desigualdades 4.11 ou 4.18 ocorre. Voltando a notac¢io

com ¢, portanto como em (LIEBERMAN, 1988) (1.2) concluimos que existem constantes

positivas C, B dependendo somente de n,6 e gg tal que se 0 < 7 < 1 entdo
oscp pDug < crh -oscppDug. 4.19)

Agora para obtermos uma estimativa para a constante de Holder vamos relembrar a
desigualdade 4.6 para 0 = %, temos
sup|Due|*F (|Due|) < CR_”/ \Due|*F (|Due|) dx.
Byr B4R

Usando que F(t)tr < F(s)s para 0 < t < s, vemos que
\Due| > 1= F(1)|Dug| < F(|Due|)|Due|*.

Entdo usando (g3) juntamente com a convergéncia em compactos de G¢ — G temos para todo
€€ (0,g)
CR™"
sup  |Dug| < = / 2e(|Dutg|)|Dutg | dx
{|Dug|>1}NBag 8e(1) /By

<ge()7ICR™ [ Ge(|Duel|)dx

Byg

<g()~lcr™ Uﬁ G(]Du|)dx+l] .

1

Logo temos para 0 < € < &

sup |Dug| < g(1)"'CR™" { / G(|Dul)dx+ 1} . (4.20)
Bf

Bog
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Observemos que a desigualdade 4.19 é equivalente ao seguinte: Vr € (0,R) entdo para uma

constante universal C > 0 tem-se

r\B
oscg, Dug <C <I_€> oscgpDug.

Sejam x,y € Bg, tratamos dois casos, a saber caso |x —y| < R tomamos r = |x —y|

na desigualdade acima e obtemos
=)’ =y’
|Dug (x) — Dug(y)| < oscg,Dug < C (T) oscpDug < C (T) 2sup |Dug|.
Bg

Caso |x—y| > R entdo

|Due(x) ~ Dugu(y)| _ |Dug(x) ~ Ducu(y)| _ 25upg, |Die
EENTE RP =TRSO

Portanto temos a limitacdo para seminorma Holder dada por

[Dus]co,ﬁ(BR) < 2R7ﬁg(1)71CRin |:/B+ G(]Du\)dx—i— 1:| .

1

]

Como consequéncia do resultado anterior obtemos a seguinte estimativa C%# para o

gradiente das solucdes fracas de Agu = 0.

Corolario 4.0.2. Existem constantes 3,C > 0 que s6 dependem de g(1),0,g0 e n onde tem-se
para0 <t <1

oscp ,Du < ctP -oscgpDu.

Demonstragcdo. Gostariamos agora de fazer € — 0 no Teoremas 4.0.3 combinando com o
Teorema 3.2.3, mas para isso precisamos de convergéncia uniforme do gradiente. Utilizando a
mesma notagdo do Teorema 4.0.3 iremos denotar y = (1 — %) .

Sejam

0] := max oscg. Du
(p) lglgn Bp e

up) = gggnsgpp |Djue].

Se vale (I) ou (II) nos casos do Teorema 4.0.3 entdo

o(R/4) < no(R). (4.21)
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Se vale (IIT) entao

K(R) < o1 (2R). (4.22)
Consideremos a sequéncia de raios Ry := %,k =0,1,2,... Observe que na demonstracao do caso

(D e (1) a hipotese usada
{Dxu < M/2} N\ Bag|, ou [{Dyu > —M/2} NBag| < u|Bag|,
pode ser substituida por
[{Dyu < M/2} N Bag|, ou {Dyu> —M/2} N Bog| < uR".

Dai se (I) ou (IT) ocorre em alguma bola BRkO para algum ko € N, entdo essas hipdteses continuam
sendo validas em Bg, para todo k > k.
Caso 1:Nao existe k € N tal que as hipéteses em (I) ou (II) se verificam em Bg, .

Neste caso temos que (II) se verifica para todo k € N, e por 4.22 temos

u (%) < o1 (;%) = U (%) <7'u(2R),

entao
R
) <§> <29 u(2R), Vk € N.
Seja p € (0,R) entdo existe i € N tal que 2,% <p< %, como
R
op)<o(5).
segue que
o(p) <211 (2R).
Porém
R . R - log, 81
F§p=>1+1210g252>76§]/0 b
) -0
onde o0 = ——1—. Portanto

log},o 2

o(p) <27 (%)au<2R>.
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Caso 2: Existe k € N tal que (I) ou (IT) se verifica em Bg, . Definimos
ko := min{k € N;(I) ou (II) ocorre em Bg, }.

Neste caso temos como foi mencionado acima que essas hipéteses se verificam para todo k > ky,

além disso temos que para todo 0 < k < kg vale (III). Dai temos

R R

w(ﬁ) S%'w<w>7v’{2k07
R R

N(i) S}’O'H(F), 0 <k <ko.

Seja
Y = max{¥, "}

Se k < kg entdo
R R R
o (?) <2u (?) <2pu (F) < 2% u(2R).

Se k > k¢ entdo

Entao como 7y, € (0,1) temos

R
) (?) < 2% 'u(2R) Vk e N.

Repetindo 0 mesmo argumento anteriormente temos para p € (0,R)

o(p) <2%° (%)au(ZR),

1
onde ¢ = Tog,, 2"

Portanto dados x,y € Bg voltando a notagdo com € temos dois casos. Se [x —y| < R
entdo tomando p = |x — y| temos:
|Due (x) — Due ()| < 29 *R™%|x — y|“ sup | Due . (4.23)
Bor

Relembrando a estimativa 4.20, temos para 0 < € < 1

sup |Dug| < g(1)"'CR™ {/B+ G(|Dul)dx+ 1} .=:C.
1

Bog
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Substituindo o que obtemos em 4.23 vemos que
|Dutg (x) — Dug (y)| < 29 *R™%|x —y|*C. (4.24)
Ou seja o lado direito da equagdo nao depende de €. Caso |x —y| > R temos

| Due (x) — Dug(y)| < 2sup [Due|R™%[x —y|%,
B
e obtemos uma estimativa andloga a 4.24. Em qualquer dos casos temos que a sequéncia

(|Dug|)o<e<g, € uniformemente limitada e equicontinua. Daf segue do Teorema 3.2.3 usando o

Teorema de Ascoli-Arzeld que
Dug,u — Du uniformemente em Byg.

Fazendo entdo & — 0 em 4.19 concluimos que existem constantes 3,C > 0 que s6 dependem de
0, g0 e n, onde tem-se

oscpDu < CtP -oscgpDu.
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5 REGULARIDADE ATE A FRONTEIRA

Agora para a segunda etapa vamos considerar u € WH6(B}) N L°°(B ) solug@o no

sentido das distribui¢des do seguinte problema para R € (0,1):
NAgu=0 em Bj, u=¢ em By, (5.1)
onde ¢ € C'"*(BY), e para simplificar denotamos
By =BrN{x, >0}, BY=BrN{x, =0}, ®=|¢]|cra.

Para usar a mesma estratégia que o Lieberman em (LIEBERMAN, 1988) vamos
precisar estender a funcao ¢ para B;g. A forma de estender € uma variagdo do que aparece em

(LIEBERMAN, 1985). Considere uma fungdo ¢ € C3(R""!) com supp(¢) C B, /7(0) tal que

/ ody=1.
Rr—1

Definimos ¢ : B7R /8 R dada por

bx) = [ 9 —x)p()dy
By/7(0)
Note que fazendo x,, = 0 temos ¢ (x’,0) = ¢(x').

Lema 5.0.1. A funcdo ¢ estd bem definida, além disso temos ¢ € C*(B3,), com as seguintes

8
estimativas

H(5||1,oc§C(fl)q> e |D2q5(x)|§C(n)CI)~(xn)o‘*1_

Demonstragao. 1. ¢ estd bem definida.

Com efeito, dado x’ € B% cR*™! como0<x, < % ey € By/7(0) segue que

isso implica que X' — x,,y € Bg.
2. ¢ é Lipschitz.

Vamos primeiro calcular as derivadas parciais para j < n € mostrar que

DioWox) = [ Do —x)o()dy

By/7(0)
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Para h sufcientemente pequeno temos x' + he; — x,y € Bg, logo

x+he; = (X' + hej,x,)

¢(x+he) —d(x) ¢ (X' + hej —x,y) — o (X' — x,y)
fjl /31/7(0) ( ] h ) POy

Como
¢ (X' + hej —xny) — (X — xy)

; — Dj¢(x' — xny) € L”(Br),

[ 100 —s)lloldy < 1D9l1e [ Jo(y)]dy <,
By/7(0) B

|
1/7(0)

segue do Teorema da Convergencia Dominada,

DW= [ DO —a)o0)dy < Dol [ lo()]dy

1/7

De forma andloga temos

DO = [ (VoW —x). )90y < V8]l [ 0] dy

By

Portanto ¢ é Lipschitz e estende ¢ pois

G0 =0() [ pl)dy=0().

By 7(0)

. ¢ €CH%com ||D@l|o.o < c(n).

DG (85 00) = Dy (b ) = [ (DY) x10) DOy x20))0)
1/7

< / @|x) — x5 — y(x1, —x20) | %@ (y) dy

IN

| @ =]+ bl =) *0(5) dy

1
< (v~ + =) [ p()dy
By/7(0)

< c(n)®|(x), x10) — (x5, x20)|*.
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Dn(z;(xllvxln)_an;(x,ben) - /B/ (0)(D¢(x'1,x1n)—D(D(x/z,xz”),—y)(p(y)dy

< [ D00 x1a) = DO x20) @)
By /7(0)

< [ @ ==y -2 lle0) dy
By/7(0

< (W) (8 x10) — (55, 520) |

. [D?*@| < c(n)®P(x,)* L.

., . /_ —
Fazendo a mudanga de varidveis z = x’ — x,,y com y = redy= =42 temos
n

Xn

2\ d
6 (x',x) /¢> (xx,,z>ngl' (5.2)

Usando 5.2 temos

Do = oo (*=5) LAE = L [ow—xpjo0)dy

Xn Xn Xn Xn

/¢< </x—z>7(x/_;;)> /¢ ( )(T_n)%
L R

:xln (X' —x)0()(1—n dy—x—n/¢ (= 2y) (Vo (y),) dy
= [ 60 —x)l(1 = mp0) - (Vo))

Pelo Teorema de Stokes, como ¢ tem suporte compacto segue que

/BD(p =0,
0= [ Dilo(x)-x) = [ Dip)-xi+ [

além disso, como

segue que

J11=m00) ~ (Vo)) dy 0.



Note que

xn /DAP —xxy)Dj@(y)dy
Xn (D ,(])(x —xny) —Di (x )) o(y)dy

1
< — [ @l ul*D0()|dy

< (6)* '@ [ plIDs()]dy,

Dinfp = i [ Do =51 = n)o0) ~ (Vo(3). )] dy

- i [ (D0 =) = D0 I(1= W) = (V). 9] dy
< i [ @1 =511 = m() ~ (Vo). )] dy
<@)'3 [10-me0) - (Vow).)ldy

Por fim, temos

Du = [ (Vo —m).-ptas= [ (Vo) (X F) A,
— o -0 (*5) %

isso implica que

D= [0~ (Vo (F5) 5 ) Et [ ot~ (F2F) e

n n n

= [66 — 5020 V90)3) 41 [ (V0 —x)r) o)

— - [F01 — 5 0)(V9).) + np)dy
n—1
xln (ZDkaxxny ) (ZDﬂP )y + oy )>+<P(y) d

Como
D¢ (x" = xy)yi[Dj@(y)yj + @ ()] = D¢ (x' — x,9) D (yiyj@(¥)),
segue que
Dy / Z D¢ (X' —xay)D;j(yiyj@(y)) dy + — /ZDMP X' —xy)yep(y) dy.
k,j=1

Além disso, desde que

82
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temos

/Dk¢ X = xny) () /¢ X = xny)Dic (e ()
== [0 =) = 0 () Duk9 )
= [ D9 =) = Db (W) y)

Segue portanto que
1 n—1

Dub == [ X 0100 —5) Do WD, 00y + - [ T D40~ 9) - Dro o)y
k,j=1 nJ k=1

- (VO —xny) = Vo), 5) ((VO(y),y) +n0(y))dy

xn

< / @] — x| %[y (VO (), y) +10(y)) dy

< ()% [ " (VQ().3) +19(3))dy
[]

Afim de simplificar a notacdio escrevemos ¢ para nos referir a sua extensio ¢, e
quando dissermos que uma constante C € universal isso significa que ela depende somente dos
parametros da N—fun¢@o G, isto é go, 0 e da dimensdo do espago no caso R”. Vamos demonstrar
quatro proposi¢cdes que dizem respeito a solucdes fracas do problema 5.1. As primeira duas
proposicdes serdo primeiro demonstradas em termos das solugdes de A, v = 0. Entdo usando

argumentos de aproximacdo obtemos regularidade até a fronteira para fungdes g—harmonicas.

Proposi¢do 5.0.1. Sejau € WO (Bg)NL” (ﬁ) solugdo fraca do problema 5.1. Além disso seja

ug solucdo limitada no sentido das distribuicoes de
ANgug =0 em BIJ{, ug=¢ em B?e.

Entdo ug € C%'(B1,) e existe uma constante universal C > 0 que ndo depende de &€ > 0, tal que
4

sup Ge(|Dug|) < C [Gs <osc3+ e /R) + Gg(CID)] .

Bl

A prova do resultado acima é feita combinando dois ingredientes, uma estimativa
interior e um argumento de barreira. Para o primeiro ingrediente, a estimativa interior € feita

para fun¢des g-harmonicas.



84

Lema 5.0.2. Seja u solucdo do problema 5.1. Entdo existe uma constante universal C > 0 tal

que para todo y € B e r > 0 tal que By,(y) C By, tem-se
G(|Du(y)|) <C-G (oscBr(y)u/r) .

Demonstragdo. Sejam 8 < supg () u, Mg = supg (,,(u — ) e definimos

(
0, selx—y| < 5,

V(x) = Mg (—‘xfy,;*?) , ses<|x—yl<n

My, sel|x—y|>r,
\

N = max{u—6 — y,0}.

Em By, (y) \ Br(y) temos y = My, como u — 6 < My segue que
N =max{u—6 —My,0} =0.

€

Além disso, [Dy| < X /2

Du—Dy, se{n >0} =NT,

0, se{n <0}.

Dn =

Pela definicdo de solucdo fraca temos

D D
0 g( u\)Du,Dndx: g(|Dul)
By(y) |Dul N+ |Du]

Du- (Du—Dy)dx
Usando (g3) e (£4) obtemos para € € (0, 1)

/N+g(|Du|)|Du] . /N+ %Du-owdx

< [ s(iDupIDy]dx
|, €G(s(1Du) +C(e)G(1DW) dx
< ego / G(Du+C(e) [ G(DY])dx

IN

isso implica usando (g3) que

(1-eg0) [ G(Duhdx<ce) [ G(DYI)dx
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Tomando € = 2}% temos para uma constante C = C(gp,0) > 0

/ G(|Du|)dx§C/ G(|Dy]) dx.
N+ N+

Pelo Principio do Mdximo forte temos u > 6 em B, >(y), como neste conjunto temos 1 =

max{u— 6,0} segue que B, >(y) C N, com isso obtemos

J

Pela estimativa interior do gradiente em (LIEBERMAN, 1991) temos

G(|Dul) dx < C/B G(Dy)ax

(y ) 2r (y

r
2

sup G(|Dul) < Cr ™" / G(|Du|)dx.

Bi(y) B%(y)

Combinando essas desigualdades obtemos

GUpueh <cr [ GIDyll)ds

<c-G(Ipyll-) -G

0SCp,, U )
r

Observacao 5.1. Como oscu = osc(u+ k) para todo k € R, tomando

f— —(supu+infu)
B 2
temos parau = u+k
1
supu = —infu = 0S¢

Além disso, 1 é solugdo de 5.1 com ¢ = ¢ +k no lugar de ¢. Como Du = Du, no

que segue vamos considerar u mas ainda escrevemos u.
Lema 5.0.3. Seja ug solucdo limitada no sentido das distribuicées de
Agug =0 em B;, ug=¢ em B]Oe.

Entdo existe uma constante universal C > 0 que ndo depende de € > 0 tal que

Ug —

sup
Bop+
8

‘SC[OSCB;MS/RJrH(PHCLa | (5.3)

Xn
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Demonstragdo. Primeiro temos ug € WhCe (Bl )N L™ (E), e vimos que tal equagdo satisfaz a

condi¢do de elipticidade:

min{l,(S}M\élz <dV§E; < max{l,go}w\é\;

Id Pl
Além disso vimos que ue € Cj7 (Bf),e % > € > 0. Desse modo definimos um
operador linear a partir desta equacao dado por
Lv(x) = Za‘j (Dug(x))D;jv(x), para ve C*(Bf). (5.4)
ij

Logo o operador L satisfaz para

geDuel)l) 5 o s ge(Dre())

A(x) = max{1,g0} Dite ()| |Dug(x)|

a condicao
A(x)  max{1,go0}
A(x)  min{l1,8}

= constante.

Como a extensdo ¢ € C>(B},) de ¢ satisfaz
[0l1.0 < c(n)®@, [D?§] < c(n)@(x,)* ",

entao

Lu—§)| = |L| < max{l,go}%

max{1,go} o
(X)WC(H)H‘PHCW () *

Cn)|9lcra - (xa)*!

Denotamos

. max{l,go}
~ min{l,3} C(n)||9]]c1.e,

entdo temos em B},

L§ > —AD(x,)* ' e Ld <AD(x,)* .

Vamos utilizar um argumento de barreira inspirado pelo que foi feito em (LIEBER-

MAN, 1986). Definimos a funcdo

- D

R a+1
v.—ug—¢+m(xn) 1
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Desta forma temos em B;

Lv>—L§+AD(x,)* ' >0.

Tomamos como barreira a seguinte funciio definida em B;" para r < R dada por

b+ grer Ty aﬂ) [yxyu%‘(rxn—(xn)ﬂ.

Entao performando alguns cdlculos utilizando a condi¢a@o de elipticidade vemos que

w=r"2 sup|ue —
Bf

LW:ZdijDijW
iJj
7 ~ D .. - D nA
= aljrfz sup|u _¢‘+ rOtJrl 25”—&-0"”27’72 sup|u _¢|+ raJrl (1_
i;’n (Bi ¢ alo+1) e alo+1) A
5 7 D nA
<2(n—1)Ar~2 | sup|ue — ¢| + POt ) 2272 | sup ue — @]+ pes 1A

-2 - D atl |
<2r <s};1r+p|u8 ¢|+a((x+l)r )( A+Q)
<0.
O
Agora vejamos as condigdes de bordo. No conjunto BY temos
D
-2 JotL ) /2
w=r sup |u —|— x| >0=w.
Nos pontos que satisfazem |x| = r temos
D D nA
w = sup |u +————r*" 2 sup|u +———— % = (= (x0)?
uplie =01+ oo ) uplie =01+ G o) 7 & o))
r r 20
D
> sup |u + x,) %
- D
> o - o+1 =

Resumindo obtemos

Lw<0<Lv em B/

v<w em dB;.

Segue do Principio da Comparag¢@o que v < w em B;". Em particular para X’ =0 e x,, < 5 temos
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7 D o+l 7 D atl) [Xn  BA T
_ -z < _ - L
Ug ¢+\O¢(a+l)(x") < (s;}ﬂug ¢|+(x((x+1)r . + 12

>0

J

Entdo em B N{x' =0}
2

N

Ug —

A |”8_¢;| D o
<2n— .
!

De forma andloga tomando a funcao

vemos que

Lv> Lo +AD(x,)* 1 >0.

Aplicando o mesmo argumento utilizando o principio da comparacido com a fungdo w obtemos

h— A —¢ D
¢ —ue <on2 sup’ug ¢|+ o
Xn A B r (X(OC+1)

Assim temos no conjunto B} N{x’ = 0}, a seguinte estimativa
2

\ue—¢\<2n§<sup\us—¢r+ D )

r alatl)

Como o mesmo raciocino feito acima € valido para qualquer semi bola B, centrada em algum

ponto de B}, obtemos para uma escolha adequada de r que

’us—(ﬂ A ’”s—(ﬂ D a
sup—— < C(n)= | su + R .
B%E’ o =g s R alatl)

Portanto tendo em vista a Observacdo 5.1 obtemos para uma constante positiva
C=C(n,a,A/JA) >0
|ug — §5| a
sup—— < C oscB;ug/R—l— (1+RY)||9]|cre] -

+ X,
B% n
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Figura 2 —Lipschitz até a fronteira.

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1 Prova da Proposicao 5.0.1

Agora vamos combinar os Lemas 5.0.2 e 5.0.3 para provar a estimativa da Proposicao
5.0.1 para o g¢—laplaciano, a saber

sup Ge(|Dite|) < C |Ge (oscggue /R) +Ge(|[9llcre) | (5.5)
B+

3R/4
para uma constante universal C > 0 que nao depende de € > 0.

Definimos dx = dist(x,BY%), como % : % = % = % — % segue que para todo x € B3,
temos '
Bax(x) C B%.

6

Sejam x’ € B;TR,dx/ = dist(x',BY}) temos Vx € B(%/(x’)

5 dy 7
gdxl S)Cn de/-f-?x = gdxl.

Dai segue do Lema 5.0.3 que em B ;. (x')
6
7
lug(x) — 9 (x)| < C <0scB;u8/R+CI>> gdx/.
Sendo xo € BY tal que dy = |x' — xo| temos para x € B, (')
6

de 7
|x — xo de,_{_?x: —dy

e como ¢ é Lipschitz

600~ ()] <@ dy.
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Entéo, para todo x € B,y (x)
3

|ue (x) — e (x0) | < [ue (x) = @ () 4|9 (x) = ¢ (x0)| + |ue (x0) — ¢ (x0)]
7

7
<C (oscB;ug/R—l—dD) gdx/ +d>8dx/
=( <0scB}rug/R+CD> dy.
Como para quaisquer x,y € Bz (x')
6
| (x) — ue (y)| < [ue(x) — ue(x0)| + [ue (x0) — ue (y)]

isso implica que

oscg ., (vytte <2 sup |ug(x) —ue(xo)| < 2C (oscBngug/RJrq)) dy.

6 de/ (X’)
%
Tomando r = %" no Lema 5.0.2 obtemos usando (G»)
G(|Dug (X)) < G, - G(oscp, (xyue /1) < C2Cy [G(oscBgu/R) + G(CID)} ,

daf como x’ € B3, é arbitrério, Dii = Du e ® = ||9|| 1.« segue que
T

sup Ge(|Dug|) < C [Gg(oscB;gug /R) + Gg(|y¢|ycl,a)} .

+
Bip

O préximo resultado € uma estimativa para solugdes de Ag,v = 0. Vale ressaltar que
por um argumento de aproximacao vamos obter as mesmas estimativas, tanto as que envolvem o

gradiente quanto a oscilagdo para fungdes g-harmonicas.

Proposicao 5.1.1. Seja ue solucdo limitada no sentido das distribuicoes de
N ute =0 em BIJQ, ug=¢ em B%.
Entdo existem constantes universais C,6 > 0 que ndo dependem de € > 0 tais que

ug — @ <r)<7 ) o 3R
< — —_—.
oscp+ ( o ) <C R lOSCB;/z ( o + PR | se 0<r< 1

Com o intuito de usar argumentos de barreira a prova € feita em cilindros ao invés

de semi-bolas. Definimos os cilindro a seguir para uma constante p € (0, 1) universal a ser

escolhida no lema a seguir:

O(s) ;== {x e R";0 < x, < ps, x| < s},
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Figura 3 — Estimativa do tipo Krylov

| =

Fonte: Elaborado pelo autor.

Q'(s):= {XGRH;% <x, < ps, || <s}.
A demonstragdo da Proposicao 5.0.2 ¢ feita a partir de dois resultados que se
encontram na se¢do 5 de (LIEBERMAN, 1986). Consideremos o operador linear dado por
L:= aij D,' s
tal que para A (x),A(x) > 0 tenhamos

A)|EP < a¥(x)&iE; < A)IEP,

A

—

x)

) ¢é constante.

ondex € B}, E €R"e

>

Lema 5.1.1. Seja u € C*(B}}) satisfazendo com a € (0,1),
Lu(x) < A(x)®(x,)*" em B,

entdo para s < %

o
inf £ <2inf L 440>
Q'(2s) Xn Q(s) Xn a
Demonstra¢do. Lemma 5.1 em (LIEBERMAN, 1986). O

Lema 5.1.2. Seja L = a'/D; j nas mesmas hipdteses do lema anterior. Seja u € Cc? (B;{) satisfa-

zendo
|u(x))|

Sbth+ < )
B
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|Lu(x)| < A(x)®(x,)* ' em Bj.

Entdo existem constantes positivas universais C, B tais que para

3R
0 < —
<r 1
tem-se
u r\B u
OSCQ(,,)x—n S C <E> <0SCQ(3R/4))C_n +Ra¢‘) .
Demonstragcdo. Lema 5.2 em (LIEBERMAN, 1986). O

Para provarmos a Proposic@o 5.1.1 primeiro consideramos a equag¢do Ag, v = 0 como

no capitulo 3, u € WG (B )N L™ (B_T) solugdo fraca de 5.1, e o seguinte problema de Dirichlet:

Agsug:div(—))zo em B, ue=u em OB]. (5.6)

Entdo temos ue € W1:Ce (BT) NL” (Bf) Além disso vimos que tal equag¢do satisfaz a condi¢do

de elipticidade:

mln{lja}gel(llf‘)wﬁ Saijgigj Smax{l,go}g8|(;]|)‘)|é|2-

Portanto ug € Cjo.(Bf ), e % > € > (. Desse modo definimos um operador linear para

R € (0,1) a partir desta equac@o dado por
Lv(x) = Zaij(Dug (x))Djjv(x), para veE C*(Bg). (5.7)
iJ

Logo o operador L satisfaz as hipoteses do Lema 5.0.5 pois neste caso temos

ge(|Due (x)[)
| Due (x)]

ge(|Due (x)[)

A(x) = max{1,g0} |Dug (x)|

, A(x) =min{l,8}

A(x) _ max{1,go}
A(x)  min{l1,6}

= constante.

Como a extensdo ¢ € C>(B}) de ¢ satisfaz

[#l1,a < c(n)®, [D*Q] < c(n)@(x,)* ",
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entao

Lu—§)| = |L| < max{l,go}%

<200 S ol ()7

C(m)|9lcra - (xa)*!

Assim, as desigualdade acima garantem que u — ¢ satisfazem as hipdteses do Lema
5.0.5 segue portanto que existem constantes positivas C, B que dependem somente de 7, %(e nao

dependem de ¢€) tais que

ug — @

Xn

B —
0sCo(r) <c(%) {och@RM)”gx O RU®| . (5.8)

para todo r € (0,3R/4).

Corolario 5.1.1. Seja u solucdo do problema 5.1. Entdo existem constantes universais ¢,C > 0
tais que valem as seguintes estimativas:

sup G(|Dul|) <C <oscB$u/R+ H(])Hcl,a> ,

+
B3r/a

u—¢ r\° u—9 R
oseg; 2 <0 () (oncn, 2 R0 ) 0 r <5

Demonstragdo. E suficiente mostrar que existe uma sequéncia €, — 0 para a qual temos

+

Dug, — Du  uniformemente em B3, /4

“ek_‘P I/l—(P

— osc
X, o)y

osco(y)

Comecamos relembrando que pela Proposi¢do 5.0.1 temos

sup Ge(|Dug|) < C [Gg <0scB;ug /R) + GS(CIJ)} , (5.9)

.+
Bir/a

para uma constante C > 0 que s6 depende de n, gg e 0.

Usando a convergéncia G¢ — G temos que para todo € € (0, &)

%G(l) < Ge(1) <26G(1).
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Dai pela propriedade (G) podemos trocar G¢ por G na desigualdade 5.5 pagando o prego de
possivelmente aumentar o valor da constante C > 0, que ainda serd independente de €. Dai como

ja haviamos comentado o que foi feito para funcdes g-harmonicas, segue de 2.5 que vale

sup |ug| < sup |ul.
By B};
Portanto chegamos a conclusdo de que existem constantes &j,Cy > 0 tais que para

todo € € (0, &) tem-se

sup |ug| + sup |Dug| < Co.

+ +
B B34

Observe que a desigualdade acima implica que u € C%! (B,

3R/4), pois como

Dug — Du q.t.pem B,}L,
segue que

sup |Du| < Cy+ 1.

+
Bigys

Tendo em vista estimativa 5.8 precisamos mostrar que existe uma sequéncia & — 0 tal que

Ug, — U
sup |[— — 0.
+ X,
Bipa .
Para isso, sendo 1 = u em B% temos
Ug, — U
sup < \ug, —U|r0.1/p+
Sup | e, — ulcor (87, )
3R/4
onde ||ug, —ul|co1 = ||ug, — ut||eo + [tte, — 1] co.1 € a norma Lipschtiz.

Portanto € suficiente mostrarmos que existe uma sequéncia & — 0 tal que temos a

+

convergéncia ug, — u na norma Lipschtiz em B3, e

Uma vez que provamos a desigualdade

_ B _
0SCp+ Ue = ¢ < (i <£> [oscB+ Ue — 9 +RY®|,
T Xp R

3R/ X,

e pelo Teorema 4.0.3 a estimativa interior

B
oscg, (y)Due < G2 (g) oscp,(yDug  0<p <r,
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para constantes positivas ,C, que ndo dependem de €. Temos para constantes o,C > 0 que
dependem somente de f,C, da mesma forma como foi demonstrado no Lemma 4 em (LIEBER-

MAN, 1988) a seguinte desigualdade,

r\©° . 3R
oscg+Dug <C | — sup |Dug|+ PR | 0<r< —.
r R Bt 4
3R/4

A desigualdade acima para oscilagdo nos permite concluir novamente para constantes ¢,C > 0

que ndo dependem de € a seguinte estimativa para norma C':°

el < C- (1IDel ey + 101lcreagy) (5.10)

/

Além disso também temos que existe Cp > 0 tal que para todo € € (0, &)

HDMgHLoa(BJr ) SC() (511)

3R/4

Agora consideremos o mergulho compacto

) SN CO,I(B+

1.0/t
C-?(Bs, 3rj)-

3R/4

Foi visto no capitulo 2 que existe uma sequéncia &, — 0 onde temos ug, (x) — u(x) em quase

(o)

m—1 usando 5.10 e 5.11 junto com

todo ponto de B};. Assim, nos restringindo a sequéncia (ug,, )
o mergulho compacto temos que existe v € C%! (B;R / ,) tal que a menos de uma subsequéncia

temos a convergéncia ug, — v em norma C%!. Como u € C%! (B;R / 4) logo pela unicidade do
J’_
3R/4°

+
3R/4

limite temos v = u, em quase todo ponto de B
Portanto ug, — u em norma C%!(BY, ). Por fim, basta usar essa convergéncia
Jjuntamente da convergéncia G — G em compactos na desigualdade 5.9 para concluirmos a

demonstracao.

Coroléario 5.1.2. Nas hipdteses do Coroldrio 5.0.1 existe a derivada D,u(0).

Demonstragdo. Com efeito, segue da Proposi¢do 5.0.2 que

. u—
lim oscg+ ¢ =
r—0t r Xp

Entao existe o limite

h—0+ h ’
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como u(0) — ¢(0) = 0, segue que existe D,(u — ¢)(0). Além disso temos por hipdtese que
¢ € C1*(B%) logo existe D, (0) € o coroldrio fica demonstrado.

]

Uma vez que provamos a estimativa do Coroldrio 4.0.2 para o nosso contexto, a
demonstracdo do préximo resultado € feita da mesma forma que o Lemma 4 em (LIEBERMAN,
1988) utilizando as proposi¢des anteriores com o Corolario 4.0.2. Entretanto, vamos apresenta-la
aqui como cortesia ao leitor.

Notacao: Para Q C R” aberto limitado, k € N;6 > 0e a € (0,1) denotamos

_ qup 1) — ()|
o= o |y

Y

Qs = {x € Q;dist(x,0Q) > 6},

[u])f+05,.Q = Sup 51+O5 [DM]OC,Q(§7
6>0

1
[Dulyy = sup 8|Dul ;- (o).
>0
Seja u € C1%(Q) e u € (0,1/2]. A seguinte desigualdade de interpolacio é demonstrada da
mesma forma que a estimativa (6.86) em (GILBARG; TRUDINGER, )

n 31 3
Dulye < 5 it 31 (5.12)

Proposicao 5.1.2. Seja u solucdo do problema 5.1, existem constantes C, G positivas que s6

dependem de n,d,g( e  tais que

o R
oscg+Du < C <£> sup |Du|+PR°| O0<r< —.
’ RE B 2

+

Demonstragdo. Sejay € By P

a partir do Corolario 5.0.2 podemos definir a fungao
w=u—¢ —[Dyu(0) — D¢ (0)]x,.
Pelo Coroldrio 4.0.2 temos para0 < p <r <y, <1

B
oscg, (yyDu < C <p> oscg, (yyDu. (5.13)

r



Afirmacao 1: Para 0 < o < min{a, 3} temos

Dw<C <B)G (oscg, (yyDw + @r).

osc
By ( -

y)
Com efeito, temos por 5.13
oscg,Dw = oscp, (Du—D¢) < oscp, Du+ Pp?
<C <B> g oscg, (yyDu+dp%,
r
e da mesma forma

oscg,Du = oscp, (Du—D¢ +D¢) < oscp, (Du—D¢) + oscg, D¢

< oschDw—i—q)p“.

Caso: B < a.

Neste caso como

segue que
oschDw <C )

) (oscg, Dw + ®r%) + op*

B o r\P o

) oscg, Dw + ®r” + I; dp

B o B

) (OSCBrDW +®r” + or )

g <0scBer +20rP ) .

Caso: a <

De forma andloga

oscg,Dw < C <g> oscp, (yyDu+ dp?
o
<C <B) (oscg, Dw + ®r%) + dp®
r
a o
<C (B) oscg. Dw + ®r® + I CIDpO‘
r " P
_c(P\* a
=C ( r) (oscg, Dw +2Dr%) .

97
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Isto prova a Afirmagéo 1. Sejam y € B;/z eZ:=B(,%).
Afirmacdo 2: Existe uma constante universal C > 0 tal que para0 < o < min{c, B}

temos

* 1 Yn o+l
Wiiex<C [|DW|((),%+CD' <3> } '

Considere 6 € (0,y,/2) e x,y € Ls .
Caso: |x—y| < %

Entio tomando p = |x —y| e r = 9 na Afirmacdo 1 temos
p y 5 ¢

8\°] x=yl°
oscg,(yDw < C oscg, (yyDw+®- | = .

V)
2
5 (e
sup |[Dw|+ D+ (—) ] :
s/ 2
. é
Caso: |x—y| > 5.

(5) w2t (5) owte vt (5)

6 o
sup|Dw|+<I)<—) ]
s/ 2

6 (o3
sup |Dw| + @ (—) ] .
L5/ 2

A Afirmacdo 2 fica provada multiplicando ambos os lados da desigualdade acima

Como % —% > g = B(y,6/2) C X5, segue que

(g) 6 [Dw(x) =Dw(y)|-[x—y[° <C

<2sup|Dw| <2C
s

Entio qualquer que seja o caso temos

5 )
(—) sup [Dw(x) — Dw(y)| - jr—| ~© < 2C
2 Ls/2

por 6/2 e tomando o supg- .

Agora tomamos Q =X e u =w em 5.12 temos para todo u € (0,1/2]

3 .
| Weox + Eua[w]l+oc,£2'

| W

(1 1
|Dw|07>): < L

Juntando isso com a Afirmagdo 2 obtemos

3 o+1
D < 3y e+ g2 w0 (5) 7

2

| W

1
u

isso implica que

o+1
wles+3u%C0 (2) 7

[NSRRVS)

1
(1=3ufC)Dwlyy < 5
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1 .
tomando it = (&) /* conclufmos que

Dwlz < C- ((Wlez+@- (7). (5.14)
Afirmacao 3: DadoyEBR/z,r>O
— o
WO _ o (DY s, “=0 4 are (£)". (5.15)
Vi r R/2 Xy R
Pela Proposicdo 5.1.1, temos
- 0 NAW
OSCB§| o <C |:OSCB+ o + ®RC -
u

W) _u(6en) —9(0en) W) _w(oe)

) 0008 pu0) - D000 = |2 - G < sy
L 00 ~0(06,) — (u(0) ~9(0)) _
i, ; = Du0) D260

entio fazendo 6 — 0T obtemos

— — o
M < oscyt v — = oscg+ “_9 <C (|y|> {oscB;/ il +CI>R"} (1%) ,

Yn vl Xy b X, r 2 Xp

o que prova a desigualdade 5.15.

Como Xy, = By, a(y)e % supZyTn |Dw| < |Dw|(()}%, entdo por 5.14 temos que

yalDw(y)| < 4C (sup|w| Lo <yn>°+1).
Y

Segue da demonstragdo da desigualdade 5.14 que a mesma vale tomando X = B(y,y,/ 2") para
todo k € N, onde a constante C ndo depende de k. Dai fazendo k — oo na desigualdade acima e

usando que w € continua vemos que
yn|DW<y>| <4C (|W(y)| +®@- (yn)6+1) .
Portanto usando a Afirmagado 3 nisso obtemos

Ya|Dw(y)| < 4C (Jw

-
+
iy
NG
=
N
Q
+
N>
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0 que implica que

IDw(y)| < 4C; (Cz <@> ’ {osclﬁ “=9 CIDRG] Ge) ° CID(yn)G) .

R/2  Xp

-+

Como a desigualdade acima vale para qualquer y € By /20

tomando o supremo sobre

B, para r < R/2 obtemos

— c
sup|Dw| < 4C1 (Cy |oseyr "2 1 @R (f) +or°
B;” R/2 Xn R

— (o)
<C <0scB;/2uxn¢ —|—2CI>RG> (é) ,

pois (I—f)or" (72)6 =R° (Tg)c. Uma vez que

0S8Cp+Du < 0scp+ Dw + Pr¢
B} B} )

obtemos (pois r < 1)

u—9¢ o r\° o
oscBr+Du§C OSCB;/Z +2®R (I_€> + dr

Xn

— o
§C<osc3+ a4 —|—3CI>RG) (113) ;

R/2 Xy

para todo 0 < r < R/2.
Por fim, como a fun¢do u — ¢ se anula em B?e temos pelas desigualdades do valor

médio e triangular que

0SCp+ u—9 < 2sup |Du— D¢| < 2sup |Du| +2®PR*.
R/2 Xn B+ B+

R/2 R/2

Entéo concluimos que para 0 < r < R/2

(o2
oscg+Du < C | 2sup |Du| +5PR° | - (£>
r B+ R
R/2

]

Agora suponha que u € WLG(BT) € solugdo fraca e limitada do seguinte problema
de Dirichlet:
Negu=f em B e u=¢ em B

Sejam R € (0,1) e v e WhO(B}) NL*(B}) solugdo no sentido das distribuigdes de

Ayy=0 em B; (5.16)

v=u em JBj}.
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Proposicao 5.1.3. A funcdo v solucdo de 5.16 satisfaz as seguintes estimativas para uma

constante C = C(n,8,go) > 0:

o R
0scye Dy < (1) sup|Dv| + @R | 0<r< 2, (5.17)
r R B 2
R/2
supg: G(|Dv|) <C|R™" | G(|Dv|)dx+G(®)|, (5.18)
BR/Z B;;
/ G(|Dv|)dx§C/ G(|Du|)dx. (5.19)
By, By,

Demonstragdo. A estimativa 5.17 € simplismente a Proposi¢dao 5.0.3. Para provarmos 5.19
vamos considerar a fungdo teste n =u—v € W1 G(B*) e usando a defini¢do de solucao fraca

temos:

_ [ s,
. aioshioni= [ € Dvu (5.20)

Definimos o conjunto X := {|Dv| > 2|Dul}, entdo em ¥ temos

g(|Dv])

8(IDv])
Dv] o 1Py Du| < === Dv|Du| < g(IDVI)IDVI

|Dv|

enquanto fora de X temos as estimativas

g(|Dv])
Dyl

8(2|Dul)|Du| < c(n,8,80)g(|Dul)|Dul.

g(|Dv])

=——=|Dv D|_
Dyl

|Dv|Du|

A partir dessas estimativas obtemos:

D Dv D
[ DDy (O, [ D,
B |Dv| |Dv| xe  |Dv|

< [ 381DDIDY +c(0.8,80) [ gDl

Dai, juntando essa estimativa com 5.20 obtemos:

1
> [ s(DvIDv dx < C,8,50) [ _g(1Dul)|Dul .
By By

R

Assim, temos que 5.19 é obtida a partir desta desigualdade usando (g3).
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Por fim vamos provar que vale a estimativa 5.18. Definimos as fun¢des auxiliares:

vt =max{v—sup9,0} e v =max{—(v—inf¢),0}.

Note que na Proposicao 5.0.1 pela arbitrariedade da semi-bola tomada podemos concluir que
v € COY(BY). Em particular, v é continua até BY.

Daf temos que v = 0 continuamente em B%, estendendo essas fung¢des para zero em
By e aplicando o Lema de extensdo (Lema 2.2.2) vemos que vt

Bpr. Entao pelo Principio do Maxmimo Local, Theorem 1.2 em (LIEBERMAN, 1991) e usando

é subsoluc@o de Agy =0 em

que v =0 em B, temos para uma constante C = C(n, 8, g0,g(1)) > 0

Por outro lado, para quaisquer x,y € B;; temos
3

v(x) —supp <supv" e info —v(y) <supv,
BY) Blg By B,

isso implica que

0scgt v < sup v +supy + 0scgy .
&R B+ B+
2’ 2R

Assim lembrando que 05Cpo ¢ < R obtemos

oscgy v<C {R_"/Jr |v+|—|—R_"/+ |v_|+(1+<I>)R} :
3 By By

Como haviamos comentado no inicio, temos que a extensdo de v para zero em By

em particular pertence a WZ]O’CG(BR), dai aplicando o Lema 2.1.5 com p = 1 temos:

/\vi\deCR/ |Dv|dx.
By By

Logo juntando essas duas estimativas obtemos

oscgr v<C {R (R"/ |Dv|dx) +(1 —|—CI>)R1 ,
i 5



103

como G é convexa temos pela desigualdade de Jensen
Gloscys v/R) <C {R‘” /+ G(|Dv]) dx+G((1+ ¢>))} .
3 By

Portanto segue aplicando a Proposi¢do 5.0.1 em B (%)= B junto da desigualdade
2

anterior para obtermos

w G(IDv]) < C {R” /B G+ G(CID)} .
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6 O RESULTADO PRINCIPAL

Agora vamos considerar o seguinte problema de Dirichlet:

Ngu=f em Bf
6.1)
u=¢ em B(l),

onde f € LI(Bf) com g >ne ¢ € C*(BY).

Proposi¢ao 6.0.1. Seja u € WhC (B )NL*(B]) solugdo no sentido das distribuigées do pro-
blema de Dirichlet 6.1, entdo existe uma constante C = C(n,go,0,G(1)) > 0 tal que
/ . 6D <l + 10y + P 1+ )
Demonstragdo. A prova base-a se nas ideias presentes em (SIMON, 1976), consideramos ¢ a

extensio de ¢ como no Lema 5.0.1 a uma fungio em C?(B-

7 /8) que satisfaz

19]lc1e < C(m)[[@]]cr.a-

Sejam M = Supp; lu—¢| e paraxy € {x, = 0} o centro da semi-bola

4
0, se|x —xg| < %,

a3
W) = M(ﬁ) se 2 < [x—xo| < 1,

8

M, se|x—xo| > %,

definimos a fun¢@o continua 1 = max{u — ¢ — y,0} como no Lemma 3 em (SIMON, 1976).
Assimn € W'9(B 7/8) n<Men=0emdB 7/5- Com efeito, em {x, = 0} temos u = ¢ entdo
N =max{—y,0} =0,eem |x—xo| = g temos ¥ = M, como u — ¢ < M segue que 11 = 0. Entdo
sendo solucao fraca temos

g(|Dul) /
——~Du-D -Mdx.
/ N{u—¢>0} |Dul = N{u— ¢>0}f e

By s B35

Procedemos da mesma forma que no Lema 5.0.2 temos:

o(|Du [ [ ston
(ID _ Du- (D¢ +Dy),
[ |Du| D= [ gy SR = | D P (POTDY)

7/8

além disso,

g(Dul)
Jon “Toul D DO TDOIE [ 0D+ [ C@OGD91+1DY)

< ego /{ g, GDu e /{M} G(1D9|+ (D)
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Tomando € = 2L obtemos
20

/{n>O}G<|Dur> </

7/8

fl-mdx+C [ G(Dg|+ |Dy).
N{u—¢>0} {n>0}

Sendo ||D@||r= < ||@]|c1.e € || DY||1~ < 8M, como B;r/4ﬁ{u—¢ >0} C {n > 0} vemos que
usando (G))

G(|Du|) <C- - + Ya_|_1go+11_i_ .
/33+/4m{u—¢>0} (1Dul) < € ([Jull=g1) +19llcra + DA+l osy))

Em particular para todo k € N

s

. G([Dul) <C-([[ull =gy + 11@]lcre + D+ (1+ Al zaear))s
3/40{”_¢>E}

e pelo Lema de Fatou concluimos que

Jy

3/4

+1
gy DD < €l + 110l + D2 1+ 1)

Por fim, considerando agora a fung@o teste 1 = max{¢ —u — y,0} no conjunto

B;L /8 N{u— ¢ < 0} obtemos procedendo da mesma forma como acima

G(|Du|) <C- w(pty T w18t .
/33+/4rw{u—¢<0} (1Dul) < C- ([[ull =(s) + [19]lera + DF A+l agsy))

Somando as duas ultimas desigualdades fica provada a Proposicao.

Finalmente provaremos o principal resultado deste trabalho de tese.

Teorema 6.0.2. Seja u € W"9(B{)NL™(B}) solugdo no sentido das distribuigdes de 6.1. Entdo
existem constantes [L,C positivas que sé dependem possivelmente de n, G(1), 8, go para as quais

temos Du € CO* (B;r/z) com a estimativa

Pilcouas ) < C- [l +8 (1 agap) +116 lcragy |

onde usamos a notagdo para a seminorma Holder

[f]co.« = sup U‘()c)_;]:(cyﬂ'
R

Demonstragdo. Tendo em vista a Observagdo 2.5 temos que a menos de um escalonamento

adequado € suficiente supormos que

maX{HQ)HcLa(B?)a H“||Lw(31+)7 ||f||Lq(Bl+)} <1,
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e provarmos que existem constantes it,C > 0 que s6 dependem de n, 3, go e G(1) tais que
[Du] o (B}),) <C

Com efeito, tomando K = |[ul| = g+ + g Y| fl|e) + [191]c1.e(50) ma Observagao 2.5 obtemos

uma equacao escalonada
_ + _ 0
Ngeug = fxg em By e ug=¢x em By,

onde ¢k (x) = @, pelas defini¢des de gk, fx € K > 0 vemos que por g ser uma fun¢io nao
decrescente temos ||f]|z¢ < g(K) o que implica ||fx ||« < 1. Além disso ||uk]||~ < 1.
Por fim |\¢K||C1,Q(B(l)) <1, e Gk tem a mesma regularidade de G satisfazendo as

condi¢oes (CP) e (CQ) com as mesmas constantes 8, gg, obtemos
[DMK]CO# (Bl+/2) <C,

o que pela defini¢do de ug na Observacdo 6.1 nos da o que desejdvamos.
A prova € baseada nas demonstracoes dos Teorema 1.7 em (LIEBERMAN, 1991) e
Teorema 1 em (LIEBERMAN, 1988) . Assim sejav € WhO(B}) ﬂL”(B_;Q) paraum R € (0,1)

fixado, uma solucao fraca de
Agv=0 em By, v=u em JB}.

Observacao : O principio do mdximo nos diz que v atinge seu maximo e minimo

- _ +
em dBj, como u = v em dBy segue que

u(x) —v(x) <supu—infv =supu— infv
T + T oB};
By By By R

=supu — inf u < supu —infu,
= + = e
B, 9%  Bf  Bg

analogamente,

v(x) —u(x) <supv—infu = supu —infu
B} BY B} BY

< supu —infu.
=y +
BY By

Portanto temos a estimativa

sup [u—v| < oscpru < 2|[ul[ 5y
B; R 1
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Usandou —v € WO1 7G(B;§) como funcdo teste da mesma forma que na demostracao

do Theorem 1 em (LIEBERMAN, 1988) temos

I:/B; {g(lDu!)Du_g(\DVI)DV} Du— Dv)dx

|Du| |Dv|

T P (1. |
= . “ipu P lpu=DY /B; Dv-[Du— D]

N J/

= [ 0w~ v dx
BR

Agora utilizaremos ideias presentes em (ZHENG; TAVARES, 2022) para majorar I

com o auxilio do Teorema do mergulho de Sobolev que se encontra no capitulo 5 de (EVANS, ).

1 n=1
< " /u—vnnl '
() (fm-9)

1 n—1

11 q n n

<4 () (]
<t ([ 1) (e

CONBRIT 1Al ) 1D—v)

| £ ) vl dx
BR

< C(m)BE1H 1A, [/ G(|Du—Dv) |B+]

<C-[Bfl "7 [ GlDu=Dvl)+C- B

R

para C = C(n,G(1)) > 0, onde usamos que ||f]|, < 1.
8()
t

Por outro lado, denotando F (1) = =~ temos

I:/BE/Ola"j(Du—k(l—t)(Dv—Du))(Dju—Djv)(Diu—Div)
2/B;/OIF(|DM—|-(1—t)(Du—Dv)|)|Du—Dv|2dx.
Definindo os conjuntos
={|Du—Dv| <2|Du|}, S»={|Du—Dv|>2|Du|}

temos B;F = S1US,, além disso temos:
(i) 2|Du| < |Du+ (1 —1)(Du—Dv)| < 3|Du|em S; parat > 3/4,
(ii) §|Du—Dv| < |Du+(1—1t)(Du—Dv)| < 3|Du—Dv| em S, parat < 1/4.
Dai por (i) e (g1) vemos que em S para todo r > 3/4
|
5|D
g(hipu)) 1

F(|Dul).
3Du] = 203t UPuD)

F(|Du+ (1—1t)(Du—Dv)|) >
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Enquanto que em S, para todo ¢ < 1/4 usando (if)

g(;ll|Dv — Du|)|Du — Dv)|
3
G(|Du— Dv))
4803

F(|Du+ (1 —1)(Du—Dv)|)|Du— Dv|> >

Portanto combinando essas desigualdades vemos que existe uma constante positiva C = C(go,n)

tal que
[>C {/ F(|Du])]Du—Dv|2+/ G(|Du—Dv|)} . (6.2)
M $2

Usando a estimativa 5.19 vemos que

;. Gou=nrl) < ctan) | || Glou)+ [ 6] <2cte0) [ G(u)

R R R
e obtemos usando que || f||z¢ < 1, uma constante C = C(n,go,G(1)) > 0 tal que no conjunto S,

tem-se

+3-1 N
. G(Du—Dvl) < Clugo) | 185177 [ G(1Dul)+ 185074
2 R

No conjunto S temos por (g;) usando que g é crescente

F(|Du—Dv|)|Du— Dv| < CF(|Du|)|Dul.
Usando as desigualdades de Holder e Young temos:

/G(|Du—Dv|)§/ [F(|Du— Dv|)|Du— Dv|)"/2F (|Du — Dv|)' /2| Du— Dv|*/?
S s

< C/ [F(|Dul)|Du|]'/>F (|Du— Dv|)"/?|Du — Dv|>/?
N

1/2

<C (/S1 F(|Du)|Du—Dv2) v (/Sl F(|Du—Dv|)|Du—Dv|Du|>

<c(f 1F<|Du>|Du—Dv2)1/2 (f lg<|Du>|Du|)l/2

<c.p (/Sl G(Dul))l/2

. L /2 . 1/2
<clcigil o [ c(pu-pi)+coigg || [ G(Dul)
JB B

R R

G () G<|Du|>)'/2+|3;|“5(”)] |/, ctoa)]

1(1_1 1,1(1_1 1(1_1 1/2
- [IBH”) .. a1 ) s D (6o ]

R

1/2
<C-

1(1 1 8 1(1 1
<c 2 Pto) [ Goup + 8z 269
R - R
R
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Portanto juntando as estimativas em S; e S lembrando que S1US; = B} temos para uma
constante C > 0 que depende somente de n, g, G(1) a seguinte desigualdade:
11 (11 11 1(1_1
| cu-pvhc- | (144 igg 63 [ Gaoul-+img e o]
BR BR
Sendo [B}| = |B{|-R" com R € (0,1) a desigualdade acima implica na seguinte

| Glpu-pi) <c- {RS(H) | Gtiou) +R"+3(H)} | 63)

R R

Afirmacio 6.0.1. Existe uma constante C = C(n,go,0) > 0 tal que para todo 0 < r < R tem-se

/Br G(|bv|) <C [(%)”/B; G(|Dv\)+r”G(d>)] _

Para 0 < r < R/2 usando a estimativa 5.19 temos
| 6Dy < 7 supGipv)
B, B

< r"supG(|Dv|)
+

By

<c {(19/3; G(]Dv\)—i—r"G(CID)] .

Quanto ao caso em que § < r < R temos a desigualdade 6bvia

/Br+ G(|Dv]) < 2" <£>/Bz G(|Dv]).

Isto prova a Afirmacao 6.0.1.
Como G(|Du|) < C(G(|Dv|) + G(|Du—Dv))), e ® < ||§||c1.« < 1 retiramos a de-

pendéncia de ® da constante C > 0 obtendo para todo 0 < r < R

/B,+ G(|Dul) < C(g0) Vw G(|Dv|) + /B,+ G(|Du —Dv|)}
= {(%)n [ 6ty +ar &6 [ G(ouy+rHG3)

<c[{ )+ [ cum v )

Agora aplicando o Lemma 2.7 em (LEITAO et al., 2015) com w(r) = Jp+ G(|Dul),
oa=nef =A € (0,n) temos para todo A € (0,n), uma nova constante que vai depender de
A,80,0,G(1) e pela Proposic¢do 6.0.1 ndo depende de w(3/4), de modo que

. G(|Dul)dx < CA)r*, Vre(0,3/4).
B
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Fazendo A = h— 1 +n, para todo & € (0,1) temos

G(|Du|)dx < C(R)F" 17" Yre (0,3/4). (6.4)
Bf

Dai obtemos

| Gpu-pr) <c: {RSG_}/) [ cpul +Rn+3(,i—3,)}

ST

<C [R (5*5) . Rth—1 +Rn+g<;;>} |

Assim denotando 6 = 5 <% - %1) € (0,1) e pedindo que i € (1 — 6, 1) chegamos na seguinte

estimativa:
/ G(|Du— Dv|ydx < C(m)R™ O, 6.5)
BR

Logo queremos & € (0,1) de modo que 6 + /7 — 1 > 0. Esta € a primeira restri¢do para h.

Agora temos usando desigualdade triangular
G(|Du— (Du),[) < C(g0)[G(|Du—Dv|) + G(|(Dv), — (Du),|) + G(|Dv — (Dv),|)],

G(|(Dv)r = (Du),|) < r™" /B+ G(|Du—Dvl),

segue que

/Br+ G(|Du— (Du),|) < C(go) {2/&+ G(|Du—Dv)) +/Br G(|Dv — (Dv),|)] _

Para o segundo termo do lado direito da desigualdade acima temos:

/Bf G(|Dv—(Dv),]) < /Bf G (r_” /B,.* |Dv(x) —Dv(y)|dy) dx

§/ G(r‘”/ osc3+|Dv|> dx
B B r

=r"G <0scBr+ |Dv|> :

Afirmacao 6.0.2.

G | sup |Dv| | <supG(|Dv|).
+ +

B

Bg)» R/2
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Seja (x,) € B},

/2 tal que

|Dv(x,)| — sup |Dv],

+
BR/2

pela continuidade de G temos:

G(|Dv(x,)|) — G | sup|Dv|

R/2
Suponha por contradi¢cdo que vale
sup G(|Dv|) < sup |[Dv| |,
By B;/z

entdo existe n; € N tal que

sup G(|Dv]) < G(|Dv(xn,)|) <G sup |Dv|

R/2 R/2

Porém x,, € B; /o € por defini¢do de supremo teriamos

G(|Dv(xn,)]) < sup G(|Dv]).

+
Bg)»

Assim chegamos a um absurdo e fica provado a Afirmacao 6.0.2.
Para 0 < r < R/2 usando as desigualdade 5.17, 5.18 ¢ 5.19, juntamente da Afirmagao

6.0.2 temos as estimativas:

G(oscBﬂDvy)gcwl).(Ig)G G | sup|Dv| | + G(@)R®

+
BR/z

SC-(I%)G IS;}}/IzG(IDVI)+G(<I’)R‘y
<cC. (1%)6 [R—" /B (]Dv\)+G(CI>)+G(CI>)RG}
<C

[ —"/ G(|Du|) + (1 +R°)G (cp)} ,
Dai pela desigualdade 6.4 vemos que

G (Osch |Dv|> <c. (%) g [Rh—l +(1 +R")G(<I>)}

<c. (%)G [Rh—l +Rh—1G(c1>)} ,
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isto € para uma constante C = C(n,G(1),8,g0) > 0 que ndo depende de P pois no nosso caso
® < ||¢]|c1e < 1, obtemos

G (oscBr+ |Dv]) < CroR'1-0.

Substituindo essa estimativa juntamente com 6.5 temos:

/Bf G(|Du— (Du),|) < C(go) [2/&* G(|Du—Dv|)+ "G <0scBr+]Dv|>]

<C [Rn—b—e—i-h—l I rn—}—aRh—l—O'} .
Para R = r’ vemos que
G(|Du— (Du),|) < C [rs(n+9+h—l) _’_rn—b—G—i-s(h—l—G)} .
Bf -
Assim queremos que s > 0 satisfaga as seguintes condigdes:
l.ot+s(h—1-0)>0=5< 175
2. s(n+0+h—1)>n=>s>

n+93—h—1 :
Entdo pedimos que 4 € (1 — 6, 1) seja tal que

n < (e
n+60+h—1 1—h+o’

Isto é

(l—h+o)n<omn+60+h—1)=on+06—o(l—h),

se somente se

(1—h)(n+0) < o8,

que € equivalente a

co oo
1-h< S 11— <h
n+o n+o
Note que como 6 < n isso implica que
<o <,
n+o
além disso
0
-2 S1-0.

n+o
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Portanto fixamos 4 € (0, 1) tal que
c6

n+o’

h>1-—

Entdo para s € ( O 17;; G) fixado, temos que existe um y € (0, 1) dependendo
somente de 1, d e g tal que
. G(|Du— (Du),|)dx < Cr'tr, vre (0,1/2),
B/
onde y =min{o +s(h—1—0),c(n,0)}, C=C(n,go,0,G(1)) > 0. A partir desta estimativa

com a Afirmacdo a seguir mostramos que o gradiente de u pertence a um espaco de Campanato.

Afirmacdo 6.0.3. Existe u € (0,1) tal que para todo r € (0,1/2)
/+ |Du— (Du),|dx < C-7"™* (6.6)
B;
Seja T € (0,7/go) temos dois casos a considerar. O primeiro caso é quando ocorre
/ |Du — (Du),|dx < r'*7,
BY
entdo basta tomarmos y = 7. Suponha entao que temos
/ Du— (Du),|dx > "%,
B
Entdo usando que a fungdo H(t) = G(t) — G(t)t é crescente parat > 1 juntamente com
r_”_r/ |Du— (Du),|dx > 1,
B
temos
G (r—"—f / Du— (Du),|) > G(1)r"* / Du— (Du),|.
B} B}
Por outro lado usando (G|) juntamente com a convexidade de G temos

G (e [ 1w ) < clemaxtr 951,696 (7 1D (0 ])

< C(go)r T80ty / G(|Du— (Du),|) dx
B/

S Cr_T(g0+1) . ry
Assim obtemos para todo r € (0,1/2) com C = C(n,6,G(1),g0) >0

/B+ |Du— (Du),|dx < C- "7 780,
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e tomamos (L = ¥ — 1go € (0,1). Entdo da mesma forma que na demonstracdo do Theorem
1 em (LIEBERMAN, 1988), isso implica pelo Teorema de Campanato em (GIAQUINTA;
MARTINAZZI, 2013), capitulo 5 que Du € Z1"H (BT/Z) ~ COH (B;r/z). Além disso sendo
as seminormas destes espagos equivalentes obtemos a estimativa que desejdvamos para uma

constante C = C(n,6,G(1),g0,9,a) >0
[Du] o 8, =€
O

A estimativa obtida no Teorema 6.0.1 implica na seguinte desigualdade para a norma

Holder da solugao:

ellctaap < € [l o + 10llcraay + &~ (Lfllsap)] 6.7)

Observacao 6.1. Agora consideremos uma semi bola qualquer de raio R > 0, e o problema de

Dirichlet
Ngu=f em B};, u=¢ em Bg. (6.8)

Entdo pela Observagdo 1.1 tem-se que para todo y € BT ur(y) = MT, Pr(y) =

e fr(y) = Rf(Ry)

0
Agur = fr em BT, ur =¢r em Bj.

Note que

1—n

||fR||Lq(B]+):R "||f||Lq(B;) ¢ [D”R]CO-#(BT):R'U[D”]CO-,#(B;)'

Além disso a norma Holder da funcdo escalonada pode ser escrita como

[ .
||I/tR| |C1*“(BT) - T + ||Dbt| |Loo(B;€) +R [DM]CO,;L(B;D.
Definimos a seguinte norma
1
[ll g = el =) + RIIDul =55 + R P [Dit] o .

. « B .
Assim vemos que |’””C1=#(B;) = RH”RHCL#(BT)- Portanto a partir deste fato e da
desigualdade 6.7 aplicada a fungdo ug obtemos a seguinte estimativa para solugoes fracas do

problema de Dirichlet 6.8
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el < € (1l 191 oy +R- 8 RN i) 69)

Em particular, tem-se

||M||Lw(3}r) ||¢||Clzx
R R

TR Ao )] . (6.10)

1Vull =57,
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7 APLICACOES A PROBLEMAS DE FRONTEIRA LIVRE

Por fim neste trabalho de tese vamos utilizar a estimativa obtida no Teorema 6.0.1
para generalizar resultadas sobre fronteira livre presentes em (BRAGA; MOREIRA, 2022).

Denotamos a fronteira livre por F(u) := {u > 0} NBj.

Definicfio 7.0.1. Seja 0 < u € C%(Q) e 0 < W uma fungao limitada em F(u). Dizemos que ¢

toca u por baixo em xo € F (u) e denotamos isso por ¢ < u em x se

@ € C'(Bs(x0)), ©(x0) = u(xo), @(x) < u(x) Vx € Bs(xo) para algum 0 < § < dist(xg, Q).

Além disso, se ¢ € C'({¢ >0} NBs(xo)) dizemos que @ é regular no lado positivo.

Por fim, dizemos que a Condicdo de Fronteira Livre
|Vut(x)| < w aolongode F(u),

é satisfeita no sentido da viscosidade quando: 0 < @ < u™ em xo € F(u) NF(@), onde ¢ é uma

fungdo regular no lado positivo com a fronteira livre C' em torno de xo onde tem-se

|ov(x0)| < Y(x0).

Denotamos v o vetor normal interior a F (@) em xq, apontando para dentro no conjunto positivo

{p > 0}.

Definicao 7.0.2. Dizemos que ¢ € C 170‘(3%) satisfaz a transigdo de fase degenerada, em inglés

usamos a sigla (DPT), se
VxeBY talque @(x)=0 tem-se |Vo(x) =0.

Agora vamos enunciar a primeira aplicagdo que € uma estimativa do gradiente até a

fronteira para solucdes de Problemas de Fronteira Livre.

Teorema 7.0.1. Sejam ¢ € C%(BY) para algum a € (0,1),f € LY(B]) com g >n e u €
c? (E) N WI’G(BIL) solucdo do seguinte problema de fronteira livre:

.

Neu=f em {u>0}NBJ
|Vu™| <y aolongode F(u)

u=e@¢ em B(l)

| @ satisfaz (DPT)
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Aqui, 0 < y é uma fungdo limitada em F (u). Entdo ut € C% l( 1 /8) com a seguinte estimativa

~1
IVa Il e By =€ sup W[l =gy + Nullwro gy + 1 @lleraso) +&7 (1 lasr)
Além disso, no caso em que a condicdo (DPT) é substituida por "u é uma subsolucdo global, "isto
é

Neu>h em Bf, helLiB).

Entdo vale a estimativa

Vi ]l By = C | sup W [lulleap) 1 @llcram) +& NIl asr)) + 87 (1| aat))

F(u)
Aqui, C =C(n,q,G(1),G(1), 80,8, 0) > 0

A prova deste resultado € feita seguindo os mesmos passos de (BRAGA; MOREIRA,

2022), com isso em mente vamos enunciar alguns resultados que serdo utilizados.

Lema 7.0.1 (Degenerate phase transition and C'"*-regularity). Seja ¢ € C'%(BY) satisfazendo a

condigdo (DPT). Entdo ¢* € C1%(BY) com a seguinte estimativa

H(piHClwa(B?) S H(pHcl,a(B(l)).

Além disso, a reciproca também é verdadeira isto é, se ¢ e ¢ sdo C1*(BY) entdo ¢~ € C*(BY)

e vale a (DPT).
Demonstragdo. Ver no Lemma 10.1 em (BRAGA; MOREIRA, 2022). L]

O préximo resultado € obtido a partir da investigagdo do comportamento das solugdes
em pontos ndo tangenciais. Isto é, pontos na fronteira da semi bola que projetam-se nao

tangencialmente sobre a fronteira livre.

Proposicdo 7.0.2 (Trace estimate on the fixed boundary). Seja u € W,>(B}y) NCO(B;) solucao
do seguinte problema de fronteira livre

.

feLIBE), g>n
|Agu| <|f| em {u>0}NB}

|\Vut| <y aolongode F(u)

_ 0
(u=¢ em By,



118

0

onde 0 < W é uma fungdo limitada em F (u), e ¢ € C*'(BY). Entdo para todo x € B)

/2 tem-se

@T(x) <C-Tg-dist(x,{u < 0}),

onde
[P —
Tg = S‘(JP)‘//‘“ [‘P]CO-,I(B%) + R +g (R ¢ ||f||m(3§)> .
F(u
Aqui C =C(n,d,80,9) > 0.
Demonstragcdo. Ver em Proposition 8.2,(BRAGA; MOREIRA, 2022). ]

A geometria das funcdes barreiras de Pucci construidas em (BRAGA; MOREIRA,
2022) que tocam a fronteira livre s@o utilizadas para mostrar que "perto"da fronteira livre,
solugdes de equagdes ndo lineares envolvendo o operador g-laplaciano sdo controladas por cima

pela distancia para o conjunto de negatividade das mesmas.

Proposicao 7.0.3 (Control of the solution near the free boundary by the distance to the negative

phase). Seja u € WI’G(BIJQ) nco (B_;) solucdo do seguinte problema de fronteira livre:

loc

(
feLIBE), q>n

Vogl <] em {u>0)nB;

|Vut| <y aolongode F(u),
\

onde 0 < y é uma fungdo limitada em F(u). Entdo existe uma constante universal C =
C(n,q,80,0) > 0 tal que
ut(x) < C-Mg-dist(x,{u <0}),

Vx € B;R/4 N{y € B}:dist(y,{u <0}) < |y—y|},

ondey = (y1,...,yn—1,0) paray = (y1,...,yn) €

||MHL°°(B;§)

. —1/pl=2%
Mg = ;l(lglll‘f' R 8 (R [ f1lLasy))
Demonstragdo. Ver Proposition 7.1 em (BRAGA; MOREIRA, 2022). (]

Lema 7.0.2 (Continuation lemma for positive part of subsolutions across the free boundary).
Seja U C R" um aberto limitado. Assuma que u € WIIO’CG({M > 0})NCO(U) tal que Ngu > f no

sentido das distribuicoes em {u > 0} onde f € L} (U). Entdo
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1 utew o)

loc

2. Agu+ > — [ no sentido das distribuicoes em U.
Demonstragdo. Ver em Lemma 9.2, (BRAGA; MOREIRA, 2022). (]

A proposicdo a seguir € uma generalizacao da Proposicdo 10.1 apresentada em
(BRAGA; MOREIRA, 2022). Ela constitui o ultimo componente necessario para a demonstra¢ao
do Teorema 7.0.1. A abordagem utilizada é a mesma, baseada na aplicacdo da estimativa do
traco da Proposicdo 7.0.2 e no lema de continuidade para subsolu¢des na fronteira, permitindo,
assim, a extensdo global da estimativa da Proposi¢ao 7.0.3. Como foi apontado no Remark 10.1
do mesmo artigo, agora com a presenca das estimativas C"% até a fronteira (Teorema 6.0.2)

podemos eliminar a restri¢do que 14 € feita para equagdes que envolvem o operador p-laplaciano.

Proposicao 7.0.4 (Control of the solution by the distance to the negative phase). Seja ¢ €
Cl"x(B(f) para algum a € (0,1) satisfazendo a (DPT) em B(l). Assuma que u € WI’G(BIL) N
c? (BT) é solucdo do seguinte problema de fronteira livre:
(

feLiB]), g>n

Dgul |f| em {u>0}nB}

|Vut| <y aolongode F(u)

— 0
(u=¢ em Bj.
Entao

ut(x) <C-M-dist(x,{u<0}), Vx €& B;r/z,

onde

M = (Is;(u;w 101151050, + ||uHLm<Bl+>+g1<Hme<Br>>+H“wawn) |

Se a condicdo (DPT) for substituida por "u é subsolucdo global, "isto é no sentido das distribui-
coes temos

Aqu>h em BT,

para alguma h € L1 (BT), entdo a estimativa acima é verdadeira com M trocada por

M ¢:M+g_1(||h||m(3]+))-
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Demonstragdo. A prova é feita de forma similar a da Proposition 10.1 em (BRAGA; MOREIRA,
2022), com algumas alteracdes quanto a aplicar estimativa C1* até a fronteira obtida no capitulo
anterior. Ao longo da demonstracio estaremos sempre denotando por C uma constante positiva
que depender somente do parAmetros universais 1, gg, §,G(1),G(1),q.

Passo 1: A estimativa € verdadeira para pontos que estdo mais proximos da fronteira

plana do que o conjunto negativo {u# < 0}. Mais precisamente

ut(x) <C-M-dist(x,{u <0}), Vx € BT/Z,

sempre que

Vx € B;eL/z N{y € B} : |y—y'| < dist(y,{u <0})}.

Seja xo € B;“/z N{u > 0} tal que

dy = |xo — x{| < do := dist(xo,{u < 0}).

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet:
(

feLiB), g>n

A = —|f| em B;r/4

I'=u" em OB

L 3/4°
A existéncia de uma solugdo I' € WLG(B;F/ ) NL™(BY ) 4) no sentido das distribui¢des ¢ garantida

pelo Teorema 2.3.1. Uma vez que pelo Lema 7.0.1 ¢ € C1%(BY), entdo as estimativa 6.10
obtida no capitulo anterior, juntamente com a estimativa L™ na Proposicao 2.3.2 e a obtida na

Proposicdo 6.0.1 implicam nas seguintes desigualdades

- - -1
Ty < € g 19 lenaa & U1l )

3/4
< C il oty + I9llcragty + (1 )
<C 'N07

onde No = [l s+ 19l crcgaty + &~ ULl o))

Agora a estimativa do trago na Proposic¢do 7.0.2 nos diz que

(P+(x0) <C-Ti-dy,
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onde

T = (a;p)l/l—l—HuHLw 5 @0 g0y +87 (11 o >>-
F(u

Entao, sendo dy < d,

Llxo) < [V - g7 ) xo —x0| + ¢ (x0)

<C-Ny-|xo—xp| +@" (x0)

<C-Ny-dy+C-Ti-dy

<C-(No+T)-dy

<C- (;‘;I;W““HMHL” B}) +H‘PHC10¢3+ +g (|’fHLq(Bl+))> -dp.
u

O Lema 7.0.2 implica que

Al =—|f| < Agu" em B3+/4,

no sentido das distribui¢des. Entdo o principio da comparagao em Proposition 14.3 (BRAGA;

MOREIRA, 2022) nos da que u™ < T em B+

3/4° Em particular, no ponto xp temos

" (v0) < C- (;1(113)% [ +||<o||cl,a<31+>+g1<||f||m(31+)>) do.

No caso em que u é¢ uma subsolucao global ao invés da condi¢dao (DPT), a prova na
verdade é mais simples uma vez que ndo precisamos usar o lema da continuagdo (Lema 7.0.2).

Neste caso consideramos uma nova barreira solu¢io do seguinte problema de Dirichlet:
(

feLiB]), g>n

AJ*=h em B;L/4

I=u em 8B;“/4

N
As mesmas consideragdes se aplicam a respeito da existéncia de uma solugdo I'™* € Wl’G(BT) N
L=(B}). Entdo novamente a estimativa C & até a fronteira obtida no capitulo anterior, juntamente

com a estimativa L™ na Proposi¢do 2.3.2 e a da Proposi¢cdo 6.0.1 nos d4 que

||V < C-N,

L B+

onde Ny = (|l 51+ 19l cregan) + 8~ (1Al s ))-
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Usando novamente a estimativa do trago (Proposicao 7.0.2), da mesma forma que

anteriormente obtemos:
[M(xg) <C-(Ny+Th) - do.

<C-:

50 Y+ e+ 19lcre +g1<\|fum<31+>>+g1<r|h\|m(31+>>] .

Como AJ* =h < Aguem B;“/ 4 1o sentido das distribui¢des, o principio da comparagdo implica

que u <I™ em B;r/4. Entdo u(xg) < I'*(xp) o que nos da

u™ (x0) = u(xo)

<c.

;?gwuuumw||<p||c1,a<39)+g—1<||f||m(31+>>+g-1<||h||m<31+)>] do.

Passo 2: A estimativa é verdadeira em geral para todo ponto de BT/Z.
Seja xg € BT/Z N{u > 0}. No passo 1 mostramos que quando dy < dy entdo
ut(xg) <C-My-dy ou ut(xp) <C-Mj-dy,

onde

iy = [;1(1;;W+ ull =y +H<P||cw<3?>+g1(|’f||Lq<BT>>] !

Y

M; = [;?%w+||u|rmgﬁ+ 10l crasn +& 1A ogsey) + &~ (Al Lagss)

dependendo da condi¢ao (DPT) ser satisfeita ou que u seja subsoluc¢do global. Agora caso
tenhamos

dy = |xo —x(| > do = dist (xo, {u < 0}),

temos pela Proposi¢do 7.0.3

u"(x0) <C-Mj -dy,

onde

M, = ISUl(lf;ll/-l-H“Hm(Bl*)“‘gI(HfHLq(Bf))

O resultado fica provado observando que M; < max{M;,M;}.
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7.1 Prova do Teorema 7.0.1
Sejam
x0 € By s N{u >0}, 0<do:=dist(xo,{u <0}) = |xo—yo| < diam(B}) =2.

Assim temos
1
X0 — xp| = (x0)n =: dy < 3

Utilizando a mesma notacdo que em (BRAGA; MOREIRA, 2022) definimos

A supp () W+ 1l =gy 10l lcrago) + 87 (f 1 o)
0=

SUPf () W + |[u] |L°°(B]+) + /o] |C1’0‘(B(1)) +g (IIf] |Lq(Bl+)) +& (||l |LQ(BI+))7
dependendo de ¢ satisfazer a condicdo (DPT) ou u ser uma subsolucdo global. Provaremos os
dois casos a0 mesmo tempo.

Caso 1: dy < |xp —xol| =dy < %

Note que neste caso temos By, (xg) C {u >0} N B; . Entdo usando a estimativa C'*
interior na bola By, (x0) como enunciado em Proposition 13.1, (BRAGA; MOREIRA, 2022)
porém demonstrado por G.Lieberman em (LIEBERMAN, 1991), juntamente com a Proposi¢ao
7.0.4 obtemos para constantes C = C(n,q,g0,5,G(1),G(1)) >0e E; = E{(n,q,8,80) >0

ut(x 1=t
vt o) < B (00 sy )

§E1'(C~A0+Ao)

SEl-(C—Fl)-Ao.

Caso 2: dy = |xg —xp1| < dp.
Dividimos este caso em dois sub casos.
Sub caso 2.1: f—g <dy = |xo—x;| < dp.
+
Neste caso observamos que By, (xo) C B] /4
como dy < d isso implica que § € {u > 0}, e por desigualdade triangular

N{u > 0}. Com efeito, dado & € B, (xo)

1 1
(61 <18 —xol+ x| <dv+5 < 7.
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Entio de forma analoga ao caso anterior aplicamos a estimativa C:* interior na bola By, (x0)

juntamente com a Proposi¢ao 7.0.4 para obter

ut(x L1-n
9t o) < B (2l i, )
ut(x _ 1-2
§16E1'< (O)+g '(d, q||f||L‘I(BdV(x0))))

<16E;-(C+1)-Np.

. / d,

Sub caso 2.2: |xo — x| < Tg.

Neste caso o0 ponto xq estd mais proximo de B(l) do que do bordo de {u < 0}. Entdo
precisamos mudar de estrategia e usar a estimativa C1** até a fronteira demonstrada no capitulo
anterior.

5o e +
Afirmagdo: xo € Bd0/8(x0) CBy);,N {u > 0}.

Com efeito, lembrando que dy < 2 temos para & € Bz;o /8(x6),

[E1 < 1€ —xol+ |xo)

do
<
=3 —I—\xol
- do n 1 - 1
-8 82
Além disso B;;O/g(xf)) N{u <0} = 0, pois caso contrario tomando & € B;;O/S(x{)) N{u <0}
teriamos
. do
do < |xo— éo‘ <diam (B;;O/S(x{))) = e

Isto gera uma contradi¢do pois do > 0, e fica provada a afirmacao.
Agora sendo B:{O /8 (x() C BT/2, a Proposicdo 7.0.4 nos diz que
wh(y) <C-Lo-d(y) Yy € By (xp),
onde d(y) = dist(y,{u <0}). Da mesma forma que em (BRAGA; MOREIRA, 2022) podemos

. . . . + / . + /
fazer a estimativa acima ser uniforme em B /8 (xp)- Com efeito, Vy € B do8 (xp) temos

d(y) —do| < |y —xo0| = d(y) < do+|y—xo0| <do+[y—x5|+ x5 — ol

d
§d0+§0+dv < 2dj.
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Assim obtemos
+
||ua ||L°°(B;0/8(x6)) <2C- Lo dp. (7.1)

Como ¢ = ¢ em B} /8( x;) € do < 1, usando 7.1 obtemos

H(PHCI (BY o (xt o]l > ( o
*(By, 5 (% )) L (x0)) d,
dg/8%0 d0/8 0 0
d o +Voll - (BY, 55 mt (g) [V¢]C0’a(320/3(x6))
om0 ) o
dg/8'%0 do
g 190l () 0o

<16C- Do+ 2l[@llcragm )

< (16C+2)-Np.

Por fim, sendo u = u™ em B;{O (x() usando a estimativa 6.10 temos para constantes

C =C(n,q,80,08,G(1),G(1)) > 0, e pelas desigualdades acima

Vuo)ll < [Vl =g | ()

||u||L°°(BO () ||(P||C1a BY () _n
~ dy/8 X0 do/8 Xo 1 dO
<C- %00 + %0 T8 ((g) ||f||Lq (B s )))
Nt e ooy 19l oo
~ dp/8170 dy/8\10 _
<C- A (11 lzsca) )

< C-[16C- Ny~ (16C+2) - No+ L]
<C-Ay.

Assim analisando todos os sub casos chegamos a conclusdo que para uma constante D =

D(n,g0,8,G(1),G(1),q) > 0 tem-se

Vu(x)| <D- Ny, Vxe B1+/8 N{u>0}=:J. (7.2)

Dado 1 < p < oo, como u € C1**(J) e pela desigualdade 7.2 vemos que u € W'P(J). Em
particular temos que para todo p > 0,up := (u—p)* € Wl» (BT/S)

De fato, temos

Vol =57,y < ltplhy1=s: o < (D+1)+ Lo,
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Além disso,
lup (x) —ut (x)| = |(u—p)" —u"| <p, Vxe BT/S.
Logo quando p — 0" temos que up, — u" uniformemente em B

1/8°
Lp(Bt i anci + Lp(p+
WHP(B, /8) reflexivo temos a menos de uma subsequéncia que up — u™ em W'"(B| /8).

Entdo sendo o espago

Portanto temos as seguintes estimativas

+ . .
|[Vu ||Lﬂ(31+/8) =< lll)rg%)ﬂfHV”PHLﬂ(Bf/g)

+ 11/P i s
< Byl 111;3})2fHV”pHLw(BI+/8)

< B[P (D+1)- 2

< (|By gl +1)-(D+1)- Lo

Isto implica pelo Theorem 2.14 em (ADAMS; FOURNIER, 2003) que u* € W1 >=(B;

1/8) -
CO,](B+

| /8), com a estimativa

’|Vu+HL°°(Bl+/8) < (’BT/8| +1)-(D+1)-A,.

Desta forma concluimos a demonstracao do Teorema 7.0.1.
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8 APLICACOES A PROBLEMAS DE PERTUBACAO SINGULAR

Nosso objetivo serd investigar estimativas Lipschtiz até a fronteira de solu¢des do
seguinte problema:
.
fELIBf) com g>n
Agite = f+ Be(ue) em By

(8.1)
ug >0 em B

(Ue =@ em B(l),

onde u, pertence a C? (B_1+) para qualquer 0 < € < 1. Quanto ao dado de fronteira consideramos
pecche (B(l)) e também assumimos que ¢ > 0 converge para a delta de Dirac &) quando € — 0.

Mais precisamente,
1, /t
B € C°(R), com supp(B) C [0,1] e definimos Be(r) := Eﬁ (E) paratodo 0 <e < 1. (8.2)

Novamente iremos utilizar a estimativa obtida no Teorema 6.0.1 para generalizar
os resultados obtidos em (BRAGA J. M; MOREIRA, 2023) do problema com o operador p-
Laplaciano para o g-Laplaciano. A motivacdo para estudar este tipo de problema vem das
aplicacdes na teoria de propagacao de chamas. Da teoria desenvolvida por Luis Caffarelli, Noemi
Wolanski e Claudia Lederman nos anos noventa, € razodvel esperar que solucdes do problema
de pertubacdo singular como enunciado acima, convirjam num sentido adequado para solucdes

fracas do seguinte problema de fronteira livre:

(

Agu= f em Bf N{u> 0}

Vu| =C em Bf Nd{u>0}

\u =@ em BT.

Usamos a regularidade Lipschitz até a fronteira das solu¢cdes do problema de fronteira
livre do capitulo anterior para obter a regularidade desejada para a familia de solug¢des do
problema 8.1 {u¢ }¢~0, com € > 0 pequeno. Seguimos a mesma estrategia adotada em (BRAGA
J. M; MOREIRA, 2023) usando as estimativas do traco, 14 os autores trataram do problema de
pertubacio singular com o operador p-Laplaciano e com o lado direito da equag@o sendo uma
funcdo limitada. Aqui iremos melhorar o resultado obtido trocando o operador pelo g-Laplaciano
para uma funcdo g satisfazendo (CP) e (CQ). Além disso o lado direito da equagdo serd uma

funcdo ndo limitada que mora no espago de Lebesgue LY com g > n.
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Para € > 0 definimos os seguintes conjuntos
Q. :zﬁﬁ{u,s <e} e Se:={x=(x1,..,x,);0 <x, <€}
Utilizaremos a seguinte estimativa do traco demonstrada em (BRAGA J. M; MOREIRA, 2023).

Proposi¢iio 8.0.1 (Estimativa do trago na e—strip). Seja f € LY(B}) comq>ne ¢ € C1*(BY).
Considere ug € WH6 (B )N O (E) uma solugdo fraca ndo negativa do seguinte problema de
pertubagdo singular

Ngtte = f+ PBe(ug) em Bf

u=e¢@ em B(l)

B satisfaz  8.2.

\

Entdo para qualquer xy € Qg N Se ﬁB;L/2 vale a seguinte estimativa

9(x5) < C- 1+ [@lcor gy +8~ (1 flluagap) + 1 Belloy)] -
onde x(, = xo — (0, ...,0, (x0)n) e C = C(n,806,q) > 0.
Demonstragdo. Ver em (BRAGA J. M; MOREIRA, 2023) Proposition 5.4. U

O préximo resultado € uma generalizacdo da Proposition 6.2 em (BRAGA J. M;

MOREIRA, 2023).

Proposiciio 8.0.2. Seja f € LI(B]) com g >n e ¢ € C%(BY). Considere us € WH4(B{) N
c? (f) uma solugdo fraca ndo negativa do seguinte problema de pertubagdo singular

4

Noute = f+ Be(ue) em BT
Ug =@ em B(l)

B satisfaz  8.2.

\

Entdo, para 0 < € < % temos

||V”£||L°°(Bl+/zm£zg) <C: [H' |lute|| =5 +||‘P||Clv0<(13‘l))4‘<€’_1(||f||m(131+)+ |1Bellz=(®)) |

onde C =C(n,q,80,6,G(1),G(1)) > 0.



Demonstragdo. Durante a prova iremos utilizar o seguinte fato

& (1f + Belue)lasr)) < Cn.@)g™ (11 o) +11Bell=(w))-
Seja xg € B;“/z M Q. Trataremos dois casos separadamente.
Caso 1: dist(xo,B}) > €.

Observe que neste caso B% (x0) C Bf . Com efeito, dado y € Bg (x0) temos

E
Yn > (XO)n - b’n - (XO)n| > 5 >0,

e 1
1y < Jyn —xo| + |x0] < Sty <l

Entdo usando a desigualdade de Harnack como no Theorem 3.1 em (BRAGA, 2018) temos

) € Hglo (1_3) —1
<( f + (= + w
. lgl)”e = ?;gxo)us <2> 8 (||f||Lq(B,+) |1Bellz=(r))

1 n

1 (1=n
<c. M+(§)“< ">g“<||f||m<3r)+||B8||L°°<R>>] e

S

<C- [1 +g_1(||f||Lq(Bl+) + ||/38||L°°(R))] &
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Entio a estimativa C1*% interior aplicado na bola B% (x0) como enunciado em Proposition 13.1

(BRAGA; MOREIRA, 2022) juntamente das desigualdades acima nos da que

e | =B (x0)) 1
|Vite (x0)| < C- [% +g ! ((;) (IIf + ﬁg<u£)|qu(Bl+)))]

<C- (187 (Wl sy +11Bell=m))]

Caso 2: dist(xo,B}) < €.

Consideremos o problema de Dirichlet

Agwe = f em B;'/g

We = Ug cm aB;_/s

A existéncia de uma solugdo we € WG(BY

7/8 7/8

NL*(BT,.) no sentido das distribuicdes é garantida
¢ g

pelo Teorema 2.3.1. Dai usando 6.9 juntamente com a estimativa L™ na Proposicdo 2.3.2 e da
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Proposicdo 6.0.1 implicam nas seguintes desigualdades

||VWs||LwB+ )<C [||w€||LmB+ +||§D||C1a30 Shel (||f||LqB7+/8))}

C- [l + 19Nl craqu +& U1 last)]

SC'va

onde

Ny = [!lueHLw(Bl*)+ 10l 1) +g*1(|\fHLq(Bl+))] .

Como Agwe = f < Ague em B;“ /g O sentido das distribui¢des, segue do Principio da Compa-

racdo que ug < weg em B+/8. Entdo para0 < & < 16 sendo xg € Bl/2 temos que Bz‘,3 (x5) C B;r/4,

daf para todo y € B, (xo) vale o seguinte

we(y) < IVWell gz () - [¥ =0l 4 we (x0)
< C-Ny - |y —xo| +we(xo)

< C-Ny-2€+ug(xp).

Por outro lado uma vez que neste caso xy € Sg, a estimativa do traco Proposi¢cao

8.0.1 nos permite fazer as seguintes estimativas

ue(x0) = @(x0) < C- |1+ [@lcor oy + &~ (fllasy) + HBSHL‘”(R))] €

Assim obtemos para0 < € < c ey € B_;g(x{))

ue(y) <C- [1 +lue]| =) F 1@l cras) +g71(||f|’L4(B'l*') +1Bellr=r)) | € (83)
Agora como ¢ = u, em BY temos

10llcram ) 110l
(B (x))) L= (B, () o
; < . FIVOllL=(, () + (28) % [VOlcoam (v

[luel] o BT ) .
S VOl )+ )% VOlcoam, )
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Entdo usando a estimativa até a fronteira 6.10 em BELS (x(,) juntamente de 8.3 temos

Vg (x0)| < ||Vus||Lw(B%8 (h)

C. [HMSHL""(BZE(;;())) ||(p||cloc (BY, ()

€ et

—|—g_] ((28)1_2||f—|-Be(Me)||Lq(Bz+e(X6))>]

Hu8||L°"(B+ (x))) _ _n
<C [2'¢+H¢ch(3§’)+g ! ((23)1 "||f+ﬁ£(”8)||m(32+8(x’0))>

C- 1+ el st + 1l lctaquy +8~ (1S Laqar) + l1Belliomy)] -
Portanto a partir da andlise dos dois casos podemos concluir que para uma constante
C =C(n,g0,8,G(1),G(1),q) > 0 tem-se
[Vate(x0)| < C- [ 1+ [l =gy + 19 llcraquy +87 (1 agas) + 1Belloey)] -
[]

Finalmente estamos prontos para enunciar o principal resultado deste capitulo. Sua

demonstracdo aqui € feita seguindo as estrategias em (BRAGA J. M; MOREIRA, 2023).

Teorema 8.0.3. Seja f € LY(B[) comq>ne ¢ € CH%(BY). Considere ue € W6 (BY) mco(f)

uma solucdo fraca ndo negativa do seguinte problema de pertubacdo singular

;

Ngtte = [+ Be(ue) em BT

Yue=¢ em B(l)

B satisfaz  8.2.

\

Entdo, para 0 < € < % temos

19l Gy < € [+ el oy + 10lhy +.87 1 oty + 1Belca)
onde C = C(n,go,8,G(1),G(1),q) > 0.

Demonstragdo. Seja xo € BT, novamente consideramos dois casos.

1/8’
Caso xg € Qg , entdo pela Proposicao 8.0.2 temos

Vie(x0)| < C- [T+ el + 191l craqan +& U1 llagp) +11Bel l=my)] -

Caso xo € {ue > €}, entdo denotando vy = ug — €, como supp(fe) C [0,€] segue

que Be(ug) =0em {ue > €}. Dai temos que a fung@o v, é solugdo no sentido das distribui¢des
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do seguinte problema de fronteira livre

(

ANgve =f em BT/z N{ve >0}

[Vve| <y em F(vg)

0
1/2°

Ve=@—€ em B
\

onde tomamos

W) = C- [Ut el + 19l craga + 8 U1 ooy +1Bel l=(xy)]

para C = C(n,go,8,G(1),G(1),q) > 0 a mesma constante da Proposicio 8.0.2. Pois sendo
F(Vg) = a{Vg > O}QBT/Z C {I/lg S 8} F\IBT/Z = Qg_ ﬂBT/Z,
segue da Proposicao 8.0.2 que

Voe(x)| < |[Vitel (0 sy < W) V€ F(ve).

Entdo uma vez que Agve > fem Bf“, segue do resultado obtido para solugdes de Problemas de

Fronteira Livre Teorema 7.0.1

Vg (x0)| < HVVSHLM(B]*/S)

<c.

30D ¥+ [Iel oy + 19~ €l +g_l(||f||m(31+))]

<20 [1+ el o gty + 1@l craa + & 1Al agary +11Bellmey)] -
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