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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos sobre a Algebra de Pinsker e a Propriedade K em teoria ergédica,
explicitando a conexao entre esses dois conceitos. Mais precisamente, o nosso objetivo
serd, estabelecer, por meio da Algebra de Pinsker, condicdes necessérias e suficientes para
que um automorfismo seja um K-automorfismo. Provaremos ainda que a propriedade K é
equivalente a propriedade K-mixing.

Inicialmente, estudaremos sobre a entropia métrica de uma particao de parti¢oes finitas e
enumeraveis e, posteriormente, passaremos a considerar a entropia métrica envolvendo
particoes mensuraveis. Em seguida, utilizaremos a noc¢ao de entropia métrica para definir
e caracterizar a Algebra de Pinsker. Por fim, passaremos ao estudo da Propriedade K,
apresentando sua caracterizacdo por meio da Algebra de Pinsker, bem como defini¢oes

equivalentes, e ainda apresentaremos trés exemplos classicos de K-automorfismos.

Palavras-chave: dlgebra de Pinsker; entropia; k-automorfismo; k-mixing; partigoes

mensuraveis.



ABSTRACT

In this work, we study the ergodic theoretical notions of Pinsker Algebra and the K
Property, stressing the relationship between these two concepts. More specifically, our
goal is to establish, via the Pinsker Algebra, necessary and sufficient conditions for an
automorphism to be K. We also prove that the K property is equivalent to K-mixing.

Firstly, we study the metric entropy of finite and countable partitions and, later, we
consider the metric entropy involving measurable partitions. Later, we use the notion of
metric entropy to define and characterize the Pinsker algebra. Finally, we study the K
property, presenting a characterization in terms of the Pinsker algebra, as well as equivalent

definitions, and we also present three classical examples of K-automorphisms.

Keywords: Pinsker algebra; entropia; k-automorphism; k-mixing; measurable partitions.
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1 INTRODUCAO

Em 1959, ao provar que os sistemas 2—shift e 3-shift ndo sdo metricamente
isomorfos, Kolmogorov introduziu uma classe de sistemas chamada de sistemas “quasi-
regulares”. Atualmente, tais sistemas sao chamados de K-automorfismos. Posteriormente,
em seus estudos em 1960, Pinsker construiu o Fator de Pinsker e introduziu a nocao
de sistemas com entropia completamente positiva. Além diso, Pinsker provou que um
sistema tem a propriedade K se e somente se tem entropia completamente positiva. Esse
trabalho tem como objetivo estabelecer uma caracterizagao da Propriedade K por meio
da Algebra de Pinsker. Mais precisamente, nosso objetivo é de estabelecer, por meio da
Algebra de Pinsker, condicoes necessérias e suficientes para que um automorfismo seja um
K-automorfismo. Além disso, provaremos que a propriedade K é equivalente a propriedade
K-mixing.

No segundo capitulo, estudaremos sobre entropia métrica de parti¢oes finitas e
enumeraveis, aonde seguiremos de perto a aparéncia original da Teoria de Entropia Métrica
apresentada por Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai na década de 1950, motivada pela
Teoria da Informacao. Ao longo do capitulo apresentaremos os conceitos de entropia de
uma partigao finita/enumerdvel, esperanca condicional, entropia condicional (via esperanga
condicional) e entropia de um sistema dindmico. Além de apresentar tais conceitos,
apresentaremos algumas propriedades que serao uteis ao logo de nossos estudos.

No Terceiro capitulo, estudaremos sobre particoes mensuraveis que, possi-
velmente, possuem uma quantidade nao-enumeravel de atomos. Iniciaremos o capitulo
estabelecendo algumas relagoes entre o-algebras e particoes mensuraveis. Logo apos,
apresentaremos a definicao de Entropia Condicional para particbes mensuraveis via Desin-
tegracdo de Rokhlin (Teorema 3.1.7), que generaliza as definigoes apresentadas no Capitulo
2. Além disso, apresentaremos alguns resultados que serdao fundamentais em nossos estudos
do Fator de Pinsker que serd feito no Capitulo 4. Terminaremos o capitulo apresentando
o Teorema de Abramov-Rokhlin, que relaciona a entropia de um automorfismo e seus
fatores.

No quarto capitulo, definiremos a Algebra de Pinsker e a Tail sigma-algebra de
um automorfismo, que serao fundamentais para a caracterizagao de um K—automorfismo
que sera apresentada no Capitulo 5. Ao logo do capitulo, apresentaremos as defini¢oes

¢ algumas propriedades da Algebra de Pinsker e da Tail sigma-dlgebra. Além disso,
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estabeleceremos algumas relagoes entre a Algebra de Pinsker e a Tail o—4lgebra de um
automorfismo.

No quinto capitulo, estudaremos automorfismos com a propriedade K, ou
seja, estudaremos os K-automorfismos. Inicialmente introduziremos a definicao de K-
automorfismo. Logo em seguida, com o auxilio da Algebra de Pinsker, apresentaremos
uma caracterizacao de uma K-automorfismos e, como consequéncia, obteremos que todo
fator de um K-automorfismo também é um K-automorfismo. Finalizaremos o capitulo
vendo que um sistema é um K-automorfismos se, e somente se, ¢ K-mixing.

Finalmente, no sexto capitulo, finalizaremos este trabalho apresentando alguns
exemplos de K-automorfismos, aonde veremos que os Shifts de Bernoulli, os deslocamentos

de Markov e os automorfismos lineares hiperbélicos do Toro sdo K-automorfismos.
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2 ENTROPIA DE PARTICOES FINITAS E ENUMERAVEIS

O conceito de entropia pode ser descrito de diversas formas. A grosso modo, a
entropia pode ser entendida como uma medida de caoticidade de sistemas. E importante
frisar que existem varios tipos de entropia, mas em nosso estudo focaremos apenas no
conceito de entropia métrica, que foi introduzido pelos matematicos russos Andrey
Kolmogorov e Yakov Sinai na década de 1950. A discussao abaixo se aproxima de sua
aparéncia original, motivada pela teoria da informagcao. As referéncias deste capitulo sao

3], (1], [9], [6] e [4].
2.1 Entropia de uma particao

Seja (X, 4, 1) um espaco de probabilidade de Lebesgue!. No que segue, neste e
nos demais capitulos, escrevemos que dois conjuntos mesuraveis A e B sdo iguais “mddulo
p” ou que A= B (mod p) sempre que a igualdade for verdadeira a menos de um conjunto
de medida nula. Analogamente, dizemos que uma propriedade P vale para quase todo
ponto x € X se existe um conjunto £ C X com pu(X \ E) =0 tal que a propriedade P vale
para todo ponto de E. Neste caso, dizemos que P vale em quase todo ponto e escrevemos

“P vale para u—q.t.p. z € X”, ou simplesmente que “P vale p—q.t.p.”.

Definicao 2.1.1 (Particao finita/enumeravel) Uma particdo de X € uma cole¢io o
disjunta de conjuntos A € B nao-vazios que cobre X modulo p. Cada elemento A € a é
chamado de dtomo de . Chamamos « de particdo finita se possuir finitos dtomos, e de

enumerdvel se possuir uma quantidade enumerdvel de dtomos.

Dados x € X e uma partigdo enumerdvel a de X, denote por a(x) o dtomo de
a que contém z. O dtomo a(z) é chamado de a-nome de z.

Embora, algumas das propriedades que apresentaremos neste capitulo possam
ser trabalhadas de forma mais geral, estaremos sempre trabalhando no caso de particoes
finitas ou enumeraveis. Assim, durante este capitulo, as particbes o e § sempre serao
entendidas como partigoes finitas ou enumeraveis.

Existe uma relagao entre partigoes e sigma-algebras. Dada uma particao «,

podemos considerar .% := & como sendo a menor sigma-algebra (médulo p) tal que todo

1 Aqui, consideraremos um espaco de Lebesgue como sendo um espaco de probabilidade isomorfo ao

espago de Lebesgue candnico do intervalo unitario.
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atomo de o é mensuravel. Assim, a sigma-dlgebra .# é a intersecao, de todas as sigma-
algebras o tais que a C &7, a menos de medida nula. Neste caso, dizemos que .# é a
sigima-algebra gerada por a. Reciprocamente, dada uma sigma-algebra %, a particao
gerada por .Z é a particao o = .#” cujos 4tomos sao

afz):= ) F.

FeF
reF

Observe que cada a(r) € .Z. Nao é dificil ver que as aplicagoes a+ @ e .F +— F sdo
inversas uma da outra, isto é, que (@)" =« e Fh=F.

Observe que se .% := @, onde « é uma particdo enumerdvel, entdo .# consiste
do conjunto () e de todos os subconjuntos de X que podem ser obtidos a partir de uma
uniao, moédulo pu, de a&tomos de a. Uma consequéncia imediata dessa observacao é que

toda fungdo .#—mensuravel f: X — R é constante em cada dtomo de a.

Defini¢ao 2.1.2 (Refinamento) Dadas duas particoes o, § de X, dizemos que 3 é um
refinamento de a se todo dtomo de « € igual a uniao maodulo p de dtomos de 3. Neste
caso, escrevemos a < 3 e dizemos que 3 € mais fina que a ou, equivalentemente, que c é

mais grossa que 3.

Claramente, pelas defini¢bes de refinamento e de o—algebra gerada por uma
particao, a < 8 se e somente se @ C B . Além disso, também por definicao, vale que a < 8
se e somente se 5(z) C a(x) para pu—q.t.p. x € X.

Observe que se a < 3 entao todo atomo de [ esta contido em algum atomo de

a. Reciprocamente, se todo atomo de (§ esta contido em algum atomo de «, temos que
a@)= U B),
y€a(z)
donde concluimos que a < /3. Assim, podemos reformular a definicao de refinamento: [ é

mais fina do que v quando todo atomo de ( esta contido em algum atomo de «, a menos

de medida nula.

Definicao 2.1.3 (Particdo soma) Dadas duas particoes o, B de X, a partigdo soma de
aef éa particio aV p:={ANB: A€« e B € p}. Esta é a particio mais grosseira que

refina o e 3.
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Defini¢ao 2.1.4 (Independéncia) Dizemos que dois conjuntos A, B € % sdo indepen-
dentes se u(ANB) = u(A)u(B). Duas particoes a, 5 sao independentes se todo par de

datomos A € a e B € 8 sdo independentes.

Definicao 2.1.5 (Fungao informacao) A informacio de um dtomo Ae o é I,,(A) =
—log(A). A funcao informacao de a € a fungio I,,(cr) : X — [0,400] definida por

L) @)= Y L(A)1a(@) = Y ~logu(A)la(a).

Aca Aca

Intuitivamente, /,(A) mede a incerteza da afirmagao “x € A”, ou seja, mede

o quanto é preciso “pagar” para saber se r € A ou nao. Existem algumas justificativas
para definir I, como acima. A principal delas ¢ que I, definida assim estd unicamente
determinada, a menos de seus miltiplos, pelas cinco propriedades abaixo:

1. I,(A) é uma funcao nao-negativa de p(A).

2. A aplicagao A — I,(A) é continua.

3. Se AC B entao I,(A) > 1,(B).

4. Se A e B sao independentes entao I,,(ANB) = 1,(A)+1,(B).

5. Se u(A) =1 entao I,(A) =0.
A terceira propriedade significa que quanto menor o conjunto A, mais devemos pagar para
saber se x € A. A quarta propriedade significa que se A e B sao independentes entao as
informacoes © € A e x € B nao estao relacionadas. Por fim, a ultima propriedade significa

que x € X é sempre verdadeira.

Definicao 2.1.6 (Entropia de partigao) A entropia de uma partigao «, denotada por
H,(c), € dada por
Hu(a) = [ o)) dpu(z) = 3 —p(A)log ().
X Aca

Aqui, como é usual na teoria da integral de Lebesgue, usamos a convencao
0 log 0 =lim,;_gxlogz = 0. Dizemos que uma parti¢ao o tem entropia finita se Hy,(a) < oo,
e denotamos por Z o espago de todas as parti¢oes finitas/enumeraveis de entropia finita.

Intuitivamente, a entropia de a é o pre¢co médio que temos que pagar para
saber o 4&tomo de a que contém z. Se considerarmos a como o conjunto dos resultados
possiveis de um experimento, entao a entropia H, (o) também pode ser interpretada como

a quantidade de incerteza sobre o resultado do experimento: quanto maior H,(a), menos
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podemos prever o resultado. Uma vez realizado o experimento, H,,(«) pode ser visto como
a incerteza removida ou a informacao gerada pelo experimento. Segue-se direto da sua
definicao que a entropia satisfaz algumas propriedades bésicas:
1. Hy(a) > 0.
De fato, como —pu(A) log y1(A) > 0 para todo A € «, temos que H,(a) > 0.
2. Se a < f entao Hy(a) < Hyu(B).

De fato, uma vez que a < 3, para cada A € a vale que A = Beg B. Assim,
BCA

—p(A)logu(A) =—p| |J B|logu(A)= >  —u(B)logpu(A)

Bep Bep
BCA BCA
< Y —u(B)logu(B),
Bep
BCA

onde na ultima desigualdade usamos o fato de que a fungao —log(x) é decrescente

e, portanto, —log u(A) < —logu(B) para todo B C A. Como todo dtomo de /3 esté
contido em um &tomo de «, a desigualdade acima implica que H,(a) < H,,(5).

Considere a funcao continua ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = —tlog(t) para t #0

e ¢©(0) =0. Derivando duas vezes ¢, vemos que ¢’ (t) = —% < 0 para todo t € (0,1). Logo

( € concava, 1sto €,

arp(ty) + - +app(ty) < plarts +-- +agty) (2.1)
para todos t1,...,tz >0eay,...,ar >0 com a;+---+ap =1. Além disso, a concavidade é
estrita: a igualdade em (2.1) ocorre se, e somente se, t] = --- = . Observe que

Hy(a) =) ¢(u(A)).

Aca
Uma consequéncia util do fato de ¢ se concava é que toda particao finita tem entropia
finita. De fato, seja o = { A1, Ag,..., A, } uma particdo finita de X e considere os niimeros

a; = % e t; = u(A;) para i =1,2,...,n. Pela propriedade de concavidade (2.1), temos

iHu(Oz) = iai@(ti) < (ﬁ: aiti> _ <1> _logn
=1 i=1

n n

e portanto H, (o) <logn.
Visando discutir entropia condicional, iremos apresentar agora o conceito de

esperanca condicional e algumas de suas propriedades. A esperanca condicional é definida
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por meio de uma aplicacdo do Teorema de Radon-Nikodym, e é um dos tipos mais
importantes de processos de calculo de médias.
Sejam f € LY(X,%,u) e . C % uma sub o-4lgebra. Entdo a aplicacdo v
# — [0,00] definida por
_ /A fdu, AeF

define uma medida absolutamente continua com respeito a restricao de u em .%#. Pelo

Teorema de Radon-Nikodym, existe uma funcio g € L'(X,.%, 1) tal que

:/Agd,u, VAe . F

Além disso, g é unica para p—q.t.p. « € X. Usamos a notagao E(f|.%) para g, e chamamos
E(f|-#) de esperanca condicional de f em relacao a .%.
Como vimos acima, o Teorema de Radon-Nikodym caracteriza bem a esperanca

condicional. Sua definicao formal é a seguinte.

Definicdo 2.1.7 (Esperanca condicional) A esperanca condicional de f € LY(X, %, 1)

com respeito a o—dlgebra F

(i) E(f|7) € LY(X, F,p);
i1) /X CE(f|.7)du = /Xgof du, para toda funcio F-mensurdvel limitada ¢ : X — R.

€ a unica funcio E(f|.7) tal que:

Observe que, quando %

= {), X}, as tinica fung¢bes F—mensurdveis sao as
fungoes constantes. Assim, pela Defini¢ao 2.1.7, temos que E(14].%) = u(A) para todo

A € A. Abaixo, veremos mais algumas propriedades da esperanga condicional.

Proposicao 2.1.8 Sejam f,g € L' (X, %, ). Entdo:
(a) Dados a,b € R, temos que E(af +bg|.F) = aE(f|.F)+ bE(g|-F).
(b) Se f >0 entao E(f|-#) > 0.
(c) Se f > g entao B(f|.F) > E(g|.7).
(d) Se f é F-mensurdvel, entio BE(f|.%) = f.
(e) /X (f1-F)dp = / fdp.
(f) Se ZF,9 C A sao o—dlgebras tais que 4 C .F, entao E(E(f|-F)|9)) =E(f|9).
. s g . N T _
(9) Se h: X — R é.% -mensurdvel, entdo /XhIE(f|J)dM /thd,u.
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Demonstragio: (a) Por definicio, E(f|.%) e E(g|.%) estdao em LY (X,.%, 1), logo aE( f|.7) +
bE(g|.%) € LY(X,.Z, ). Além disso, para toda funcao .#-mensuravel limitada ¢ : X — R,

temos

[ o+ E(FIF)+tE(glZ)dn = [ ap-E(f1F)du+ [ beE(glF))du

= /Xso-(aerbg)du

Assim, pela caracterizagao da esperanga condicional, temos que E(af +bg|F) = aE(f|-F)+
bR (g].7).

(b) Assuma que f >0 em quase todo ponto. Suponha, por absurdo, que nao vale que
E(f|-#) > 0. Entao, existe um conjunto £ € .% com u(E) >0 tal que E(f|.#) <0 em E.

Assim, vale que

0< [ fdu= [ \pfdu= [ \E(\F)du= [ E(f1.7)dn <0,

o que é um absurdo. Logo, se f >0 u-q.t.p. entdao E(f|.#) >0 p-q.t.p.

(c) De fato, se f > g em quase todo ponto, entao f—g >0 em quase todo ponto. Assim,
pelos itens (a) e (b), vemos que E(f|.#) —E(g|%#) =E(f —g|-#) > 0, donde concluimos
que E(f.7) > E(g|.#).

(d) E imediato da caracterizacio de esperanca condicional.

(e) Com efeito, como 1y é uma funcao .#-mensurdvel limitada, temos

| EGIF)du= [ B2 dp= [ Axfdu= [ fan.

como desejado.
(f) Seja ¢ : X — R uma fungao ¥-mensuravel limitada. Entao, como ¢ C .Z, temos que

¢ é F-mensuravel. Assim, obtemos

/wE FNG))dp = /@E )du:/deu,

donde concluimos que E(E(f|.7)|¥4)) = E(f|¥9).

(9) Seja h: X — R uma fungao #-mensurdavel. Como h = h*t —h~ onde h'(x) =
max{h(z),0} e h™(z) = max{—h(x),0}, pela linearidade da integral de Lebesgue, podemos
assumir que h é ndo-negativa. Se h for uma funcao limitada, pela definicdo de Esperanca

condicional, vemos que

/Xh]E(f|§) dy = /thdﬂ.
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Agora, suponha que h é uma fungao .#-mensuravel qualquer. Tome uma sequéncia (hy,),
de fungdes .Z-mensuraveis limitadas tais que hy,(x) notoo, h(z) para p-q.t.p. =z € X
e hp(z) < hpyi(x) para p-q.t.p. = € X e todo n > 1. Entdo, usando o teorema da

Convergéncia Mondtona duas vezes, temos

/}(hE(ﬂﬁ)dﬂz lim /hnE(ﬂy — lim /hnfd,u /hfdu

n—+oo J X n—-+o00

O
Um caso particular da Definicdo 2.1.7 é quando f =14 é uma funcao caracte-

ristica de A € . Nesse caso, usamos a notagao
H(A|P) = E(14]7)

e chamamos p(A|-#) de probabilidade condicional de A dada .%. Pela Proposicao 2.1.8,
fixado A € £, temos que 0 < p(A|.F)(z) < u(X|F)(x) =1 p—q.t.p. Por conveniéncia,
usaremos a notacao u(A|3) para representar M(A|B), onde a e  sao parti¢des enumerdveis
de X.

A fim de obtermos uma intui¢ado do que E(f|.%#) representa, tomemos A € A
e #={0,B, X\ B, X} onde B é um conjunto mensuravel com medida positiva. Entéao,

pela propriedade (ii) da Defini¢ao 2.1.7, devemos ter que

E(14].7)(z) =

Logo, E(14|-%) é constante igual a ;(A|B) em B e constante igual a u(A|X \ B) em X'\ B.
Assim, vemos que E(14].%)(x) nos fornece a probabilidade da ocorréncia de A uma vez
que sabemos se x pertence a B ou ndo. O mesmo vale para o caso geral: E(f|.%#)(x)
representa o valor esperado de f se, para cada B € .%, soubermos se x estd ou nao em B.

Pelo que vimos no paragrafo anterior, se = {B, X \ B} onde B € £ possui
medida positiva, entdo p(A|3) = u(A|B) - 15+ pu(A|X\ B)-1x\ . De fato, esse resultado

é mais geral, como afirma o lema abaixo.

Lema 2.1.9 Seja f € Z. Entao, para qualquer A € B, temos

u(AIB) = > n(AlB)1p

Beg



18

Demonstracao: Como € 2 podemos supor, sem perda de generalidade, que todos
os atomos de 3 possuem medida positiva. Seja A € Z arbitrario. Entao, por definicao,
temos que p(A|S) é B-mensuravel, logo constante em cada dtomo de 3. Assim, u(AlB) =
> BegVBlB, onde vp € R para todo B € . Resta determinaremos as constantes 7yp.

Usando a condigao (i) da Definigdo 2.1.7, temos

Tm0h(Bo) = [ Lpo(AlB)dyu = [ Lp,Lady=p(ANBy),

p(ANBy)

para todo By € /5. Isso significa que yp, = (Bo) = u(A|B) para todo By € 3, o que
H 50

prova o lema.

O

Defini¢ao 2.1.10 (Fungao informacao condicional) Sejam o € & ¢ F C B uma
o-dlgebra. A funcdo informacao de um conjunto A € B dado F €é 1,(AlF)(x) =
—logu(A|F)(z). A fungio informagio condicional de o dado F ¢é

(o) F)(x) = > I(A|F)(z)1a(z).

Aca
Observe que a funcao I,(A|F)(x) = —log uw(A|.F)(z) é # mensurdvel nao-
negativa para todo A € «, pois a fungao pu(Al.%) : X — [0,1] é uma fungdo .# —mensuravel
e a fungao —log: [0,1] — [0,00] é uma funcao continua decrescente. Portanto, o mesmo

ocorre para I, (a|F).

Defini¢ao 2.1.11 (Entropia condicional) Sejam o € 2 ¢ .F C B uma o—dlgebra. A

entropia condicional de o dado F ¢é

Hy(olZ):= [ 1,(0].7)(x)du(x).
X

Por conveniéncia, dados «, 5 € 2, denotaremos Iu(oz|§) e HM(O-/|B) por I,(a|B)
e H,(«|B) respectivamente. O lema baixo apresenta duas defini¢des alternativas para

H,(a]7).

Lema 2.1.12 Sejam o,p € Z e F € B uma o—dlgebra. Entao:
(@) Hulal#) = [ 30 —n(A|F)logu(A.F) dp.

Acx
uw(ANB)

(b) Hu(alf)=>_ > —p(AnB) log (B)

Aea Bep
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Demonstracao: (a) Usando a Proposigao 2.1.8(g) e o fato de que —logu(A[.%) é uma

funcao .%#-mensurdvel nao-negativa para todo A € «, obtemos que

Hy(alF) = /XI(aL@)d

= / Z—log,u F)ladu

Aca
= Z/ —log (A7) 1 adp
Aca
= X [ —logn(ALF)u(ALF) dp
Aca
= F)log u(AlF) dp.
[;Aea

(b) Usando a parte (a) e o Lema 2.1.9, temos

Hu(olB) = [ 32 —u(Al8)logu(Al3) di
‘XAea
> / (Z u(A\B)lB) log ( > M(A!B’)MB) dp
Aca Bep B'ep
> /X > u(A|B)1plogu(A|B)du
Aca BEB
Y. D —u(B)u(A|B)log u(A|B)
Aca Bep
ANB
> Y —u(AnB) log AN )
Aea Bep (B)
[
Pelo Lema 2.1.12(a), considerando a funcao cdncava ¢(t) = —tlogt, temos que

Hy(al7) = Z/ W(AlF))d

Acx

Por outro lado, Pelo Lema 2.1.12(b), temos

Hy(a|8) = Y u(B) Y —u(A|B)logu(A|B).

Bep Aca

Assim, podemos ver H,(«|3) como uma média ponderada de expressoes do tipo

— > u(A[B)logu(A|B).
Aca

Além disso, cada uma destas expressoes pode ser considerada como a entropia condicional

de o dado B.
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Proposicao 2.1.13 Sejam o, € Z e F C B uma o—dlgebra. Entao:
(a) H,(a|.F) =0 se e somente se « C.F a menos de conjuntos de medida nula.

(b) H,(a|B) =0 se, e somente se, o < 3.

Demonstracao: (a) Se a C .7, entao pu(A|.#) =14 p-q.t.p. para cada A € a. Segue-se
dai que I,(a|.#) =0 p-q.t.p. e, portanto, que H,(a|.#). Reciprocamente, suponha que
H,(a|#) = 0. Entao pelo Lema 2.1.12(a), temos que logu(A|.#) =0 p-q.t.p. para todo
A € a. Fixe A € o arbitrariamente. Mostraremos que A € .% a menos de um conjunto de
medida nula. Como logu(A|.%#) =0 em quase todo ponto, obtemos que u(A|.%#) € {0,1}.
Isto significa que p(A|F) = 1p p-q.t.p. para algum F € %#. Assim, obtemos

u(F) = [ Vrdp= [ p(Al)dp = p(A).

Por outro lado, também vale que

WANF) = [ 1p-Ladu= [ 1ep(AF)dp= [ Lrdu=p(F).

Logo, como u(ANF) = p(F) = u(A), concluimos que A= F (modu). Portanto, A € # a
menos de um conjunto de medida nula.
(b) Pelo Lema 2.1.12(b) vemos que H,(a|f) =0 se, e somente se, para quaisquer que sejam

A€ ae Befjvale que

1(ANB)
1(B)

Em outras palavras, ou B é disjunto de A (a menos de medida nula) ou B estd contido

wW(ANB)=0 ou,entao =1

em A (a menos de medida nula). Isto significa que H,(a|f) =0 se, e somente, se o < f3.

O

Defini¢ao 2.1.14 Seja {.Z)\}ren uma familia de o—dlgebras de X. Denote por \/yxep Fa
a o—dlgebra F que € unicamente definida pelas sequintes propriedades:
(1) F\C.F para toda X € A;

(i) se 9 é uma o—dlgebra tal que F\ C Y para toda X\ € A, entio ¥ C 9.

Observe que, nas condi¢oes da defini¢ao acima, .% é a menor o—algebra que
contém todas as o-algebras .#) com X\ € A. Neste caso, dizemos que .# é a o-algebra

mais grossa que refina todas as o—dalgebras %), A € A.
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Claramente, se 3 é particao enumeravel e .# é uma o—algebra, entao a o—éalgebra
FV [ 6 gerada pela familia o = {BNF:Bef e Fe.Z}. Assim, os elementos de .Z V3
sao da forma J;c; B; N Fj, onde I é um subconjunto enumeravel dos naturais, B; € e

F, e 7.

Proposigao 2.1.15 Sejam o, 3,7 € Z e ¥ € B uma o—dlgebra. Entdo:
(a) L(aVB.F)=L,8|7)+ L.(al.ZVB). Em particular, vale I,(aV 8ly) = L.(8|7) +
L(alyVp).
(b) Hﬂ(a\/ma@’):HM(5]§)+HN(04|35\/3). Em particular, vale H,(aV Bly) = H,(B|y)+
Hy(alyV ).

Demonstragao: Observe que (b) segue-se de (a) por integracdo. Assim, é suficiente

provarmos apenas (a). Mas, para tanto, precisamos da seguinte afirmacao.

~ ANB|.7
Afirmacao: Se A € B, entao u(A|FVE)= > mANB|7)
2 uBI7)
H(ANB|.7)
u(B|7)
definida para todo B € (3, com a conversao de que 8 =0. Com efeito, pela Proposicao 2.1.8,

Fixe A € £ arbitrario. Inicialmente, observe que a razao estd bem

vemos que 0 < 14qp < 1p implica que 0 < pu(ANB|.F) < u(B|.%). Para provar a afirmacao,
temos que verificar que a expressao do lado direito é a esperanga condicional de 14 com

respeito a ffv@. Como a o-4lgebra ﬁ\/ﬁ é gerada pelos conjuntos FFN B com F € F
o | o o (AN BL.F)
e B € f3, é suficiente garantir que as integrais de (A7 Vv 3) e de Ypeg W
1

coincidem nesses conjuntos. Fixe Fy € % e By € 5. Por um lado,

/FOQBO/L(AW\/E) dp = /F

oN

5 1Adu:,u(AﬁBoﬂF0).
0

AN By|#
#(—(i) é . -mensuravel limitada, temos
1(Bol-F)

(AN B|F) (AN Byl .F)
——Z1pldu = ——1p.d
/FOQBO LEEB uBl7) Pl /FomBo u(Bol7) Dot

(AN By|.F)
— P P07 4
m p(BolF) P
(AN By|.F)
- 2 0 (Bl #) d
0 4(BolZ) p(Bo|F ) dp

= / u(ANBy|.F) dp
Fy

= [ w(AnBo)du
Fy
= /,L(AﬂB()ﬂFO),

Por outro lado, como a fungao
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onde na terceira igualdade tomdmos a esperanca condicional de 1p, com respeito a
o—algebra ..
Agora, concluiremos a prova de (a). Tomando log na equagao da afirmacao,

temos

> logu(ANB|F)1p =Y logu(B|.F)15+log u(AlF v B)
Begp Bep

para todo A € a. Multiplicando por —14 e somando em A € a, obtemos que
>, —logu(ANBIF)pla= Y. —logu(B|F)ipla+ Yy —u(ALFVB)la,
A€a,Bef A€a, Bep Aca
Agora, como Y 4co14 =1 em quase todo ponto, conluimos que
Y —logu(ANB|F)pra= Y. —logu(B|F)1p+ > —u(AlFVE)14
A€a,Bep Bep Aca

e, portanto, que

LoV Bl.7) = L/(B|.F) + L(AL.Z V)

0 que prova a proposicao.
O
A proposicao acima expressou H,(aV ) em termos de H,(a) e H,(f5|a).
Assim, tomamos emprestada a intuicdo da teoria da informacao: isto significa que a
entropia de aV 8 deve ser igual a entropia de « mais a entropia condicional de § dado
«. Na verdade, isso continua sendo verdade, mesmo no nivel das fungoes de informacao
condicional.

Relembre a desigualdade de Jensen para fungoes concavas.

Teorema 2.1.16 (Desigualdade de Jensen) Seja (X,%,u) um espago de medida e

F C B uma o—dlgebra. Se f: X — R € integrdvel e 1p : R — R € concava, entao

V(E(f.F)) ZE(@o fI.F) p-qtp.

Se ¢ for estritamente concava, entdo a igualdade ocorre —q.t.p. se e somente se f for

F —mensurduvel.

Proposigao 2.1.17 Sejam a,3,v€ Z coma < e¥,F C PB o—dlgebras tais que § C .F .
Entao:
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Demonstracao: (a) Como H,(8|#Va)>0e fVa=p (pois a < f3), temos que
Hyu(BlF) = Hu(BV o F) = Hyu(a|F) + Hu(B|.F V a) =2 Hyu(al F).

Em particular, tomando .# =7, obtemos que H,(«|y) < H,(B|7).
(b) Fixe C € 7 arbitrério e considere a fungao céncava p(t) = —tlogt. Pela desigualdade

de Jensen, temos

p(E(1cl9)) = (E(E(1c|#)F)) = E(p(E(1c]|F)|¥)) prq.t.p.

Integrando, obtemos

| eEQcl)dn > [ BB F) @) dn= [ p(E(c]F))dn

Somando sobre C' € 7y, conclui-se que
H,(519) = % [ e®1cl)du> Y [ ¢E1cl))dp= H,(1]7).
Cey Cey
Em particular, tomando .# = 3 ¢ ¢ = @ obtemos que H,(v|8) < Hu(v|a).
(¢) Tomando a = {X} e usando a caracterizac¢ao fornecida pelo Lema 2.1.12(b), obtemos
que H,(v|a) = Hyu(7). Assim, pelo item (b), concluimos que H,(v|58) < H,(7).
(d) Usando a proposicao 2.1.15(b) e o item (c), temos

Hu(BV ) =Hu(B)+Hu(v|8) < Hu(B) + Hu(v),

donde Hu(ﬁ \/7) < Hu(ﬁ) + HM(W)-
U
Intuitivamente, o item (a) diz que partigoes mais finas codificam mais informa-
¢ao, o item (b) diz que quanto mais condicionamos menos incerteza temos, o item (c) diz
que a incerteza de um condicionamento nunca supera a incerteza inicial e o item (d) diz
que a incerteza de um refinamento nao supera a soma das incertezas.

Usando a Proposicao 2.1.15(b) e a Proposigao 2.1.17, obtemos

Hy(e|B) < Hu(aV|B) = Hu(v]8) + Hu(al 6V ) < Hu(v]8) + Hylaly),
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quaisquer que sejam «, 3,7 € Z. A propriedade acima, que é muito 1til para a realizagao
de calculos, é uma espécie de regra da cadeira para a entropia de particoes enumeraveis
com entropia finita. Na realidade, tal propriedade ¢é verdadeira quaisquer que sejam as
parti¢oes enumeraveis «, 3,7.

O proéximo resultado apresenta uma propriedade de continuidade para a entropia

condicional de parti¢oes finitas.

Proposicao 2.1.18 Dados k>1 e e >0 existe 0 > 0 tal que, para quaisquer particoes
a = {A17A27"'7Ak} € B: {317827"'7Bk}7

W(AiAB;) <6 para todo i =1,....k = H,(a|f) <e.

Demonstracao: Inicialmente, fixe £ <1 e € > 0 de forma arbitraria. Pela continuidade
da funcdo ¢ : [0,1] — R, @(t) = —tlog(t), existe p > 0 tal que p(t) < ¢/k? para todo
t€[0,p)U(l—p,1]. Tome 6 = p/k. Sejam o = {A;,As,...,Ax} e §={B1,Ba,..., By}
duas partigoes tais que u(A;AB;) < para todo i =1,...,k. Agora, denote por n a
particdo de X cujos atomos sdao as interse¢oes A; N B; com ¢ # j juntamente com o

conjunto U¥_; A; N B;. Observe que u(A; N B) < u(A;AB;) < 6 para todo i # j e

k k k
’ (U A mBi) > 3 (0(As) — p(AAB)) > 3 (1(A) —0) =1 - p.
i=1
Assim,

Hu(n) = Y (u(R)) < 5 <=

Pela definicdo da particao n, tem-se aV g = aVn. Entao, usando Proposicao 2.1.17,

obtemos

H,(a|f) = Hy(aVvp)—H,(x)
= Hu(avn)—H,a)

= Hu(nla) < Hu(n) <e,

0 que prova a proposicao.
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2.2 Entropia de um sistema dinidmico

Seja T': X — X uma transformacao mensuravel no espago de probabilidade
de Lebesgue (X, %, ), isto é, T~1(A) € £ para todo A € %. Dizemos que T preserva fi
ou que x4 é uma medida T-invariante se pu(7T~1(A)) = u(A) para todo A € . Quando T
preserva p a quadrupla (X, 2, u,T) é chamada de endomorfismo. Por indugao, vemos que
se T preserva p, entdo T" preserva p para todo n > 1. Isso mostra que se (X, A, u,T) é
um endomorfismo, entao (X, %, u,T™) é um endomorfismo para todo n > 1.

Se (X, 2,1, T) é um endomorfismo com 7' bimensuravel, isto é T e T~! sao
aplicacoes mensuréveis, entdo 7! também preserva medida. De fato, dado A € Z temos

que T(A) = (T~1)~Y(A) € B, pois T~! é mensuravel. Assim,

o que mostra que 7! preserva p. Quando 7' é uma aplicacdo bimensuravel que preserva
p, a quadrupla (X, %,u,T) é chamada de automorfismo. Pelo mesmo argumento do
pardgrafo acima, vemos que se (X, %, u,T) é um automorfismo, entdo (X, %, u, T") é um

automorfismo para todo n € Z.

Proposicao 2.2.1 Sejam T : X — X uma transformagao mensurdvel e p uma medida em

X. Entao T preserva i se, e somente Se,

ap = / (b ,_Z dM 2.2
/ ¢du ( © ) ( )
para toda ?U’ﬂg(iO ufmtegrdvel ¢ : X — R.

Demonstracgao: Suponha que a medida p é T-invariante. Devemos mostrar que a
igualdade (2.2) é verdadeira para toda funcao p-integravel ¢ : X — R. Por hipdétese,

temos que ju(A) = u(T~1A) para todo conjunto mensurdavel. Assim, como

_ _ -1 _
[ Ladu=p(A) = (171 4) = [ 1aoTdp

vemos que a igualdade (2.2) para as fungdes caracteristicas. Entao, pela linearidade da
integral, vemos que (2.2) é vélida para as fungoes simples. Agora, dada uma fungao
integravel ¢ : X — R arbitraria, considere uma sequéncia (sy), de fung¢oes simples

convergindo para ¢ e tal que |s,| < |¢| para todo natural n (a existéncia da sequéncia
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(Sn)n € uma propriedade classica de espacoes de medida). Entao, usando o teorema da

convergéncia dominada duas vezes, obtemos

/Xmm:h%n/Xsndu:h%n/Xsnonu:/quonu.

Isso mostra que (2.2) vale para toda fungao integrével. A reciproca é imediata da observagao
de que 1p—14 =140T.
OJ

Seja o uma particado enumeravel de X. Para cada n € Z, defina T 7"« :=
{T™(A) : A€ a}. Suponha que (X,%,u,T) ¢ um endomorfismo e fixe n > 0. Entao,
T "« é uma particao mensuravel de X, pois T~" é mensuravel. Além disso, como T
pereserva j, temos que H, (T "a) = H,(a). Em particular, se o € &, entao T "a € &
para todo n > 0. Pela mesma razao, supondo que (X, %, 1, T) é um automofismo e tomando
n € Z, temos que H,,(T"o) = H, (o). Em particular, se o € 2 entdo "o € Z para todo
n € 2.

Dados m >n>0e a € Z, defina o™ =\ T 'a. Quando T é bimensuravel,
podemos tomar inteiros m > n quaisquer na definicao de «;'. Segue-se imediatamente
da defini¢do de soma de particoes que a;' =T "oq" . Além disso, usando a Proposicao
2.1.17(d), concluimos que a;' € Z. Intuitivamente, H, (') mede a complexidade/impre-

visibilidade das poténcias T",...,T™ na resolucao fornecida por a.

Defini¢ao 2.2.2 Sejam (X, B, u,T) um endomorfismo e a € . A entropia métrica de

T com relacao a particio o €

1 1
hu(Tya) = lim —H, (a1 = lim —H,(af). (2.3)

n—+oon n—+oon

A entropia h,(T,a) mede o crescimento de incerteza da partigdo o por iteragoes de 7.
Mostremos que (2.3) estd bem definida. E claro que se um dos dois limites de

(2.3) existe, entdo ambos existem e coincidem. Assim, é suficiente mostrar que a sequéncia

{LH,(af™")}n>1 converge. Fixe m,n > 1 arbitrdrios. Pela Proposi¢io 2.1.17(d) e pela

invariancia de T" por pu, temos
Hy(ag™ ™) < Hu(ag ™) + Hu(e ") = Hu(ag ™) + Hyuag' ™),

portanto {H,(af~ ) }n>1 é uma sequéncia subaditiva ndo-negativa. Assim, a existéncia

do limite segue do lema abaixo.
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Lema 2.2.3 (Fekete) Seja {ap}n>1 uma sequéncia subaditiva de nimeros reais nao-
negativos. Entao
lim % = inf 27
n——+o0o N n>0 n
Demonstragao: Seja L = inf,>¢ % € [0,+00). Tome M € R maior do que L. Entao,

usando a defini¢ao de infimo de um conjunto, podemos encontrar k > 1 tal que

ak
— < M.
k<

Para n > k, podemos escrever n = pk+ ¢, onde p e ¢ sao numeros inteiros tais que p > 1 e

1 < ¢ <k. Assim, pela subaditividade de {ay,},>1, temos
ap < agp+aq < pag +c,

onde ¢ =max{a;: 1 <j <k}. Logo,

pk

Fazendo n — +00, vemos que > converge para 1 e - converge para zero. Assim, uma

vez que 9& < M, temos que
a
L2 <M

- n
para todo n suficientemente grande. Em particular, isso mostra que
a a
L <liminf =2 < limsupn—n < B.
non n
Agora, fazendo M — L, obtemos

. Qp, . o 0n
lim — =L =inf —,
n—+oo n non

0 que completa a demonstracao.
O
Uma das muitas interpretacoes de h, (T, ) é que ela mede a incerteza de
a(z) dado que conhecemos todo o futuro a(Tx),a(T%z),... de z. Claramente, h,(T,a) é
monoétona sob refinamentos, isto ¢, se a < 3 entao h,(T,a) < hy (T, ).
Observe que, em automorfismos, temos

1 1 1
lim —Hy(a, 1) = lim —H,(T" 'ag )= lim —H,(af™") = hu(T,a).

n—+oon n—+oon n—+oon,
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Isto mostra que, em automorfismos, podemos recuperar a incerteza h,(T,a) de o(x)
conhecendo o passado a(T~'z),a(T%x),... de z.
Uma propriedade muito 1til, para fins operacionais de calculos, ¢ a invariancia

da entropia condicional.

Proposicao 2.2.4 Sejam o € & e .F C B uma o—dlgebra. Se (X, 8,u,T) é um endo-
morfismo, entdo H, (T a|T~1F) = H,(a|F). Adicionalmente, se T for uma aplicagdo

invertivel bimensurdvel, vale ainda que H,(To|TF) = H,(o|F).

Demonstragao: Inicialmente, provaremos a primeira afirmacao. Segue-se diretamente
das propriedades de esperanca condicional que u(T~tA|T~L.F)(z) = u(A|.F)(Tx) para

pu-q.t.p. x € X. Assim, como p é T-invariante, temos

H, (T | T F) = /XA T AT F)(2) log (T AT ) () dy
= [ X —u(ALZ)(Tw)log u( A\ F)(Ta) dp
Aca
= /XA@ Z)(x)logu(A|F) (x) dp
= M(a’ )7

0 que prova primeira afirmagdo. A segunda afirmacao decorre da primeira, uma vez que
(T~ '=Te (X,%,u,T") é um endomorfismo.

O

Seja {Zy tneny uma familia de sub-o-algebras de #. Escreveremos %, 1.7

para expressar que %] C %5 C --- C.F e que # é a o-algebra gerada por Uyen.%), (isto

é, # = o(UpenFn)). Similarmente, escreveremos %, | % para indicar que %] O %9 D

D .F eque F =NpenFn.

Teorema 2.2.5 (Teorema de convergéncia de martingais) Sejam {. %, }nen uma sequén-

cia de sub-o—dlgebras de B e [ € LY(X,%,p). Se valer que F, +.F ou que Fy, | F, entio
E(f|-Fn) "= E(f.F)
em quase todo ponto e em LY (X, %, ).

Demonstracao: Veja [3, Teoremas 5.5 e 5.8].
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Teorema 2.2.6 (Lema de Chung-Neveu) Seae€ % e¢.%)C.% C--- sao sub-c—dlgebras

de %, entdo a fungio [* = sup,>olu(al.Fy) € integrdvel.
Demonstracgao: Dados A € a, n > 0 em Z e um numero real X\ > 0, defina
B (M A) :={x € X :n é o menor natural tal que —logu(A|.%,)(z) > A}.

Claramente, B (\;A) é Z,-mensuravel com p((Bp(A;A)) < p(A). Além disso, dados
Aeae >0, temos que By(A; A)N By (A A) =0 para n#m em Z. Fixe Acae >0

arbitrariamente. Entao,

(AN By(AA)) = /XlAan(,\;A)dﬂ
= /XE(lAan(A;Aﬂ?n)du
_ Aan(A;A)E(lAL%L)du
= [ Imaoean(LalZa) d
_ Aan(A;A)ebg“(lAL%)du

< 1p (vae d
> /X Bn(MA)E 1%
= ¢ u(By(X;A)),

para todo inteiro n > 0. Agora, como f* =sup,,>olu(a|Fy) e I (a|Fn)(x) = —log u(A|F,) (v)
em A, temos

AL > A= U (AN Ba(X; A).

n>0
Portanto,

p(AN[fF > N) =S u(ANBu(MA) <e ™S (B, <et

n>0 n>0

Isso mostra que (AN B, (X;A)) < min{u(A), e} para todo A € a e todo A > 0. Assim,
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como f* >0, temos

Jortdn = [ [ toerc e\ didn(a)
= /O /X1[0§/\<f*(m)]<x>)‘)d,u(x)d)‘
= [ uls > N)ax
_ Z/Ooop(Am[f*>)\])d>\

Aca

< > /Ooomin{,u(A), e} dA

Aca
= A
Aze:a /0 /L(A) A+ /—logu(A) ‘ 1
= > [-n(A)logu(A) + p(A)]
Aca
= Hy(a)+1 < oo,

0 que prova o teorema.

Corolario 2.2.7 Sea € & e ) C F, C -+ sao sub-o—dlgebras de A, entao
Hy(al Fn) =t Hy(o| Fo)
onde Foo =\ pn>0-Fn-

Demonstracao: Fixe A € a qualquer. Pelo Teorema de convergéncia de martingais,
1(A|F0) (2) 2252 (Ao ) (2) para p—q.b.p. z € X (e em L1), portanto por continuidade
obtemos que —log pu(A|. %) 2252 —log ju(A|Fao) para p—q.t.p. 2 € X (e em L1). Assim,
obemos que
Lo Fn) = > —log (A Fn)1a "= 3 —log (Al Foo)1a = (0] Fuo)
Aca Aca
para u—q.t.p. x € X. Logo, pelo Lema de Chung-Neveu e pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, concluimos que H,(co|-%)) Lima N H, (o] ).
O
Dados uma particao enumeravel a do conjunto X e um nimero inteiro n > 0,
seja a2’ = \/?2, T . Por definicio, a®°® é a particdo mais grosseira que refina toda T«

com i > n.
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Teorema 2.2.8 Sejam (X, %,u,T) um endomorfismo e o € Z. Entao,

hy(T,a) = lim Hy(alat)=H,(a|a7?). (2.4)

n—+0o0o

Demonstracao: A segunda igualdade é o Corolario 2.2.7. Provaremos que h, (T, o) =
H,(a]af®). Fixe n > 1 arbitrariamente. Entao, utilizamos repetidamente a Proposigao

2.1.15(b) juntamente com o fato de T ser p-invariante, vemos que

Hylag) = Hu(af)+Hy(alal)
Hy(T™Hag ™)) + Hu(ala)

= Hyu(af™")+ Hy(ala})
(g

= Hyu(af %)+ Hu(ala]™") + Hyu(alal)

= Hy(alay) + Hy(alod) +-+ Hy(alaf).

Assim, dado n > 1, temos
n

1 1 .
SHy(of) ==Y Hy(alob).
- u(oq) - u(alad)

i=1

Como {H,(a|a])}n>1 é um sequéncia nao-crescente de niimeros reais ndo-negativos que

converge para H,(a|af®), suas médias Cesaro converge para o mesmo limite. Logo,

hy(T,a) = lim ZH (a]al) = Hy(alaf®).

n—>+oo n

Isso completa a demonstracao do teorema.

Proposigao 2.2.9 Seja (X, 2,1, T) um endomorfismo. Entao
h,u(Ta Oé) S h,LL<T75) + Hﬂ(a’6>
para quaisquer que sejam o, 3 € Z.

Demonstracgao: Fixe o, € & arbitrariamente. Usando as Proposigoes 2.1.15 e 2.1.17

juntamente com a invariancia de pu por 7', obtemos

HM(O&S_l’ﬁg_l) < Hu(ayﬁg_l)+HM(T_1Q‘66L_1)+'~+HM(T_n+104‘ﬂ{L_1)
< HulolB)+ Hu(TalT10) +...+ Hu(T~"a|T"+15)

= nHy(alp),
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para todo n € N. Assim, usando novamente a Proposi¢ao 2.1.17, obtemos

Hy(ag™)

IN

Hy(ag™' v 57
= Hu(57") + Hu(ag ™57

Hu(ﬁg_l) +nHu(O‘|5)7

IN

para todo n € N. Portanto,

1
hy(T,o) = lim gHN(ag_l)

< 1imiHu(53’_1) + H, (o)

= hy(T,a) + H, (| B).

U

Defini¢ao 2.2.10 (Entropia métrica) Sejam (X, %A, u,T) um endomorfismo. A entro-

pia métrica de T (também chamada de entropia de Kolmogorov-Snai) é
hy(T) :==sup{h,(T,o) v € Z}.
Teorema 2.2.11 Seja (X, B, 1, T) um endomorfismo. Entdo
hu(T) :=sup{h,(T,a) : a é uma particao finita}.

Demonstragao: Seja o = {A; : i € N} uma particdo enumerdavel de X com entropia finita.
Para cada k € N defina a3, = {A1,..., A}, Ujs1 A5} Temos que o, < a1 < o para todo

k € N. Assim, pelo Proposicao 2.2.9, tem-se
(T ) < () < hy(To) + H(adloy,), (2.5)
para todo k € N.

Lema 2.2.12 Sejam a={A;:ieN}e Z ey, ={A1,..., A, Ujs1 A} para k> 1. Entdo,

limy_y o0 Hy (o) = 0.
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Demonstracgao: De fato, fixado k£ € N, temos

H,(olag) = u(A;NA)log ———————
,u( ) ;Agk ,U(A)
400 k
= > Y —pu(AinAj) log pAin4)
1=17=1 (AJ)
+00
p(Ai 0 (Y 1A5))
+ - Aiﬂ U A:))lo
1(As)
= p(Ai)log ————
Dzk M(Uj>l~:Aj)
< S —u(A)log pu(Ay).
>k

Agora, sendo H(A) =351 —p(A;i)log uu(A;) < oo, segue-se

lim H < i )log u(A;) = 0.
Jm Hy(aley) < lim ; 1(Ai)log p(A;) =

Usando o Lema 2.2.12 anterior e a desigualdade (2.5), vemos que

hy(T,a) = lim h, (T, o) = supg by (T, o).

k—+o0

Segue-se dai, que h, (T, ) é o supremo de uma sequencia de particoes finitas de X, qualquer
que seja o € Z. Portanto, o supremo de h, (7, «) sobre todas parti¢des finitas coincide

com o supremo de h, (T, «) sobre todas as particoes enumeraveis com entropia finita.

O

Proposicao 2.2.13 Se (X,%,u,T) ¢ um endomorfismo, entio h,(T") =nh,(T), para
todon >0. Se (X,%,u,T) é um automorfismo, entao h,(T") = |n|h,(T), para todo n € Z.

Demonstracio: Se n = 0 ambas afirmacoes valem trivialmente, uma vez que f° =idy e
a igualdade h,(idx) =0 é 6bvia. No que se segue, supomos que n # 0.

Suponha que (X, %, u,T) ¢ um endomorfismo. Dado o € &, temos

EH# (k\_/1 7™ (n\_/l T_joz> ) = n— (”’i/ 1 T—Zoz)

para todo k € N. Fazendo k — +00, obtemos que hu(T”,agfl) = nh,(T,o). Assim,

tomando o supremo em « € 2, vemos que h,(7T") > nh,(T). Reciprocamente, dado
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a € Z, temos
1 k—1 nk—1
—H,| VT "a <n— \/ T '
i=0

para todo k € N. Fazendo k — +00, obtemos que h,(T",«) < nh,(T,«). Logo, tomando
o supremo em « € Z, obtemos que h,(T") < nh,(T). Isso mostra que h,(T") = nh,(T).
Agora, suponha que (X, %, u,T) é um automorfismo. Seja o € 2 arbitraria.

Entao, para qualquer n € N,

i) e () 1

uma vez que 1 é mu-invariante. Dividindo por n e fazendo n — +o00, obtemos que
hu(T,a) = hy, (T~ a). Tomando o supremo sobre v € &, concluimos que h,(T) = h,(T~1).
Substituindo 7" por T" e usando a primeira afirmacao da proposi¢ao, concluimos que
hy(T~") = h,(T™) = nh,(T) para todo n € N.

O

Proposicao 2.2.14 Sejam (X, %,u,T) um automorfismo e « € . Entdo, para cada
n > 1, vale que h,(T,a) = hy(T,a”,).

Demonstracgao: Com efeito, dados n,k € N, temos
k ) k ) n n+k 2n+k
VT @)=\ T7(\ T7%|=\ Tla=T"| \/ T"la| =T"(ag™™).
J=0 Jj=0 i=—n I=—n i=0
Assim, como p é T~ -invariante, obtemos

2n+k 2n+k

hu(Toa™,) = lim —H,(T" (")) = H(03 %) = hy(T, ),

k—+oo k kﬁlinoo k(2n + /{)
para todo n € N.
O

Defini¢ao 2.2.15 (Gerador e gerador forte) Sejam (X, %,u,T) um automorfismo e

—_—

a € Z. Quando (aTL) = % médulo p, dizemos que o é gerador para T. Quando

—

(™) = B médulo i, dizemos que a é um gerador forte para T.

Enquanto a nocao de geradores s6 faz sentido para automorfismos, a nocao de
geradores fortes também faz sentido para endomorfismos. Claramente, geradores fortes sao
geradores. Uma propriedade importante dos geradores é que podemos calcular a entropia

métrica a partir de uma tunica particao geradora.
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Teorema 2.2.16 (Kolmogorov-Sinai) Seja (X, %, u,T) um automorfismo e o € Z um
gerador para T'. Entdo, h,(T) = h,(T, ).

Demonstragao: Fixe € & arbitrtariamente. Usando a Proposicao 2.2.9 e a Proposigao

2.2.14, obtemos
hu(T:B) S hu(Tv aT—Ln) + H/A(BIO/iTJ = hM<T7a) + HM(B’O/ﬁn% (26>
para todo n € N. Agora, pela Proposigao 2.1.13(a) e pelo Corolario 2.2.7, vemos que

0=H,(B|%) = H,(Bla>) = lim H,(B|a™,),

n—+0o0o
pois (aXL) = % (mod ). Assim, fazendo n — +o0o em (2.6), concluimos que

hH(T75> S h’u(T,O!) +nll>g_looHu(6|aT—ln) = hM<T7a)7

donde h,(T,B3) < h,(T,c). Logo, h,(T) = h,(T,a), uma vez que 3 € Z é arbitrario.
O
E mais dificil encontrar geradores fortes do que geradores. E, de fato, os tnicos

automorfismos com geradores fortes sao os que tém entropia zero.
Corolario 2.2.17 Todo automorfismo com um gerador forte tem entropia zero.

Demonstragao: Seja (X, %, u, T) um automorfismo, e seja « € Z um gerador forte para T'.
Pelo Teorema de Kolmogorov-sinai e o Teorema 2.2.8, temos h,(T") = h, (T, ) = H,(a]ag®).
Agora, usando o Lema 2.1.12(b) e o fato de que p é T-invariante, obtemos que H,(a|ag®) =
H,(Ta|Tag?) = H,(Taolog) = Hy(Ta|%#). Assim, obtemos que h,(T) = H,(Ta|%) =0,
pois Tae C A.

U
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3 PARTICOES MENSURAVEIS

Seja (X, %, 1) um espaco de probabilidade de Lebesgue completo. A nogao de
espago de Labesgue continua significando que (X, %, 1) é isomorfo ao espago de Lebesgue
candnico do intervalo [0,1]. A nogao de completo refere-se a dizer que a o—algebra % é
completa, isto é, se A € Z é um conjunto de medida nula e B C A entao B € A.

Enfatizamos que, embora nao escrito de forma explicita, todas as propriedades
que estabeleceremos entre partigdes e o—algebras sao verdadeiras sempre médulo p. Por
exemplo, dadas duas o—dlgebras .# e ¢, escreveremos simplesmente .% C ¢ para expressar
que F C ¥4 (modp), isto é, a notagdo ¥ C ¥ significa que dado F € F existe G € ¥ tal
que F'= G (modp). Em particular, escreveremos que . =% quando . C ¢ (modpu) e
¢ C.7 (modp).

Neste capitulo estaremos seguindo [5], [8], [2, Capitulos 1, 2] e [1] como material

base de referéncia.

3.1 Particoes mensuraveis e c—algebras

Relembre a Definicao 2.1.1 de uma particao de X. Como anteriormente, sempre
assumiremos que os elementos de um particao sao mensuraveis. A partir de agora, lidaremos
com parti¢cdes possivelmente nao-enumeraveis. Um elemento A € £ continua sendo chamado
de dtomo de . Como no caso enumeravel, escrevemos £ < 7 (e dizemos que 7 é mais fina
que § ou que £ é mais grossa que 1) se cada dtomo A¢ € £ é uma unido, médulo p, de
atomos de 7. Dizemos que duas particoes £ e 1 sao iguais, e escrevemos & = 7, quando

§<nen<¢.

Defini¢ao 3.1.1 (Conjuntos {—mensuraveis) Seja & uma particio de X. Os conjuntos

B € % que sio unides de elementos A € & sao chamados de E—mensurdveis.

Defini¢ao 3.1.2 (Particdo mensuravel) Uma particio & é dita mensurdvel se existe
uma familia enumerdvel de conjuntos E~mensurdveis { By }n>1 com a sequinte propriedade
separadora: dados A,B € £ com A+# B, existe n > 1 tal que AC B, e BC X\ B, ou
AC X\ B, e BC B,,. Neste caso, a familia {By}n>1 € chamada de familia separadora

para &.
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Denotamos por .# o conjunto das particoes mensuraveis. Segue-se diretamente
da definicdo que qualquer particdo finita ou enumeravel é uma particio mensuravel.
Embora as parti¢oes finitas ou enumeraveis possuem atomos com medida positiva, existem
particbes mensuraveis em que cada um de seus atomos tem medida nula. Vejamos um
exemplo com tal propriedade. Seja (X, %, 1) o espago de Lebesgue candnico no quadrado
[0,1]2 e seja ¢ a particio de X em linhas verticais. Note que os 4tomos de ¢ tem medida
nula para a medida de Lebesgue p. Além disso, observe que os conjuntos {—mensuraveis

sao da forma A x [0,1], onde A C [0,1] é um boreliano. Considere a familia

Jj Jj+1 :
d::{bn, on }x[O,l]:nENeOSyﬁQ”—l}.

Claramente, &7 é enumeravel e separa os elementos de £. Assim, vemos que £ € .Z .

Defini¢ao 3.1.3 Dada uma familia de particoes mensurdveis {Ex}aen, seja € :=\Venér
a particio mensurdvel unicamente definida pelas sequintes propriedades:

(1) &\ <& para todo X € A;

(17) sen€ A é tal que & <n para todo X € A, entdo & <.

Assim, por definigdo, dada uma familia de partigdes mensuraveis {£)}aen,
temos que £ =V ep &) € a particao mensuravel mais grossa que refina todas as partigoes

€. Além disso, nao é dificil provar que, quando A C N; vale £ = {NyepAx: Ay €&}

Defini¢ao 3.1.4 Dada uma familia de particoes mensurdveis {Ex}aen, seja € := Axenér
a particio mensurdvel unicamente definida pelas sequintes propriedades:

(1) € <&\ para todo X € A;

(i) sen € . é tal que n <&\ para todo A € A, entdo n <¢.

Assim, por defini¢do, dada uma familia de partigdes mensuraveis {€) } ycp temos
que £ = Axea &) € a particao mensuravel mais fina que engrossa todas as partigoes &).

Sejam {&}peny C A e € € A . Usaremos o notacao &, T & para expressar
que £ <& <--- <€ e que € é a particdo mais grossa que refina todas as particoes &,
(isto é, £ = Vpenén)- De modo andlogo, usaremos a notagao &, | £ para expressar que
£ < <& <& e que € é a particdo mais fina que engrossa todas as partigoes &, (isto é,
§= /\nean)'

Se {Bp}n>1 ¢ uma familia separadora para a partigdo mensuravel £ e 5, =

{Bn, X\ By}, entdo a particao ¢, = Vi f; forma uma sequéncia crescente tal que V,,>1(, =
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&. Assim, para qualquer particdo mensuravel £ existe uma sequéncia de particoes finitas
Cn tal que G 1€

Seja € € . Defina a aplicacdo m: X — ¢ pondo 7(x) = £(z), onde &(x) é
o atomo de & que contém o ponto x. Como £ é uma particao, a aplicagdo m esta bem
definida. Essa aplicagdo induz em & uma estrutura de espaco de probabilidade, onde
By ={C C¢:771(C) € B(mod )} é a o-dlgebra e ye = pon! é a probabilidade
induzida por m em & respectivamente. Dado @) € %, note que 7~1(Q) é a unido médulo
p de todos os eslementos A € £ que estdo em (). Assim, ¢é facil ver que as definicoes de Z;
e ji¢ a0 coerentes, isto €, ¢ é uma o-dlgebra em £ e j¢ uma probabilidade em §

O teorema abaixo, que é um resultado classico da Teoria da Medida, garante

que o espaco de probabilidade (£, %, p¢) é de Lebesgue.
Teorema 3.1.5 (Rokhlin) Se § € . entdio (§,%Be,pe) € um espago de Lebesgue.

A o-dlgebra %, permite considerar operagoes teéricas definidas entre dtomos
de &, e ¢ permite escrever “quase todos os atomos de . Se & for finita ou enumeravel
entao (&, %, ¢) € um espaco discreto. Agora, se £ é a particao do quadrado [0, 1]? em
linhas verticais, entao (&, %, pe) é o espago de Lebesgue candnico do intervalo [0,1].

Existem defini¢oes que sdao analogas as Defini¢oes 3.1.3 e 3.1.4 para sub-o—
algebras de A.

Dada uma familia {F}rep C &, denote por o({F)}ren) & 0—dlgebra completa
mais grossa que contém Uycp F), ou seja, o({Fy}rep) € a intersegdo de todas as o—
algebras completas que contém a familia {F)} cp. Em outras palavras, o({Fy}ea) € 0
complemento do corpo de Borel gerado por todos os F)\, A € A.

Seja {%)}aea uma familia de sub-o—algebras de #. A soma \/\cp %) é definida
como a menor o—algebra completa que contém todas as o—algebras .7, isto é, que satisfaz:

(1) F\C.F para toda X € A;

(17) se ¢ C A é tal que F)\ C ¥ para toda A € A, entdo F C 9.
E claro que a intersecao N AcA Z) € uma sub-o-algebra de . Ademais, se cada o—-algebra
F € completa, entdo MNyep #) ¢ completa.

Escreveremos %, T .# para indicar que #1 C F C--- C.F e F =\ en i
cC .

- C
Analogamente, usaremos a notacao %, | % para indicar que % ~C I C e



39

Agora veremos que partigdes mensuraveis de X induzem sub-o—-algebras com-
pletas de A e que sub-oc—dlgebras de & induzem parti¢oes mensuraveis de X.

Dada uma particao mensuravel &, seja E C % a o—algebra completa que consiste
de todos os conjuntos mensuraveis A € % que coincide, médulo g, com um conjunto

&—mensuravel. Em outras palavras, temos que
£:={A e %:3B ¢ mensurivel com u(AAB) = 0}.

E facil ver que, de fato, 5 é uma o—algebra. Mostraremos que E é completa. Seja A € é
nao-vazio com pi(A) = 0. Entdo, existe um conjunto {-mensuravel, digamos A, tal que
(AAA:) =0. Como p(Ae) < (AN Ae)+ pu(AAAg), temos que p(Ag) = 0. Assim, dado
qualquer conjunto B C A, temos que pu(BAA¢) < ju(A) +p(A¢) =0. Logo B € £, 0 que
prova que E é completa. Agora, observe que sendo E uma sub-cg—algebra de %, vemos que é
¢ gerada de forma enumeravel. Mais explicitamente, se {B), },>1 ¢ uma familia separadora
para &, temos que & = o({Bn}n>1)-

Seja . F C % uma o-algebra completa. Temos que .# é gerada de forma
enumeravel (por ser uma sub-c—élgebra de %, que é gerada por uma familia enumeravel),
digamos .Z = o({Fy, }n>1). Defina ¢ =.Z" pondo

£(x) = m E,.

Fnox

Claramente &(x) € £ para todo z € X. Além disso, ¢ é de fato uma partigdo por ser o

conjunto das classes de equivaléncia da relagao
r~vy<—= (xelF,&yeF,,Vn>1).

Além disso, {F),}n>1 ¢ uma familia separadora para £ pois:
o F,N&(x) # 0 < &(x) C Fy; de fato, a implicagdo < é clara, para a implicagdo = note
que se y € Fy NE(x) entiio £(x) = £(y) = Ny oy F C Fr.
o &(x) C F, & x € Fy; de fato, a implicagdo = é clara, ja a implicacdo < segue-se do item
anterior, pois z € F,, = F,N{(x) #0 = () C F,.
o Portanto, x € F,, & F,N¢(x) # 0 < &(x) C Fy,.
o Se &(x) #&(y), entao existe n e Ntal que z € Fj, e y ¢ F,, logo x € F, ey € X\ F),.
A aplicacdo A, definida acima, ¢ uma bijegao entre (£, {Fy }n>1) € (Z,{Fn}n>1),

portanto podemos pensar em particoes mensuraveis como sub-o—algebras completas de
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A e vice-versa. Observe que, assim como no caso enumeravel, £ <n ({,n € ) se e
somente se & C 7. Em particular, £ <7 (€,n € .4) se e somente se n(z) C &(z) para p-q.t.p.
x € X. Por conveniéncia, em algumas ocasioes usaremos ¢ para denotar tanto a particao
mensuravel quanto a sub-o—algebra completa de 4.

Seja {&n }nen uma familia de partigdes mensuraveis. Observe que

vsn:(vgn) . NE=(é

neN neN neN neN

Em particular, &, 1 £ equivale a én T E e &, | € equivale a En i E .

Podemos identificar qualquer sub-o—algebra de um espago de probabilidade

como um fator deste espago.

Definicao 3.1.6 Sejam (X, AB,u) e (Y,€,v) espagos de probabilidade. Dizemos que
(Y,€,v) é um fator de (X,PB,u) se existe uma aplicagio mensurdvel sobrejetiva, nao
necessariamente invertivel, T: X —Y tal que v =pon~'. Nesse casso, ™ é chamado de

aplicacao fator.

Claramente, se # C % é uma sub-o—algebra completa entao (X,.%#,u) é um
espaco de probabilidade de Lebesgue completo. Em particular, tem-se que (X,.%, u) é
um fator de (X, %, 1), com a identidade como aplicagao fator. Reciprocamente, seja
7 (X, %,u) — (Y, €,v) um fator entre espacos de probabilidade de Lebesgue completos,
entdo 7~ 1€ é uma sub-c-élgebra de % (que podemos tomar como completa). Assim,
(Y,€,v) é isomorfo ao espaco (X, 7 1), ).

Agora, veremos que do ponto de vista dindmico, partigbes mensuraveis induzem

medidas condicionais nos atomos.

Teorema 3.1.7 (Rokhlin) Seja (X, %, 1) um espago de probabilidade de Lebesgue com-
pleto, e &€ € M. Entao, existe uma familia {Mi}Aeg com as sequintes propriedades:

(a) ,ui ¢ definida em uma o—dlgebra B y.

(b) (X, %A,,ug) é um espago de probabilidade de Lebesque.

(c) Para qualquer B € B, BNA€ $4 para jig—q.t.p. A€E, a fungio A€ ui(BﬂA)

¢ mensurdvel, e

n(B) = [ 15(BNA) dug(A).
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Além disso, se {va}ace € outra familia de probabilidades que satisfaz (a)-(c), entdo /Ji =va

para pie—q.t.p. A€E.

A familia {ui} Ace¢ € chamada de sistema de medidas condicionais de §. Por
exemplo, se (X, %, 1) é o espaco de Lebesgue canonico de [0,1]? e £ é a particdo em
linhas verticais, entao M?x}x[o,l} ¢ a medida de Lebesgue em {z} x[0,1]. Observe que
a propriedade (c¢) é um teorema do tipo Fubini. Assim, as partigdes mensuraveis sao
particoes em que o Teorema de Fubini é valido.

Se F = 5 , denote ufz = ,ug(m) e chame a familia {/Lf trex de sistema de medidas
condicionais de .%. Usando esse ponto de vista, podemos dar uma interpretagao alternativa
para as medidas condicionais. Dada f € L'(X, %, 1), seja E(f|.Z) a esperanca condicional
de f com respeito a .#. Observando que E(f|.%) é constante em cada dtomo A € &, seja
,ua(f) o valor de E(f|.#) em A. Fixado A €&, a aplicagdo f € Co(X, B, u) — Nil(f) eR
¢ um funcional linear positivo limitado. Entao, pelo Teorema de representagdao de Riesz-
Markov-Kakutani, existe uma tinica medida ﬁi em X tal que ,ui( H=Jxrf dﬁi para toda
feCX,%,1). Além disso, como ,ui(l) =1, temos que Igi ¢ uma probabilidade. Esta
medida é necessariamente ui, pois ,ui( HN=/xf dui para todo f € C.(X, %, 1) (condi¢ao

(¢) do Teorema 3.1.7) e M%(A) =1 (condigoes (a)-(b) do Teorema 3.1.7).

3.2 Entropia de uma particao mensuravel

Seja .# C % uma o-algebra completa. Sabemos que existe £ € .Z tal que
F =€ Dado z € X denotaremos o dtomo &(x) simplesmente por .Z(z). Além disso,
lembre-se que neste caso usamos a notacao ,uf para representar a medida condicional

ug(m) fornecida pelo Teorema de Rokhlin.

Definicao 3.2.1 Sejam ¥ ,9 C B o-dlgebras completas. A funcdo informacdo condicio-
nal de F dado 9 € a fungio I, : X — [0,+00] definida por

L(Z19)(x) = —log i (F (x)).

Observe que quando & é uma particdo enumeravel a definicao acima coincide com
a que foi dada no Capitulo 2. De fato, se £(z) = A entdo pu? (F(z)) = puZ (A) = E(14]9)(x).
Claramente [,(.#|94)(x) pode ser infinito. Por exemplo, se ¥ = {0, X} e
p(F (x)) =0 para todo x € X entdo [,(.F|¥9)(x) = —log(u(F (x)) = 400 para todo x € X.
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O mesmo também ocorre quando .# e ¢ nao estio correlacionada, isto é, uZ (F(x)) =0
em um conjunto de medida positiva. Por exemplo, se (X, %, 1) é o espago de Lebesgue
canonico em [0,1]2, .# é a o-4lgebra definida por linhas verticais e ¢ ¢ a o-4lgebra definida

por linhas horizontais entao I,,(#|¥)(x) = +o0c para todo z € X.

Lema 3.2.2 Sejam F,, F#,9 C B o-dlgebras. Se F, 1 .F, entio 1,(F,|9) nordeo,

L,(F|9) p—q.t.p. Em particular, a aplicacio x — 1,(F|9)(x) é mensurdvel.

Demonstragao: Como .%,, 1 .# temos que %, (z) | % (x) para p—q.t.p. z € X e, portanto,
p (Fp(2)) | p2 (F(2)) para p—q.t.p. € X. Assim, pelo Teorema da Convergéncia

Monétona, vemos que
L(F|9)(x) = 1 (Ful() =25 1 (F () = L(F|9)(x)

para pu—q.t.p. * € X, o que prova a primeira afirmacao. A segunda afirmacgao segue
da primeira tomando uma sequéncia de o-algebras finitas %, C £ tal que %, 1 ¥ e

observando que cada I,,(%#,|¥) ¢ mensuravel.

O

Definicao 3.2.3 Sejam .%,9 C B o—dlgebras completas. A entropia condicional de F
dado 9 é

H(F|9) = /

[ L(F) @) dp = [ —logud (F (@) dp € [0,+00].

Em particular, o entropia de F é H,(F) = H,(F|{0,X}).

Novamente, H,,(#|¥) = +00 a menos que .# e ¢ sejam correlacionadas. Além
disso, se p(# (r)) =0 em um conjunto de medida positiva, entao H,(.#) = +o0.

Note que, se £ e ) sao particoes mensuraveis tais que £ < 1 entao ,uz( ) (&(x))=1
para /-q.t.p. « € X e, portanto, H,(£|n) =0. A reciproca também ¢é verdadeira. De fato,

assumindo que

0= Hy(€ln) = [ ~logl,(€(x))dp

obtemos que uz(x)(f(:b)) =1 para pu—q.t.p. z € X. Logo, n(z) C {(x) para p—q.t.p. z € X
e, portanto, & <.
O préximo lema que enunciaremos, sem apresentar sua demonstracao, ¢ uma

generalizacao do Coroléario 2.2.7 para particoes mensuraveis. Tal lema, que nomearemos de
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Lema de Chung-Neveu, apresenta uma espécie de continuidade para a entropia condicional,

no que diz respeito a convergéncia de particoes mensuraveis.

Lema 3.2.4 (Chung-Neveu) Sejam {,n€ A e {&n}nen uma familia de particoes men-
suraveis. Temos que:

(a) Se & 1€ e Hy(n|én) < +oo para algum n, entao H,(n|&n) nrtoo, H,(n|§).

(b) Se & 1€ entao Hy(&aln) “==2 Hy(¢[n).

n—-+4o00

(C) Se &, | € entao Hu(77|£n) — HM(UK)

Demonstracao: Ver [5, Teorema 5.5].

Proposicao 3.2.5 Sejam 7,9, 74 C B o-dlgebras. Temos que:
(a) H(FNYH)=H,(9|)+H,(F|GVIH). Em particular, H,(FVY)=H,(9)+
H,(F|9).

Demonstragao: Provaremos apenas o item (a), pois o item (b) segue por um argumento
semelhante ao usado no item (a).

Inicialmente, assuma que ¥ é finita e tome uma sequéncia de o—algebras
finitas %, C # tal que %, T .%. Pela Proposicao 2.1.15(b), temos H,(F, V¥ |H) =
H,(9\)+ H,(Fn| 7V 9G) para todo n € N. Assim, pelo Lema 3.2.4(b), obtemos que
H,(FNYGH)=H,(4|H)+H,(F|HANYD).

Agora, suponha que ¢ ¢é arbitraria e tome uma sequéncia de o—algebras finitas
4, C & tal que 4, T%. Como cada ¥, ¢ finita, temos que H,(F V¥Y,|#) = H,,(9,|7€ )+
H,(F |7V ¥9,) paratodon € N. Assim, usando os itens (a) e (b) do Lema 3.2.4, concluimos
que H (FNVY|H)=H,(YG|H)+H,(F|\HND).

0]

Ja sabemos que H,(£]¢) < H,(&|n) + Hu(n|¢) quaisquer que sejam as particoes
&, m, (e Z. Pela Proposicao 3.2.5, usando o mesmo argumento do caso enumeravel, vemos

que essa propriedade ainda é verdadeira quando &, n, ¢ € A .
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Seja (X, 4,1, T) um automorfismo, onde (X, %, 1) é um espago de probabi-
lidade de Lebesgue completo. Dados m,n € NU{+oco} e uma partigdo £ € .#, defina a

particao mensuravel £, pela seguinte igualdade
n .
Emi=\ T,
i=m

onde T~ = {T_iA : Ae&}. Como no caso enumeravel, diremos que uma partigao & € .4
é geradora para a tranformacio T se (£X0)" = A.

Dadas &,7 € .4 arbitrarias de X, afirmamos que H, (T~ 1¢|T1n) = H,(&|n).
Com efeito, usando a unicidade do Teorema 3.1.7, obtemos que ,u?ji = ,ui ol para todo

atomo A € £. Assim, para quase todo ponto z € X, temos

ity oy (T @) = ) (0(T0))

pois T((T~1n)(x)) =n(Tz). Dai, vemos que I,(T 1T~ ) =1,(¢|n)oT e, pela invaridncia
de p por T, concluimos que H, (T~ Y¢|T1n) = H,(&|n) como afirmado. De modo analogo,
usando que 7' = (T~1)7!, conclufmos que H,(T¢|Tn) = H,(¢n). Em geral, dado um
nimero inteiro n # 0, vale que H,(T"¢|T"n) = H,(&|n). Esta observacao é extremamente

util na demonstracao do lema abaixo.

Lema 3.2.6 Sejam (X, %,u,T) um automorfismo e {,n € M .
(a) Sen <€ e Hy(€]np°) < +oo, entdo g Hy(60,[07°) *=>% Hu(€]€7°).
(b) Se & <n e Hy(nlgi®) < +oo, entio 5 Hu(€2,nf*) === Hy(€J¢7°)-
Em particular, se H,({|£7°) < +o00, entdo %Hu(ﬁo,nl{fo) nrtoo, H,(£]£7°).

Demonstragio: (a) Como &2, = 50_(n_1) VT"E, pela Proposigao 3.2.5(b), obtemos

H(€005°) = Ho(€ I3 + Hu(T"€IE2 () V1)
= (& oy 5°) + Hu (T T (€ Vi)

= Hu(&2 (o1 I15°) + Hu (€T V miy)-

Seguindo esse processo recursivamente, obtemos que
L (€0, 0) = L) + 2 30 Hueleh v 3.1
u(&2In57) = —Hu(§nT°) + — > Hyu(€ler V nRsa)- (3.1)
n n ni
Agora, como n° < §f\/n,§i1 para todo k£ € N, temos que Hu(ﬂfiC VnpSq) < oo para todo

k € N. Além disso, usando que &F Vnpsq TE7° e o Lema de Chung-Neveu, concluimos que
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a sequéncia {H (£ |k VnpSq)} converge para H, (§[£7°) e, por consequéncia, obtemos

]- & n—-—+0oo 0
=3 Hyl€l€r Vi) “= Hu(€lere).
k=1

Assim, fazendo n — 0o na igualdade (3.1), obtemos que + H,(£2,,[n$°) UimacoN H, (£1€7°).
Em particular, se H,(£|£5°) < +oo, entdo + H,(£°,,[¢5°) N, H,(£1£7°).

(b) Pelo item (a), temos que limsup L Hy(€2, 1) < Ha(€|E5°), pois LH, (€0, Inf°) <
%Hu(ﬁgn]f’fo) para todo n € N e H,,(§[£7°) < H,,(n|£7°) < 4+o00. Por outro lado, observe
que a sequéncia nao-negativa {%H u(n9n|§9n V) n>1 € limitada superiormente pela
sequéncia {1 H,(n%,|¢°)}n>1, que pelo item (a), converge para H,(n|n°) < +oo. Pela
Proposicdo 3.2.5, vemos que H,, (€Y, [n%°) = H,(n°,|n%°) — Hu(n%,|€2,, Vn$©) para todo n.

Agora, usando repetidas vezes o item (a), obtemos
R 0 | oo .1 0 | ooy I 0 |0 00
hmlnfﬁHN(g_an ) = liminf [nHN(n—nMI )—ﬁHu(n—n‘f—nan )]
= Hy(al®) ~limsup - Hy(n, €2,V 17°)
> Hy i)~ limsup - H (%, €, V€7)
= timinf [ H (0, 689 =~ H (1,162, V)]
= liminfiHM(fo_n\ffo)
= HL(&lEr).
Portanto, %HM(EQRMTO) m}r{u(ﬂ&x})-

O

Proposicao 3.2.7 Sejam (X, %1, T) um automorfismo e &n € M tais que H,({V
n|€T°) < +o0. Entao,

Hyu(EVnl&r™vVnr®) = Hu(El€77) + Hu(nlni® v E255)-

Demonstracao: Note que H,(§£Vn|E7°Vne®) < Hu(§Vn|é7°) < 4o00. Pela parte final do

Lema 3.2.6, temos

1
Hu(EVnler® V) = hmgHu(Sgn\/ﬁgnKloo\/?ﬁO)

1 1
= Tim — H, (€2, |67V n®) +1im — H, (2,625, V).
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n—-+0o0

Usando o Lema 3.2.6(b), vemos que + H, (€%, [£5° Vv ne®) 25225 H,,(€£5°). Resta mostrar

que %Hu(n9n|§ion\/7ﬁ°) Uima N H,(nng° Vv E>y). E de fato, fixado n > 1, temos 12, =

77\/77:,1L. Dai, vemos que

Hy(n2, 02V EXS) = Hu(nn®vER) + Hu(nZh|nge v ES,)

= Hu(n|77fo vfion) + Hﬂ(no—(n—l) |77%O vfﬁn—l))'

Por indugao, obtemos que

1 1 &
~H (2 Ini°VER,) = — 3 Hu(nlni® v E,).
k=0
Agora, observe que H,(n|nt°V£%,) < H,(n|£7°) < oo para todo k > 0. Assim, pelo Lema

3.2.4(a), obtemos que a sequéncia de nimeros reais {H,(n|ng°VE£>,)}e>1 converge para

H,,(n|nT° Vv E£X,) e, portanto, suas médias Cesaro também convergem para o mesmo valor.

Logo, conclufmos que = H,(n°,, |n?°V£%,) D20 H,(n|nge v E2,), o que conclui a prova.

O

Corolario 3.2.8 Sejam (X, %, 11, T) um automorfismo e {,n € Z. Entao h,(T,{Vn) =
hu(T, &)+ H,(nn$° Vv EXL). Em particular, hy(T,N'n) < by (T, &)+ hy,(T,n).

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.2.8 e a Proposi¢ao 3.2.7, temos

hu(T,EVn) = Hu(§EVnlE Vo)
= Hu(E67°) + Hu(nlnf® v EER)

= hu(T.&) + Hu(nlni® v €75).
Em particular, vemos que
hH(Tv £ Vv 77) S h/l(T7£) + h,LL(Ta 77)7

pois H,(n|nt° Vv EXE) < Hu(nni®) = hu(T,n).

3.3 Férmula de Abramov-Rokhlin

Sejam (X, %, u,T) um endomorfismo e £ € .#. Assuma que £ é T—invariante,

ou seja, que T1¢ = ¢ (alternativamente, a o—élgebra € é6 T-invariante).
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Definicao 3.3.1 Seja o € Z. A entropia de T com respeito a « e condicionada a £ é

1
h(Tyalé) := lim —H,(ag~t€) = Hy(alaP VE).

n—+oon

Observe que, na defini¢ao acima, é crucial que ¢ seja T—invariante. De fato,

isso garante que

Hy (o™ ME) = Hulog &)+ Hu(am ™ HEvag™)
< Hu(OfSnil’g)‘i‘H/A(aTnanilE)

= Hyu(of ™€) + Hyu(ag ™€)

Assim, pela subaditividade (Lema 2.2.3), o limite A, (T, «|) estd bem definido. Usando um
argumento analogo ao usado na prova do Teorema 2.2.8, concluimos que %H M(a()l*l]g )=

%2?2—11 Hu(oz|§\/oﬁi) e, portanto, que h, (T, a|§) = H(a|af® VE).
Definicao 3.3.2 A entropia de T condicionada a & €
hyu(T|E) :=sup{h,(T,a|§) : a € Z}.

Note que h,(T|§) é monétono sob refinamentos, ou seja, se & <7 entdo
hu(T|€) > hy(T|n). Com efeito, dados o € 2 e n > 0 qualquer, temos que H,(af [€) >
Hu(ag_l\n), donde vemos que h, (T, /&) > h,(T,aln). Assim, pela definicdo de supremo,
obtemos que h,(T'|£) > hu(T|n).

Definicao 3.3.3 (Fator de um automorfismo) Sejam (X, %,u,T) e (Y,€,v,S) auto-
morfismos. Dizemos que (Y,€,v,S) é um fator de (X,%,u,T) se existe uma aplica¢io
mensurdvel sobrejetiva, nao necessariamente invertivel, m: X —Y tal que mo T =Sor e

V:uo7r_1.

O Teorema de Abramov-Rokhlin, apresentado abaixo, nos permite relacionar a

entropia de um automorfismo e de seus fatores.

Teorema 3.3.4 (Abramov-Rokhlin) Se 7: (X, 8,u,T) — (Y,€,v,S) é um fator entre
automorfismos, entao

h(T) = hy(S) + h(T|7 7). (3.2)
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Demonstracao: Inicialmente, observe que se n é uma particio de Y, entdo 7~ 1n =

{771(A): A€n} é uma particio de X. Além disso, temos

H,(x ' (n)) = AZ —p(r~H(A))log p(n~(A)) = AZ —v(A)logv(A) = H,(n).
€en €en

Assim, 7 tem entropia finita se e somente se 7717 tem entropia finita. Fixe n € N arbitrario.

Entdo, usando que T “on~! = (o T%) 1 = (S o7r)_1 =7710S57% para todo i, obtemos
n—1
(rt)g =t =V T \/7T (8™ =m""ng ",
i=0

donde vemos que +H,((x1n)j~ D= LH, (g~ 1) para todo n natural. Fazendo n tender
para 400, concluimos que h, (T, 7 1n) = h,(S,n). Agora, provaremos a igualdade (3.2)
em duas etapas.
Etapa 1: h,(T) > hy(S) +h,(T|n16).

Sejam & e n particoes enumeraveis de entropia finita de X e Y, respectivamente.
Por defini¢ao, H,(¢[€3°V (7 In)12) = hu(T,&|(n~1n)TL). Assim, pelo Coroldrio 3.2.8,

obtemos

h,LL(T) 2 hM(T>€\/7T_177) = hl/(S>n) + hu<T,f|(7T_1?7)i—£),

pois h,(T,7 1n) = h,(S,n). Tomando o supremo em &, obtemos h,(T) > h,(S,n) +
hu(T) (77 1n) ). Como (7~ 1n)tL < 771€, temos hy(T) > hy,(S,n) + b, (T|71%). Por
fim, tomando o supremo em 7, concluimos que h,,(T) > h,(S) + h,(T|7~1F).
Etapa 2: h,(T) < hy(S)+ h, (T |77 16).
Seja & uma particao enumeravel de X com entropia finita. Tome uma sequéncia
(Mk)ken de particoes finitas de Y tais que n T %¢. Fixe k € N arbitrario. Pelo corolario
3.2.8, temos

hy(T,€) < hu(T,EV 7~ lg) = o (S,mn) + Hu(ELE7°V (n ™ Ine) £2),
pois hy (T, 7 ng) = hy(S,nx). Em particular, temos que
h(T,€) < ho(S) + Hy (€165 V (i) T22).
Passando o limite quando £ — +00, obtemos
hu(T,€) < b (S) + Hu(€[€5° V™ 6),

pois 77, 1 771€ (na igualdade acima usamos o Corolario 2.2.7). Por fim, tomando o

supremo em &, conclufmos que hy,(T) < by, (S) + hy(T|771€).



49
4 O FATOR DE PINSKER

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de Algebra de Pinsker e Tail o—
algebra de uma particdo mensuravel e, além disso, apresentaremos algumas relagoes entre
tais conceito. Estes conceitos sao ferramentas extremamente tteis para determinar se
certos automorfismos sdo K—automorfismos. Esta discussao é baseada em [1], [5], [2,

Chapter 2| e [8].

4.1 Algebra de Pinsker

Definigéo 4.1.1 (Algebra de Pinsker) Dado um automorfismo (X, 8,1, T), sua dlge-

bra de Pinsker é o conjunto
PT):={Ac B h, (T {A X\A}) =0}

Dado um conjunto A € A, defina {4 := {A, X\ A}. Entdo, Aec Z(T) <
hu(T,64) =0 < H,(4](£4)7°) = 0. Alternativamente, A € Z(T) se, e somente se, as
informacgoes de que T"x € A ou nao para todo n > 1 determinam completamente se v € A
ou nao.

Observe que a algebra de Pinsker contém todo conjunto A € & que é T-
invariante. Com efeito, se A € # ¢ T-invariante, temos 7"y = {T"A,T"(X \ A)} =

{A, X\ A} = &4 para todo n. Assim, como H,,({4) < 00, temos
.1 |
hu(T,€4) = lim EHM((SA)O) = lim gHu(gA) =0,

donde obtemos que A € Z(T).

Além disso, se h,(T,§) = 0 entdo todo conjunto {&-mensuravel é um elemento
da dlgebra de Pinsker. De fato, se A é {~mensurdvel entao {4 < ¢ e, portanto, hy,(T,64) <
h(T,€) 0.

A proposicao abaixo caracteriza a algebra de Pisnker, mostrando que ela é
uma o-algebra e apresentando algumas de suas propriedades. O fator (X, 2(T),u,T) é

chamado de Fator de Pinsker.

Proposicao 4.1.2 Seja (X, %, 1, T) um automorfismo. Entao:
(a) P(T) € uma sub-c—dlgebra.
(b) 2(T) é T—invariante.
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c) O fator (X, 2(T),u,T) tem entropia nula.

e

w(T|2(T)) = hu(T).

(c)
(d) (X, 2(T),1,T) é o maior fator com entropia nula de (X, B,u,T).
(e) h
) P(I") = 2(T),Yn € Z\{0}.

(f

Demonstracao: (a) Observe que (), X € Z(T) (por serem T—invariantes) e, além disso,
segue-se diretamente da definigdo de Z(T') que A€ P(T) < X\ A€ Z(T). Resta provar
apenas que Z(T') é fechado para unides enumeraveis. Dada {Ay},>1 uma familia de
elementos de Z(T'), vamos mostrar que A :=U,>1 A, € Z(T), ou seja, que h,(T,{4) =0

Fixe € > 0 arbitrdrio. Como 4 <V;>1£a,, temos que

0= Hpu(§al Vaz18a,) = lim Hu(Eal Viii €a,),

donde obtemos que

H,(§a| Viei16a;) <e

para n suficientemente grande. Assim, para n suficientemente grande, temos

n

ha(To64) < BT Vg 6a) + H(€a] VI €4,) < S hu(T,6a,) +e = <.
1=1

Como ¢ é arbitrério, concluimos que h,(T,£4) =0. Logo, A € Z(T).
(b) De fato, dado A € Z(T) temos

Ty ={T"AX\T A} =&p1y

e, portanto, hy,(T,&p-14) = hy (T, T71E4) = hy,(T,€4). Segue-se dai que A€ P (T) se e

somente se T~1A € 2(T). Assim, concluimos que T-'2(T) = 2(T).

(c)Seja & € Z, com { C P(T). Pelo Teorema 2.2.11, podemos supor que & é finita, digamos
={A1,...,An}. Como &£ < Vi &4,, obtemos que

n

hH(Taf) < h’M<T7 v?:lgA Z T £A

Portanto, (X, Z(T),u,T) tem entropia nula.

(d) Seja # C % uma o—-élgebra tal que (X,.%,u,T) tem entropia nula. Entao, h,(7,64) =0
para todo A € .%, donde concluimos que .% C Z(T).

(e) Pelo Teorema de Abramov-Rokhlin (Teorema 3.3.4), temos

hu(T) = hyu(T 1 (1)) + h(T|2(T)) = hyu(T|2(T)),
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donde concluimos que h,(T") = h,(T|Z(T)).
(f) Suponha que n >0 (o caso n < 0 é andlogo) e tome & € 2 arbitraria. Dado n € N,
temos que hu(T”,\/?z_OlT_if) = nh,(T,€) (veja a prova da Proposicao 2.2.13). Assim,
como T preserva ji, temos
n—1
nhy(T,€) = hy(T" Vg T7'€) < 37 h(T", 7€) = nhy (T7,€),
1=0

donde h,(T,&) < hy(T",€). Por outro lado, note que

h(T",6) < hy(T™ V2T 7€) = nhy(T,€),

donde h,(T™,&) < nh,(T,§). Agora, seja { =E£4. Entao:
ose Ae P(T) entao h,(T",&) < nh,(T,£) =0, donde obtemos que A € Z(T").
ose Ae Z(T") entao h,(T,§) < h,(T",£) =0, donde obtemos que A € (7).
Portanto, Z(T") = 2(T),Yn € Z\ {0}.
O

Na demonstragao do item (c¢) acima, vimos que se uma particao £ € 2 é tal
que { C P (T') entao hy,(T,£) =0. Assim, dado £ € 2, temos que h,(T,£) = 0 se e somente
se EC 2(T).

Proposicao 4.1.3 Se { é uma particio mensurdvel tal que H,(§]£7°) < +oo, entdo

Hy,(E[E7° v 2(T)) = Hyu(§1€7°)-

Demonstragao: Inicialmente, considere n C &2(T') uma partigao enumerdvel com entropia

finita. Entao H,(n|¢7°Vnee Vv E), Hu(nnt® VEX,) < Hu(n|nf®) = 0. Como
Hy(EVn€°) < Hu(§1€7°) + Hy(n) < +o0,

podemos aplicar a Proposicao 3.2.7 e obter que

Hy(ElE3°VnT®) = Hu(§lE7° Vni®) + Hu(ml&° Ve v E)
= Hu(EVn|&r vnge)
= H,([§7°) + Hyu(nlng™ Vv X))
(

= HN 5‘5?0)7
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donde H,(£|£7° V1) = Hu(§|€7°) (a Proposicao 3.2.7 foi utilizada na terceira igualdade).
Agora, considere uma sequéncia de partigoes 7, € Z tal que n, T Z(T). Entao H,(&|£7°V
(Mn)T°) = Hu(€]€7°) para todo n € N. Tomando o limite em n € N, segue do Corolério 2.2.7
que H, (§|6°V P(T)) = Hu(£]£1°), o que prova a proposigao.

U

4.2 Tail o—-algebras

Seja (X, %, 11, T) um automorfismo.

Definigao 4.2.1 Seja £ € #. A tail o—dlgebra de £ € a o—dlgebra gerada pela particao

mensurdvel \,>0&,°. Um elemento da tail o—dalgebra de £ ¢ chamado de {—evento tail.

Por conveniéncia, denotaremos tanto a o—dlgebra quanto a partigdo por Tail(&).
A partir da noc¢ao de tail o—dlgebra de uma particao, podemos definir o que é a tail

o—algebra de (X, B, u,T).

Definigao 4.2.2 A tail o-dlgebra de (X,%,11,T) € a soma VeexTail(§) de todas as tail

o—dlgebras com £ € & .

Essas nocoes foram introduzidas por Kolmogorov, no contexto da teoria da
probabilidade do seguinte modo. Dadas as variaveis aleatorias X1, Xo,... em um espaco
de probabilidade (2, 4,P), chamamos A € Z de um evento tail se A for independente
da o—dlgebra o(X1, Xo,...,X,,) para todo n natural, isto é, se para cada n € N valer que
P(ANB)=P(A)-P(B) para todos B € o(X1,Xa,...,X,).

Adiante, veremos algumas relacoes entre a tail o—dalgebra e a algebra de Pinsker.

Comegaremos mostrando que Z(T') é a tail o—dlgebra de T

Proposicao 4.2.3 Seja (X, %A,u, T) um automorfismo. Entdo:
(a) Tail(§) C P2(T) para toda particio £ € Z .
(b) Se & e Z gera A, entao Tail(§) = 2 (T).
() P(T) = Veer Tail(S).
Demonstracao: (a) Seja £ € & qualquer. Fixe A € Tail(§) qualquer e defina n = 4.

Vamos provar que h,(T,n) = 0. Primeiro, afirmamos que 35 < £°. De fato, observe que:

oSen>0entdon<&S =TE°) =T (n) <&°.



]

0 Sen> 1 entiio n < &2, = T™(E°) = T~"(n) < &°.

Portanto n*30 < £§°, como afirmamos. Assim, pelo Corolério 3.2.8, obtemos:

hy(T,6V0) = hy(T,€) + Hy (i v €55) = hyu(T.6),

pois 7 < £° <V ET. Por outro lado, usando novamente o Corolério 3.2.8 e a inclusdo

Nt < £5°, obtemos

hu(Taf\/U) = hM(T7n)+HM(€|£IOO\/77j£)
= hu(Tn)+ Hyu(€l€1°)
= hu(Tn) +hy(T,6).

Comparando as duas igualdades, segue que h,(T',n) = 0.

(b) Suponha que & € 2 é uma particio que gera %, isto é, (£7X)" = Z. Inicialmente,
observe que pelo item anterior é suficiente provar que Z(7T') C Tail(§). Afirmamos que
¢ suficiente provar que A € Z2(T') = €4 < £5°. De fato, se isto vale entdo, para cada
Ae P(T), temos que {4 =T "Epng <TTER = E2° para todo n > 0 (pois T"A € Z(T)
para todo n > 0), donde vemos que &4 < Tail(§). Assim, concluimos que {4 C Tail(§) e,
em particular, que A € Tail(¢). Fixe A € Z(T) arbitrario e tome 1= £4. Expressaremos

H,(nVEZ1|€5°) de duas maneiras diferentes. Primeiro,

H,(nVELIET) = Hu(E54165%) + Hpu(n]€>,)
= hu(T",E20) + Hu(n]€,)
= h,(T")+H,(n|£X,) "~ Teo. 2.2.16.

Por outro lado,

Hy(VESLIE®) = Hu(l&5) + Hu(€2165° V)
= Hu(n[&°) + hu(T", 65 |m)
> H(n]68°) + by (T, €2 2(T™) + Prop. 412(f)
= H,(m|€X) +hyu(T™) .+ Teo. 2.2.16 e Prop.. 4.1.2(c).

Assim, obtemos que H,(n|£§°) < lim H,(n|¢%5,) = Hu(n|#) = 0, pois £ gera % (aqui,

usamos o Corolario 2.2.7). Agora, pela Proposigao 2.1.13(b), segue que 1 < £§° como
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querfamos demonstrar.
(c) Pelo item (a), temos que
V Tail(¢) € 2(T)
(e
pois Tail(§) C L (T) para toda partigdo £ € Z. Agora, provaremos a inclusao contraria.
Seja & € Z tais que & 1 Z(T). Entao, para cada k € N, temos

H, (&, |(6k)T°) = hu(T, &) =0

pois & C P (T). Dai, segue-se que & < (£x)7° para todo k € N e, portanto, (£)5° = (&)>°
quaisquer que sejam k € N e m,n > 0. Assim, obtemos que Tail(£x) = (&)5° para todo
k € N, donde

00 00
2(T) =\ (&5 =V Tail(§) </ Tail().
k=1 k=1 e
Logo, Z(T) C Ve # Tail(§) o que completa a prova da proposicao.
O
Para aplicagoes dindmicas precisamos considerar Tail(§) onde a particao £ é
mensuravel nao necessariamente enumeravel. Neste caso, a relacao entre & (7T') e € é mais

sutil.

Teorema 4.2.4 Sejam (X, 2,1, T) um automorfismo e & uma particio mensurdvel (nao

necessariamente enumerdvel). Se T"E 1T A, entao P (T) C Tail(§).

Antes de demonstrar o teorema acima, apresentaremos dois lemas que serao

necessarios e que sao interessantes por si so.

Lema 4.2.5 Seja {%B)}nen uma familia de sub-o—dlgebras de B tais que By T B. Entao,
para todo € >0 e para toda particio & € 2, existe ng € N e uma particao finita n C By,
tal que Hy(&n)+ Hu(n|§) <e.

Demonstracao: Fixemos £ ={ A, }nen € Z e € >0 arbitrario. Pelo Lema 2.2.12, podemos

tomar N > 1 tal que, pondo

5/ = {Ala"'uAN7UnZNAn}7
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tem-se H,(£|¢') <e/4. Tome § > 0 qualquer. Como %, T 4, existe um nimero natural n;

e um conjunto B; € %, tal que

J

(4.1)

para cada ¢ =1,..., N. Indutivamente, defina P = By, P, = Bi\Ug;llBj para1=2,...,N
e Py=X\UN,B;. Agora, considere ng =max{n;: 1 <i< N} en={P,...,Py,P}.
Claramente 1 é uma particao de X e n C %,,. Observe que, por definicao, P,AB; =
Bi\ P;,=B;N (U;.;llBj) paratodoi=1,...,N. Fixei=1,..., N arbitrario. Dado z € P,AB;,
existe j < ¢ tal que x € B;N B;. Dai, como A;NA; =0, segue que z € (B;\ A;) U (Bj\ 4;).
Isto mostra que

P,AB; C | J AjAB;

7=1

e, portanto, u(PAB;) <id/2N? < §/2N. Usando a desigualdade anterior juntamente

com (4.1), obtemos

M(PiAAi)<2(§V+;]i[2§](zf para todo ¢ =1,..., N, (4.2)

uma vez que P,AA; C (PAB;)U(B;AA;) para todo i =1,...,N. Além disso, como 7 e &

sao particoes de X, temos que

n>N 1=1

Assim, usando (4.2), concluimos que

; (pOA ( U A)) < 43
n>N

Conforme vimos na Proposicao 2.1.18, supondo § > 0 suficientemente pequeno, as relagoes

(4.2) e (4.3) implicam que H,(¢'|n) < e/4 e H,(n|¢') <e/4. Logo,

H(€lm) < Hu(l) + Hu(€'In) < 5

Hu(nle) < Hu(nle') < 5.

donde concluimos que H,,(§|n) + H,(n|€) <e.
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Lema 4.2.6 Sejam (,n € # tais que ¢ <n. Se H,(&|C) = H,(&|n) para toda particio
Ee Z, entao ( =n.

Demonstragao: Tome A € . Vamos mostrar que A € (. Considere a particao finita

¢:={A, X\ A}. Por hipétese, temos que

H,(&|¢) = Hu(&ln) =0.

Assim, pela Proposigao 2.1.13(a), obtemos que & C ¢, logo A € (. Isso mostra que 1 C (.
De modo analogo, obtemos a inclusao reversa.

U

Demonstragao do Teorema 4.2.4: Seja ¢ = Tail(§). Entao, ¢ = Ap>0&° =

An>0T "€ e T¢ = ¢, uma vez que £ < T¢. Queremos mostrar que & (1) < (. Para tal, é

suficiente provar que H,(p|¢) = Hu(p|¢V Z(T')) para toda particao p € Z. De fato, uma

vez que isso é verdade, entdao, pelo Lema 4.2.6, temos que Z(T) < (Vv X (T)=(. Seja

p € Z arbitraria. Usando a Proposigao 3.2.5(a) e a invaridncia de ¢ por T', obtemos que

Hu(pV IV ) = Hulplp?® vV %) + Hu(Clpg” V () = Hu(plp® vV (7°) < o0
e, pela Proposicao 4.1.3, tem-se
Hu(plp® V() = Hu(pVClpi®VEr)
= Hu(pV oV GV 2(T))

= Hu(plp7° V¢V 2(T)),

onde na primeira e na ultima igualdade usamos a Proposicao 3.2.5(a) e a invariancia de ¢
por T simultaneamente. Observe que, usando que & (T) = Z(TP) e substituindo T por

TP no calculo anterior, obtemos
oo
n=1

para todo p € N.
Suponha que p < T*¢ para algum ko € N. Entdo, usando que T ¢ < ¢,

(521 T—"pp> VeV y(T)) , (4.4)

obtemos que T~"0p < T~™¢ quaisquer que sejam os inteiros n>1e 0 <m <n—1. Isto

implica que \/ile_i("kO)p < /\;‘;&T_jf para todo n € N. Dai, obtemos que

o0 o0 n—1 n—1
(< <\/ T—i(nko)p> V(< (\/ T—i(nko)p> V (/\ T_jﬁ) — /\ TI¢
i=1 i=1 =0 =0
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para todo n € N e, por consequéncia,

K << 00 T_i(n/ﬂo)p> \/<> =(.
n=1 =1

Assim, usando o Lema 3.2.4(c) (sob todas as poténcias de T' que sdo multiplas de kg) na
igualdade (4.4), concluimos que H,(p|¢) = Hu(p|CV P2(T)).

Agora, suponha apenas que p € Z e fixe € > 0 arbitrario. Entao, pelo Lema
4.2.5, existem ko € N e uma particio finita 7. C T*¢ tal que H,(p|n:) + Hu(n:|p) < e.

Assim, pelo que vimos anteriormente, temos

Hu(pl¢) < Hpulplne) + Hu(nelC)
= Hu(plne) + Hu(ne| ¢V 2(T))
< Hu(plne) + Hu(nelp) + Hu(plCV 2(T))

< e+ H,(p|¢v2(T)).

Sendo ¢ > 0 arbitrario, obtemos que H,(p|() < H,(p|¢V P(T)) e portanto H,(p|¢) =

H,(p|¢VP(T)). Isso conclui a prova do teorema.
U

Independentemente da existéncia ou nao de particoes geradoras £ € 2, sempre

existe uma particdo mensuravel ¢ tal que Tail(§) = 2(T).

Teorema 4.2.7 Dado um automorfismo (X, B,u,T), existe uma particio mensurdvel &

tal que:

(a) T <E,
(b) T"E1 B, e
(¢) Tail(¢) = 2(T).

Demonstracgao: Para provar esse teorema vamos precisar do seguinte lema.
Lema 4.2.8 Se o,,7v€ Z e a <3, entdo
+
Hyu(al 37V 7%) === Hy(al57°).

Demonstracao: Para provar esse lema, notemos primeiro que H,(a|B7°V ) n>1 é

nao-decrescente. Afirmamos que é suficiente provar o lema para o caso em que o = 3.
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Com efeito, como

Hu(BIBT V) = HulavBI67° V)

se é verdade que H,(B|6° V1Y) Limach H,(B|B1°), entao também serd verdade que

+ .
H(al87°V 77) === Hu(al 87°) pois Hy(alB7°V7i) < Hy(al57°) e Hy (8157 V32 v
a) < H,(B|AT° V). (Intuitivamente isso significa que, sob condi¢do de monotonicidade,
basta provar o lema para o menor 3 possivel.)

Assuma que a = . Afirmamos que

1 < (@) [ee] 1 [ee] o0
ﬁZHy(ﬁWl V7k+1):5HM(59n’51 VALo).
k=0

De fato, como 3%, = 59(11—1) VT"3, temos

Hy(BL,185°VAT®) = Hu(B2 1y 1B VAT) + Hu(T7 B8 -1) VA5°)
= Hyu(B2 1) 822V AR0) + Hu(T" BT (B7°V 1751))

= Hu(B2 (-1 1B VAT0) + Hu(BIBTV 1051).

Seguindo o procedimento acima de forma indutiva, obtemos que

H,(B2,182°VA°) = Y- Hu(BIBY VARLL)
k=0

como afirmamos. Agora, pelo Lema 3.2.6(a), vemos que
.1 . o0 00 .1 0 o0 00 o0
lim > Hu(BIBT V) = lim -~ Hy (82| 517V 117) = Hu(B11)-
k=0

Assim, como a sequéncia { H,(3|57°V vi51) bk>0 € ndo-decrescente, concluimos que
.1 1
lim —Hy (8157 Vp”) = lim — > Hu(B157° Vi) = Hu(B16),
k=0

0 que prova o lema.
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Agora, retornaremos a demonstracao do teorema e procederemos na constru¢ao
de £. Primeiro, tome uma sequéncia (ag)r>1 em 2 tal que oy, T % quando k — +o00. Fixe

um ntimero natural n; > 1 qualquer e tome 7y =T "'ay. Pelo Lema 4.2.8, temos
H, (T ot [(T~ 1)) = Hu(T " o [(T~" o)V (T~ ) ) A4

Escolha no > n; tal que

1
H (T " a1 |(T7™a1)7°) — Hu(T " oq (T ™o VT " 0)7°) < 7

Defina 1o = T7™ay VT ™™ asy. Novamente, pelo Lema 4.2.8; temos
_ k—+
Hyy(np|(n2)7°) = Hu(npl (12)3°V (T~ a3)§%) =0, p=1,2,
Escolha ng > no > ny tal que

_ 1
| (12)17) = Hy (| (m2 VTP a)17) < 555, p=1,2,

Defina n3 =no VT ™ag =T"™a; VT ™ay VT ™a3. Repetindo esse procedimento
indefinidamente, podemos definir 7, = \/ilefnkozk para todo p € N, onde os naturais

ny < ng <ng < --- sdo definidos indutivamente satisfazendo

1
HM(Up|(77q—1)C1>O) _Hu(np’(nq)(fo) < Wa b= 17 27 e q— 1. (45)

Seja = Vi>1T ™ ay. Como 7 nao satisfaz (a), definamos £ =n{°. Assim, {

satisfaz (7). Claramente, ¢ satisfaz (b), pois
T "oy <TE = o, <TME = Tt 3.

Resta provar que ¢ satisfaz (¢). Antes disso, vamos obter uma consequéncia de (4.5): dado

k > p, some sob ¢, de p+ 1 até k em (4.5), para obter que

Hyu (i (3p)20) — H (gl (76)3°) < ;

Fixando p e fazendo k — 400 obtemos, por Chung-Neveu, que

Hy,(np| (1p)7) — Hyu(npl§) < 219

Portanto, passando o limite em p, obtemos

lim [Hy,(np|(mp)°) — Hu(np|€)] = 0. (4.6)

p——+00
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Pelo Teorema 4.2.4, temos que Z(T) C Tail(§). Para obtermos a inclusao
reversa, provaremos que H,(¢|(T°) = 0 para toda particdo ¢ € Z tal que ¢ < Tail(§).
Primeiro, note que T_(”+1)§ < T~ "¢ para todo n > 0, pois T71¢ < €. Segue-se dai que

Tail(§) < T7"¢ para todo n > 0. Assim, dado n > 0 temos que

(<Tail(§) <§ = T7"(<¢

¢ <Tail(é) < T "¢ = T™( <,

donde concluimos que (7 < ¢. Além disso, pela definicao de &, temos que (p)7° <€ para

todo p > 1. Agora, pela Proposicao 3.2.7, temos

Hu(CI6°) = Hu(CVnpl¢V (1p)T°) = Hyu(np | (1p) 70V )
= Hu(npl(np)5°) + Hu(CICTV (0p) T32) = Hyu(mp| (1p)7° V CF)

< HM(%KW)TO) + Hu(d(np)(fo) - Hu(np|§)

para todo p > 1, pois (17,)7° < OV ()T e (9,)5° V(L < €. Fazendo p — +oo e
usando igualdade (4.6) e o Lema de Chung-Neveu na desigualdade acima, obtemos que
hu(T,¢) = H,(C|¢1°) < Hu(¢l§) = 0. Em particular, tomando ¢ = &4 com A € Tail(¢),
vemos que Tail(§) C Z(T), o que completa a nossa demonstragao.

O

Definicao 4.2.9 (Lei zero-um de Kolmogorov) Um automorfismo (X, %, u,T) satis-
faz a Lei zero-um de Kolmogorov se para cada £ € Z tem-se que u(A) € {0,1} para todo
A e Tail(§). Alternativamente, isso significa que Tail(§) =&y (mod p) para todo £ € Z,
onde & = {0, X'}.

Proposicao 4.2.10 Um automorfismo (X, %,u,T) satisfaz a Lei zero-um de Kolmogorov
se, e somente se, P (1) =&.

Demonstragao: Com efeito, se o automorfismo (X, %, u,T) satisfaz a Lei zero-um de
Kolmogorov, entao Tail(§) = £y para toda partigao £ € Z. Pela Proposigao 4.2.3(c), segue
que

P(T)= \/ Tail(e) = &

(e
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Reciprocamente, assuma que Z(T') = ¢;. Pela Proposicao 4.2.3(a), vemos que Tail(§) C
P(T) = ¢y para toda partigao € € 2, donde concluimos que Tail(§) = § para toda parti¢ao
Ee Z.
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5 A PROPRIEDADE K

Neste capitulo, discutiremos sobre os K-automorfismos. Estes automorfismos
foram introduzidos inicialmente por Kolmogorov, quando ele provou que sistemas 2—shift
e 3-shift ndao sao metricamente isomorfos. Em seus estudos, partindo dos argumentos
da teoria da probabilidade, Kolmogorov chamou tais automorfismos de sistemas “quasi-
regulares”. Hoje em dia, esses sistemas passaram a ser chamados de automorfismos de
Kolmogorov, K-automorfismos ou simplesmente K-sistemas. As principais referéncias que

seguiremos neste capitulo sao [1], [5], [7], [10] e [§].

5.1 K-automorfismos

No que se seque, faremos um abuso de notacao e usaremos a notagao & tanto

para denotar a partigao trivial {X} quanto a o—dlgebra trivial {0, X}.

Definigao 5.1.1 Um automorfismo (X, B,u,T) é chamado de K-automorfismo (ou auto-
morfismo de Kolmogorov) se existe uma particio mensurdvel &, chamada de K -particao,
tal que:

(K1) T7le<¢;

(K2) T"¢ T P quando n — +00;

(K3) T7™¢ | &y quando n — +oo.

Claramente, mantida a propriedade (K1), as propriedades (K2) e (K3) podem ser substi-
tuidas por
+00 +00
(K2) \/ T'¢=2 ¢ (K3) NT"¢=¢
n=0 n=0

respectivamente. A algebra de Pinsker caracteriza bem os K-automorfismos, como veremos

agora.

Teorema 5.1.2 (Rokhlin-Sinai) Seja (X, %,u,T) um automorfismo. As sequintes afir-
magoes sao equivalentes:

(a) (X,%,u,T) € um K-automorfismo.

() (1) =&

(¢) (X,%,u,T) satisfaz a Lei zero-um de Kolmogorov.

(d) Todo fator nao-trivial de (X, 2,1, T) tem entropia positiva.
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Demonstracao: (a) = (b) : Se (X, %4,u,T) é um K-automorfismo entao existe uma
partigdo mensuravel £ que satisfaz (K1)—(K3). Dai, pelo Teorema 4.2.4 temos
P(T)CTail(§) = N\ &= N T "¢=§,
n>0 n>0
donde concluimos que Z(T') = §;.
(b) = (a) : Segue do Teorema 4.2.7.
(b) < (c): Essa equivaléncia é a Proposicao 4.2.10.
(b) & (d): Segue da Proposicao 4.1.2(d).
U

Definigao 5.1.3 Dizemos que um automorfismo (X, B, u,T) tem entropia completamente

positiva se todo fator nao-trivial de (X, %,u,T) tem entropia positiva.

Pelo Teorema 5.1.2, um automorfismo (X, %, 1, T) tem entropia completamente
positiva se, e somente se, ele é um K-automorfismo. Além disso, por definicao, todo fator
nao-trivial de um sistema com entropia completamente positiva também tem entropia

completamente positiva. Assim obtemos o seguinte corolario do Teorema 5.1.2.

Corolario 5.1.4 Todo fator ndo trivial de um K-automorfismo é um K-automorfismo.

Corolério 5.1.5 (X,%,u,T) é um K-automorfismo se, e somente se, h,(T,§) >0 para
toda particao finita £ # &y.

Demonstragao: Suponha que (X, %, u,T) é um K-automorfismo. Dada uma partigao
finita & # &y, considere a o—algebra .# que consiste do conjunto ) e de todos os subconjuntos
de X que podem ser obtidos a partir de uma uniao, médulo p, de &tomos de £. Entao,
(X, Z,1,T) é um fator nao-trivial de (X, %, u,T). Pelo Teorema 5.1.2(d), obtemos que

0<hy(T #)=suphu(T,n) < hu(T,¢§),
n<g

donde concluimos que h,(7,£) > 0. Agora, suponha que h, (T, £) > 0 para toda particdo
finita £ # £y. Seja (Y, %, v,S) um fator nao-trivial arbitrario de (X, %, 1, T'), com aplicagao
fator . Fixe uma particao finita nio-trivial n do conjunto Y. Como 7~ 11 é uma particio
finita ndo-trivial de X, temos hy, (S, n) = h, (T, 7~ 'n) > 0 (veja a demonstragio do Teorema
3.3.4). Logo, hy,(S) > h,(S,n)>0. Como o fator (Y,%,v,S) é arbitrario, seguen novamente

pelo Teorema 5.1.2(d) que (X, %, u,T) é um K-automorfismo.
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5.2 Sistemas K-mixing

A propriedade K-mixing, introduzida logo abaixo, é conveniente porque fornece
uma propriedade uniforme de mistura, mais forte do que as nog¢oes usuais de ergodicidade,
fracamente misturador (weak mixing) e misturador (mixing) vistas usualmente em um

curso basico de teoria ergddica.

Definic¢ao 5.2.1 (K-mixing) Um automorfismo (X, %,u,T) é K-mixing se para quais-

quer conjuntos Ag, A1, ..., A, € B, r >0, temos

lim sup w(AoN B) —u(Ag)u(B)| | =0, 5.1
Jim (Be%’%o(Al,...,Ar)| ( ) — 1(Ao)u(B))] (5.1)
onde B (A1,...,Ar) € a menor o—dlgebra gerada pelos conjuntos T%A; comk>n, i=

1,...,r.

Olhando para a Definicao 5.2.1 com uma visao probabilistica, a propriedade
K-mixing significa que o movimento do conjunto Ap ndo depende de quaisquer eventos que
ocorram na parte suficientemente distante da trajetéria dos conjuntos A; com 1 <17 <r.
E facil ver que se (X,2,u,T) é K-mixing entdo (X, 4%, ., T) é um sistema misturador.
Mais do que isso, a propriedade K-mixing implica que o sistema é misturador de qualquer
ordem.

O préximo teorema garante que a propriedade K-mixing caracteriza bem os

K-automorfismos.

Teorema 5.2.2 Um automorfismo (X, B, u,T) é um K-automorfismo se, e somente se,

¢ K-mixing.

Demonstracao: Inicialmente, suponha que (X, %, u,T) é um K-automorfismo. Sejam
Ag, A1,..., Ay € B arbitrarios. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os
conjuntos Aj,..., A, constituem uma particdo 1 do espago X. Como (X, %,u,T) é um
K-automorfismo, temos que Tail(n) = &y. Fixado n € N, tome B € %,, qualquer, onde %,
denota a o-algebra gerada pela particao 7,°. Usando a definicao de esperanca condicional,

obtemos

#4001 B) = u(Ayu(B)| = | [ B (L) du(w) ~ [ (o) dio)
S VE (Lo ) — (o) dia)
‘|E(1Ao|%n) - f||L17

IN

IN
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onde f = / La,dp=E(14,{0,X}) é a funcdo constante. Como B € %, é arbitrério, temos
Sup [u(Ao (1 B) = pu(Ao)u(B)] < |[E(Lag|Fn) = p(Ao)l 1
E%n

Por fim, como %, | {0, X}, segue do Teorema de convergéncia de martingais (Teorema

2.2.5) que limy, o0 ||E(14,|%n) — f||11 =0 e portanto

sup [u(AoN B) — u(Ao)u(B)] =0,

lim
provando que (X, %, u,T) é K-mixing. Reciprocamente, assuma que (X, %, u,T) é K-
mixing. Seja 77 uma particdo finita arbitraria. Dado A € Tail(n) qualquer, temos que

A € B, para todo n € N. Assim, pela igualdade (5.1), obtemos
[1(AN 4) — p(A)u(A4)] = 0,

donde vemos que p(A) € {0, 1}. Isso mostra que Tail(n) = & para toda parti¢ao finita 7.
Usando a Proposigao 4.2.3(c), segue que & (T') =& e dai o Teorema 5.1.2(b) implica que
(X, A, 1, T) é um K-automorfismo.
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6 EXEMPLOS

Neste capitulo, apresentaremos trés exemplos importantes de K-automorfismos.
Vale salientar que usaremos algumas ferramentas Dindmica Hiperbdlica e da Teoria da
Medida (que estao além deste estudo) para concluir que tais sistemas sao K-automorfismos.

As principais referéncias que seguiremos neste capitulo sao [4], [10] e [7].

6.1 Shifts de Bernoulli

Fixe um inteiro d > 0 e considere o alfabeto o7 = {1,...,d}. Seja
Y={z=(vp)nez : ©n € &, Vn € Z}

dotado da topologia produto, e seja & a o-algebra de Borel de 3. Dados vy, U1, --,

Umak—1 € {1,...,d}, podemos considerar o conjunto
mlUms -y Umak—1] ={z = (Tp)nez €L : Ty, = v, para n=m,m—+1,... m—+k—1},

que é chamado de um cilindro na posicao m e tamanho k. Note que os cilindros sao
conjuntos clopen (abertos e fechados). Seja %y a dlgebra formada por unioes finitas de
cilindros disjuntos. Temos que o—algebra Z é gerada pela algebra 4.

Seja p = (p1,..., pqg) um vetor de probabilidade com entradas ndao-nulas. A

medida
p=1]»

nez

¢ chamada de medida de Bernoulli. Equivalentemente, temos que

M(m[vmw--avk]) = Pup, """ Py, -

Seja 0 : 3 — 3 o deslocamento a esquerda em X, isto é, o((zn)nez) = (Tnt1)nez. Observe
que a pré-imagem de um cilindro ainda ¢ um cilindro: o~ (;,[vm, ..., k) = mat[Vm, ..., vk].

Dai, segue-se que o é mensuravel relativamente a 4. Além disso,

(0 onlvms . 08)) = Dy =D, = i 0]

Assim, a classe monétona ¢ = {A € B : u(c~(A)) = u(A)} contém a algebra %y das

unibes finitas de cilindros disjuntos. Pelo Teorema das Classes Mondtonas (veja [4],
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Teorema A.1.18), concluimos que ¢ = %B. Isso mostra que p é o—invariante. Usando

1

argumentos andlogos, vemos que a transformagao inversa ¢~ é mensuravel relativamente

a A e preserva a medida p. Portanto, (X, %, u, o) é um automorfismo.
Proposicao 6.1.1 O automorfismo (X, B, u, o) é um K-automorfismo.

Demonstragao: Pelo Teorema 5.1.2, é suficiente mostrar que & (o) é trivial. Para tal,
considere £ = {g[i] : i =1,...,d} a parti¢ao de X em cilindros na posigio zero. Sabemos
que £ gera A, pois 5% € a particao de ¥ em atomos unitarios. Assim, pela Proposicao
4.2.3(b), obtemos que (o) = Tail(§). Afirmamos que Tail(§) = &y. Com efeito, fixe

A € Tail(¢) = K ( V o—’%),

n=0 \k=—o0
arbitrdrio. Seja B € V3Z; o*¢ para algum j € Z fixo. Como A € Tail(¢) C Vi o*¢
para todo n < j, temos que A e B sao independentes’, ou seja, u(ANB) = u(A)u(B).
Considere o conjunto €4 ={B € # : n(ANB) = u(A)u(B)}. Claramente, €4 é uma
classe mondtona e, além disso, pelo que vimos acima 6’4 contém
00 oo
By C U \/ oke.
j=—ock=j
Dal, pelo Teorema das Classes Monétonas, tem-se (AN B) = pu(A)u(B) para todo B € A.
Em particular, colocando B = A obtemos que p(A) = pu(A)? e, desta forma, vemos que
p(A) € {0,1}. Como A € Tail(§) é arbitrario, obtemos que Tail(§) = &j como afirmamos.
Portanto, Z(T') = Tail(¢) = & o que prova a proposicao.
O
Seja & a partigdo de X em cilindros na posigao zero como na demonstracao da
Proposicdo 6.1.1. Considerando a particio £~ = £5°, ndo é dificil notar que o~ 1¢~ < ¢~ e
que o™ 1 A. Além disso, uma vez que 01T < €7, temos que

Tail(e) = A\ (i’} a—ks—) - 7}00——”5— = Tail(€) = &,

n=0 \k=n

donde vemos que o~ "{™ | &p. Isso mostra que a particao £~ ¢ uma K-particao.

L Para ver isso, observe que se A e B estdo em %y entdo A e B sdo independentes. Para o caso geral,

aproxime A e B por elementos de Hy.
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6.2 Deslocamentos de Markov

Fixe um inteiro d > 0, e seja P = (p;j)1<i j<q uma matriz estocastica, isto é,
pij > 0 para todo 1 <4,j5 < d e > ;p;j =1 para todo 1 <7 < d. Consideremos > =3¥p o

espaco das sequéncias P—admissiveis, ou seja,
S={z=(Tn)nez € {1,..,d}" : pypwnsy >0,Yn € Z}.

A matriz P pode ser considerada como a matriz de incidéncia de um grafo direcionado, e
> como o espaco dos caminhos bilaterais no grafo. Definimos cilindros de modo anélogo
a se¢ao anterior. Observe que, y,[Um,...,vx] # 0 se e somente se Py, vni1s--->Pop_q,0p > 0-
Muniremos ¥ com a o—algebra de Borel %s.. Seja HBy & algebra formada por unides finitas
de cilindros disjuntos de 3. Temos que By, é gerada pela algebra Ay.

Seja p = (pi)1<i<q¢ um vetor de probabilidade com p; > 0 para todo i =1,...d.
Assuma que o vetor p é estacionario para a matriz P, isto é, pP = p. Neste caso, po-
demos definir uma probabilidade p definindo-a nos cilindros como pu(p[vpm,...,vk]) =
Pom Pvmvmast " Pog_1,0;, € estendendo-a pelo Teorema de Carathéodory. O espago de proba-
bilidade (3, Py, 1) pode ser considerado como uma cadeia de Markov, em que p denota
a probabilidade inicial dos estados e P denota as probabilidades de transi¢oes entre os
estados. Seja o : > — X o shift a esquerda em Y. Observando que a pré-imagem de um
cilindro ainda é um cilindro, concluimos que o é mensuravel relativamente a %y,. Além
disso, pela estacionariedade de p, obtemos que p é o—invariante. Usando argumentos

1 & mensurdvel relativamente a %y, e

analogos, vemos que a transformacao inversa o~
preserva a medida p. Portanto (3, $y, i, o) é um automorfismo, o qual chamaremos de
deslocamento de Markov ou simplesmente de shift de Markowv.

Lembre-se que, para cada n € N, usamos a notacao (pzj)lgi,jgd para denotar a

matriz P". Dizemos que a matriz P é aperiodica se existe N € N tal que prj > 0 quaisquer

que sejam i,j € {1,...,d}. Sabemos que a matriz P é aperiddica se, e somente se,
. n .
i Py = s
quaisquer que sejam 4,5 € {1,...,d} (Veja [4, Lema 7.2.12]). Além disso, o deslocamento
de Markov é mixing se, e somente se, a matriz de transicao P é uma matriz aperiédica
(Veja [4, Teorema 7.2.12]).

Observe que, se um deslocamento de Markov é um K-automorfismo entao

a matriz de transicdo é aperidédica. Com efeito, se o sistema (X, By, 1, 0) é um K-
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automorfismos entao, pelo Teorema 5.2.2; tem-se que (X, By, p, 0) é K—mixing. Em
particular, o sistema (X, By, i1, o) é mixing. Assim, a matriz de transigdo P é necessaria-
mente aperiodica.

A reciproca também é verdadeira, como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 6.2.1 Se a matriz de transicao P € aperiodica, entdo o Deslocamento de

Markov (¥, B, u, o) € um K-automorfismo.

Demonstracgao: Nesta demonstragao, procederemos de forma andloga ao que fizemos
na demonstracao da Proposigao 6.1.1. Seja & = {p[i] : i =1,...,d} a particao de ¥ em
cilindros na posicao zero. Temos que § gera A, pois {2, ¢ a particao de X em atomos

unitarios. Mostraremos que Tail(§) = §;. Para tal, precisaremos do seguinte lema.

Lema 6.2.2 Dados a e r > 0 inteiros, denote por o (£417) a dlgebra gerada pela partigao

£9tT . Entao, para A € o/ (E07") e N > a+r fizos, tem-se

(b=a=r) plo—a=r)
p(A)p(B) inf | ——— | < p(ANB) < p(A)p(B) sup | ——— (6.1)
v \ P v N P

qualquer que seja o conjunto B pertencente a o-dlgebra §57.

a—+r

47F") consiste precisamente de todos os

Demonstragao: Inicialmente, observe que o7 (
subconjuntos de ¥ que podem ser escritos como uma uniao finita disjunta de cilindros do
tipo 4[vq, - .-, Va+r|. Assim, pela aditividade da medida p, é suficiente provar a desigualdade
(6.1) para o caso em que A = 4[vg,...,Vq4r]. Fixados b > N e s> 0 inteiros, seja B =

b[Vps -, Uprs] com N < b. Entao,

wANB) = > alVay - s Vatrs ey Uy Ubts))

Va+r+1;---Vb—1

= § , pvana,va+1 "’va+s_17vb+s

Vatr+1se--Ub—1

1
= w(A)u(B)— ( Z Pva+r,va+r+1 T val,vb)

Vgtr+1y--Ub—1
(b—a—r)

P a7,
= W(A)u(B)
p’l)b

Segue-se dai,
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Pela aditividade da medida p, a mesma desigualdade acima vale para todo conjunto

Be o (52“). Considere a colecao €4 de todos os conjuntos B € Ay, tais que

(b—a—r) P‘(b‘—a—r)
1(A)u(B) inf (”) < (AN B) < p(A)u(B) sup (”) .

4 Py ij D

b>N J b>N J
Claramente a colecao %4 € uma classe monotona e, pelo que vimos acima, ela contém a
algebra

o o0 b+8
U U™
b=N s=0

Assim, pelo Teorema das Classes Monétonas, a classe ¢4 contém a o—algebra £37, o que
prova o lema.
O
Agora, fixe € > 0 arbitrariamente. Como a matriz P é aperiddica, existe ng € N
tal que

Y _ql<e

‘ mn

Pj

quaisquer que sejam n >ng e i,j € {1,...,d}. Pelo lema anterior, dado um conjunto
A€ o (E9%T) com a e r >0 inteiros, temos |u(ANB) — u(A)u(B)| <& onde n € N é
suficientemente grande e B € £2°. Em particular, vale que |u(ANB) — u(A)u(B)| < € para

todo B € \;2o&X. Fixado B € \j2 & arbitrario, considere o conjunto

Z ={A€ B, |W(ANB) — p(A)u(B)| <e}.

Observe que Z é uma classe monétona e, além disso, Z contém o7 (£277") quaisquer que

sejam os inteiros a e v > 0. Assim, By C Z e, pelo Teorema das Classes Mondtonas,

tem-se Z = HBy,. Isso mostra que |u(ANB) — u(A)u(B)| < e para todo B € A\p2y&° e

para todo A € By,. Como ¢ é arbitrario, concluimos que p(ANB) = pu(A)u(B) para todo

B € N\° €% e para todo A € By,. Dai, segue-se que u(B) = u(B)? para todo conjunto

B e Tail(§) = AyZo & e, por consequéncia, tem-se Tail(§) = €. Pela Proposigao 4.2.3(b)

obtemos que Z(T') = Tail(¢) = &y. Logo, pelo Teorema 5.1.2, o Deslocamento de Markov
(3, By, i1, o) é um K-automorfismo.

U

Se £ é a particdo de X em cilindros na posi¢ao zero entao, usando a prova

da Proposicao 6.2.1, podemos mostrar que a parti¢ao {~ = &7 ¢ uma K-particao para o

sistema (X, By, i, 0).
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6.3 Automorfismo linear do toro

Seja T? o toro de dimensdo 2, isto é, o quociente R?/Z? da relacio de equiva-
léncia ~ em R? definida por x ~y < x —y € Z2. Sabemos que T? herda, do plano R?, a
estrutura de variedade diferencidvel de dimensao 2. Além disso, podemos munir T? com
a métrica riemanniana plana, o que o torna localmente isométrico ao plano R2. Sejam
P e u, respectivamente, a o-algebra de Borel e a medida de Lebesgue de T2, que estéo
associadas a esta métrica riemanniana.

Sejam A € SL(2,R) e T': T? — T? a aplicacao induzida por A (isto é, T'([z]) =
[Az]). Observe que T' ¢é diferencidvel e o jacobiano det(DT([z])) é localmente constante
igual a 1, uma vez que a derivada DT([x]) em cada ponto estd canonicamente iden-
tificada com A. Claramente, a transformacdo T é invertivel, onde a sua inversa 7!
é a transformacao induzida pela matriz A~' € SL(2,R). Afirmamos que T preserva a
medida de Lebesgue em T2. De fato, sendo 7" um difeomorfismo local, a pré-imagem de
qualquer conjunto mensuravel B, com diametro suficientemente pequeno, é formanda por
|det(A)| = grau(T") conjuntos disjuntos D; difeomorfos ao conjunto B. Pela férmula de
mudanga de variavel, temos que u(B) = |det(A)|- u(D;) para todo conjunto mensurdvel
B com didmetro suficientemente pequeno. Isto mostra que p(B) = u(T~1(B)) para todo
conjunto mensuravel B com didmetro suficientemente pequeno. Logo, T preserva a medida
1, como afirmado. O automorfismo (T2,2,u,T) é chamado de automorfismo linear do
toro.

Suponha que a transformacao 1" é um difeomorfismo de Anosov, isto é, supo-
nha que a matriz A é uma matriz hiperbdlica. Neste caso, chamamos (TZ,%,M,T) de
automorfismos linear hiperbdlico do toro.

Todo automorfismo linear hiperbdlico é ergdédico. Mais ainda, ele é um K-
automorfismo. Este fato é um corolario imediato do Teorema 6.3.1, que é proveniente da

Teoria de Dinamica Hiperbdlica, apresentado abaixo.

Teorema 6.3.1 Seja f: M — M um difeomorfismo Anosov de classe C1T (0 < a < 1)
que preserva o volume de uma variedade Riemanniana compacta M. Entao f é um K-

automorfismo.

Demonstracao: Ver [7, Theorem 4.8].
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