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"We cannot solve our problems with the same
thinking we used when we created them"

(Albert Einstein)



RESUMO

Neste trabalho, estudamos o problema de existéncia de graficos com curvatura média prescrita
em espacos euclidianos. Analiticamente o problema consiste em uma EDP quasilinear eliptica
com condi¢do de Dirichlet. Para manter a apresentacdo autocontida, mostramos os resultados
relevantes da teoria de equacdes diferenciais parciais elipticas lineares e quasilineares. Para
equacoes lineares, mostramos a estimativa de Schauder para solugdes cldssicas e aplicamos o
método da continuidade para obter um teorema de existéncia de solucdes para o problema de
Dirichlet linear. Para equacdes quasilineares, mostramos uma versao do principio da comparacao
e usamos o método do ponto fixo para mostrar que a solubilidade de equagdes quasilineares esta
ligada a existéncia de estimativas a priori adequadas para solu¢des. Munidos destes resultados,
estabelecemos hipéteses adequadas para a demonstracao de estimativas a priori para solugdes da

equagdo dos graficos com curvatura prescrita, o que conduz ao resultado final do trabalho.

Palavras-chave: equacdes diferenciais parciais elipticas; equagdes quasilineares; equagao da

curvatura média; estimativa de Schauder; estimativas a priori.



ABSTRACT

In this work, we shall study the problem of existence of graphs with prescribed mean curvature
in euclidean spaces. Analytically the problem consists of a quasilinear elliptic equation with
Dirichlet condition. To keep the presentation self-contained, we show the relevant results of the
theory or linear and quasilinear elliptic partial differential equations. For linear equations, we
prove the Schauder estimate for classical solutions, and apply the continuity method to obtain
an existence theorem for solutions of the linear Dirichlet problem. For quasilinear equations,
we prove a version of the comparison principle, and use the fixed point method to show that
solvability of quasilinear equations is connected to the existence of appropriate a priori estimates
for solutions. Armed with these results, we establish appropriate hypothesis for the demonstration
of a priori estimates for solutions of the equation of graphs with prescribed mean curvature,

which leads to the final result of the work.

Keywords: elliptic partial differential equations; quasilinear equations; mean curvature equation;

Schauder estimate; a priori estimates.
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1 INTRODUCAO

Nosso objetivo neste trabalho € demonstrar um resultado de existéncia de solugdes

para o seguinte problema de Dirichlet

D
div| —r | = J(x,u), emQ
1+ |Dul? (1.1)
u=qQ, em dQ

onde Q C R” é um dominio limitado.
Du

1+ |Dul?

ponto (x,u(x)), entdo queremos saber se existe um grafico cuja curvatura é dada pela fungéo

A expressao div (x) calcula a curvatura média do gréfico de u no

prescritora .7 (x,z) e tem como bordo {(x,¢(x)) : x € IQ}.

Este problema tem suas origens no século XVIII nos trabalhos de Lagrange, que
queria encontrar entre todas as superficies com bordo fixo aquela que tem menor drea. Pode
ser mostrado com técnicas do célculo das variacdes que as superficies minimizantes da drea
tem curvatura média nula. Por este motivo superficies com curvatura média nula sdo chamadas
superficies minimas. Entdo o grafico de u € uma superficie minima se e somente se u é solucao
de

D
div[ —=24 ) =0

V1+Duf?
em seu dominio.

Em seu trabalho seminal de 1969 [12], James Serrin demonstrou um resultado de
existéncia de solugdes de (1.1) no caso particular em que a fungo prescritora .7 nao depende
da altura, isto & 7 (x,z) = J(x).

Nesta dissertacdo veremos que as idéias de Serrin podem ser adaptadas para obter
um resultado de existéncia onde a fungio prescritora pode depender da altura. Seguimos [11]
como referéncia principal.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira:

No capitulo 2 discutimos conceitos e resultados de geometria diferencial que serdao
usados nos capitulos seguintes. Na se¢do 2.1 mostramos a férmula da curvatura média de um
grafico. A secdo 2.2 tem como objetivo mostrar que a fun¢do distdncia para uma superficie
compacta tem o mesmo grau de regularidade da superficie numa vizinhanga aberta desta, além

calcular as derivadas da fungao distancia até a ordem 2. Na secao 2.3 discutimos a derivada
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covariante, gradiente e divergencia em hipersuperficies e introduzimos o operador de Laplace-
Beltrami. Por todo este capitulo o objetivo principal € minimizar pré-requisitos, apenas nocoes
de geometria diferencial em R" sdo assumidas, conhecimentos de geometria Riemanniana nao
sd0 necessarios.

O capitulo 3 lida com a estimativa de Schauder e suas consequéncias. Este capitulo
tem como objetivo tornar o trabalho autocontido, coletando os resultados da teoria de equacoes
elipticas lineares que serdo usados no tratamento da equacao da curvatura média prescrita no
capitulo seguinte. A estimativa de Schauder primeiro apareceu na literatura em 1934 (ver [10]) ,
desde entdo surgiram véarias demonstrag¢des diferentes. Aqui seguimos uma abordagem devida a
Leon Simon [13].

No capitulo 4 finalmente lidamos com a equagdo da curvatura média prescrita. As
secoes 4.1 a 4.3 estabelecem resultados de natureza mais geral, lidando com uma ampla classe
de equagdes elipticas quasilineares. As secoes 4.4 a 4.6 visam o estabelecimento de estimativas
a priori para solugdes da equacdo 1.1. Na secdo 4.7 os resultados anteriores sdo coletados para

gerar um teorema de existéncia e unicidade de solugdes de 1.1 que € nosso objetivo principal.
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2 PRELIMINARES GEOMETRICOS

Neste capitulo introduzimos conceitos e ferramentas geométricas a serem usados no
estudo do problema dos grificos com curvatura prescrita nos capitulos seguintes. Aqui nosso
principal objetivo é minimizar os pré-requesitos, apenas nocdes basicas de geometria diferencial

sdo assumidas.

2.1 A curvatura média de um grafico

Seja M uma hipersuperficie em R"! de classe C¥, com k > 2. A primeira forma
fundamental de M em p € M € a restri¢@o ao espaco tangente 7,M do produto interno de R+
Fixada uma base para T,M, {v;}_,, definimos g;; a matriz da primeira forma fundamental nesta
base, isto &, g;; = (v;,v;). Denotamos por g'/ a matriz inversa, (g"/) = (g;;) "

Se M € orientdvel e N : M — §" € um campo vetorial normal ao longo de M, para
p € M, aaplicagdo A, = —dN,, : T,M — T,M ¢é chamada aplicacdo de Weingarten, ou operador
forma em p e € um operador auto-adjunto [6]. Os autovalores da aplicacdo de Weingarten sdao
chamados curvaturas principais de M em p, e o traco deste operador € chamado a curvatura
média em p, denotada H(p).

Definimos a segunda forma fundamental de M em p como a forma bilinear simétrica
I1,(v,w) = —(dN,(v),w), para u,v € T,M. Com a base {v;}!_, de T,M fixada anteriormente
obtemos a matriz h;; = I1,(v;,v;).

Se (aj;) é a matriz de A, na mesma base temos:
n n
hij = <Ap(Vi)an> = Z aki<vk7"j> = Z Aik8kj
k=1 k=1
Assim temos a identidade matricial (h;;) = (a;;)(gi;), ou equivalentemente:
(aij) = (hij)(g") 2.1)
e portanto obtemos a seguinte formula para a curvatura média:

H=tr(Ay) =Y g"h (2.2)
i,j=1

Agora no caso de interesse em que M € o gréfico sobre o dominio U C R” da fungdo
u € C2(U), a aplicacio:
y: U — Rl

2.3)
x = (xqux))
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E uma parametrizacio global de M, de modo que em p = (x, u(x)) obtemos a seguinte
base para T,M:
vi=Di¢p =e;j+Djue,y1, i=1,...,n 2.4)

Onde {ej,...,e,+1} € a base candnica de R™*1. Portanto obtemos os coeficientes da

primeira forma fundamental:
8ij = <V,’,V]'> = 5,']' +D,~uDju (2.5)

Introduzindo a notagdo W := /1 + |Dul|? pode-se verificar com célculo direto que a

matriz inversa €:
D i uD Jj u

g7 =8j- =3

(2.6)

(=Du,1)

Notamos ainda que N = € um campo vetorial normal a M. Portanto

obtemos a expressao dos coeficientes da segunda forma fundamental:

D;D;u
hijj=—(DiN,D;¢) = (N,D;D;¢) = IWJ 2.7)
Obtemos entdo de 2.2 que:
1 & ( D;uD ;u
H= Sij — —J> DiDju (2.8)
W Z.J.z:"l w2

Computagao direta mostra que a equacdo acima pode ser reescrita na forma:

Du
H=div| ——— 2.9
w< —1+|Du!2> (29)

2.2 Vizinhanca tubular e func¢io distancia

Seja M C R**! uma hipersuperficie compacta de classe C¥, com k > 2. Nesta se¢io
estamos interessados na fungdo dist(x, M) = inf{|x — p|, p € M}. E ficil ver que esta funcio é
lipschitz continua, aqui demonstraremos propriedades de diferenciabilidade para esta funcao.

Como M é compacta, para qualquer x € R"*! existe um p, € M tal que dist(x,M) =

X — pxl.

Lema 2.2.1. Se p, € M ¢ tal que dist(x,M) = |x — py| entdo x estd na reta normal a M por p.
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Demonstragdo. Parav € T, M qualquer, existe uma curva o, : I — M com a(0) = pye a/(0) =v.

Por hipétese, t = 0 é ponto de minimo da fungdo f(t) = |a(t) — x|?, portanto:
0= £(0) =2((0) —x,0'(0)) = 2(px — x,v)
Vemos entdo que x — py € normal ao plano tangente em p,, 0 que mostra o lema. 0

Pelo teorema de Samelson [9] M € necessdriamente orientdvel. Se N € um campo
normal unitdrio em M, dado p € M denotaremos por Ng(p) o segmento aberto da reta normal a
M centrada em p de raio 8. Mais especificamente, Ns(p) = {p+tN(p),t € (—5,9)}.

Se denotamos N5(M) = U e N5 (p) temos

Lema 2.2.2. Ns(M) = {x € R""! dist(x,M) < 8}

Demonstracdo. Se x € Ng(M) temos x € Ng(p) para algum p € M, portanto
dist(x,M) < |x—p| < 8.
Reciprocamente, se dist(x,M) < 8, sendo M compacta existe py € M tal que

dist(x,M) = |x — py|, mas entdo do lema 2.2.1 vemos que x € Ng(p,) C Ns(M). O

Vemos entiio que Ns(M) é aberto em R"+!. Definimos a fungio F : M x R — R"+!
dada por
F(p,t) = p+tN(p) (2.10)

Como N € C*~ (M), vemos que F € CK~1(M x R). Ademais observamos que
F({p} x(=6,8)) = Ns(p) e F(M x (—8,8)) = Ns(M).

Definicdo 2.1 (Vizinhanga Tubular). Dizemos que Ng(M) é uma vizinhanga tubular de M se a

aplicagdo F : M x (—68,8) — Ng(M) definida por 2.10 é um difeomorfismo.

Teorema 2.2.3 (Existéncia de Vizinhangas Tubulares). Se M é uma hipersuperficie compacta,

existe |t > 0 tal que Ny, (M) é uma vizinhanga tubular

Demonstragdo. Se p € M temos dF(, ) (v,0) = v para todo v € T,M e dF,(0,1) = N(p),
portanto dF{,, o) € um isomorfismo.

Pelo teorema da fungéo inversa existem V,, C M uma vizinhangade pem M e 5, > 0
tais que:

Fly,x(-6,8,)  Vp X (=0, 6p) = F(Vp x (=6p,6,)) = N5, (V})
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¢ um difeomorfismo.

Como M € compacta, podemos cobrir M com um numero finito de vizinhangas V),
acima. Tomando entdo §) como o menor dos 0, destas vizinhangas vemos que F | Mx(—80,8)
M x (09, 60) — Ng,(M) € um difeomorfismo local.

Resta entdo mostrar que podemos escolher pt € (0, p) de modo que F [y, (—p ) S€ja
injetiva, o que equivale a afirmar que os segmentos Ny (p) sdo dois a dois disjuntos.

Suponha que tal u ndo exista. Entdo para todo n € N existem p,,q, € M, com
PnF qne

N1 jn(Pn) N1 jn(qn) # 9

Como M € compacta, passando a subsequencias se necessario podemos assumir que
limp, = p elimg, = ¢, com p,q € M.

Como existe 7, € Ny /,(pn) NN, /(qn) temos

2
|Pn_qn| < |Pn_rn|+|rn_qn| < "

e tomando limite vemos que p = q.
Como vimos acima, existem entdo V, e 9, tais que F |qu(,5q,5q) € injetiva. Agora
existe ng € N tal que

Pnsqn € Vg
n>ny —

1/n< g,
Portanto para n > ng teremos a contradi¢ao

Nl/n(pn) le/n(Qn) C Nd,(pn) mNéq(qn) =9
Concluindo a demonstragdo. [

Se Ny (M) é vizinhanga tubular, definimos as fungdes 7 e d por:
F~!(x) = (n(x),d(x)), parax € Ny (M) (2.11)

Lema 2.2.4. Se Ny, (M) é uma vizinhanga tubular da hipersuperficie compacta M e as fungoes 1

e d sdo dadas por 2.11, entdo para x € Ny (M) temos

i 7(x) € o unico ponto de M mais proximo de x, isto é, |x — m(x)| = dist(x,M) e |x — p| >

dist(x,M) para todo p € M, p # 7t(x)
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i |d(x)| = dist(x,M).

Demonstragdo. Temos x = 7t(x) +d(x)N(m(x)), de modo que x € N, ((7(x))). Se houvesse
p EM, p # m(x) tal que |x — p| = dist(x, M), pelo lema 2.2.1 deveriamos ter x € Ny (p), mas isto

contradiria a hipétese de que N, (M) é vizinhanca tubular. Segue entéo:
dist(x,M) = |x — m(x)| = [d(x)N(7(x))| = |d(x)]
]

Observacao 2.2.1. Da demonstragcdo acima vemos que d é a fungdo dist(x,M) adicionada de

um sinal que depende de que lado do seguimento normal o ponto x estd localizado.

Como F € C-1(M x (0,u)), segue do teorema da fungio inversa que 7,d €

C*~ (N, (M)). O proximo resultado melhora a regularidade de d:

Lema 2.2.5. Se Ny, (M) é uma vizinhanga tubular da hipersuperficie compacta M, entdo Dd(x) =
N(z(x)), para todo x € Ny (M). Portanto d € CX(N,(M))

Demonstragdo. Fixe xo € Ny (M), assumimos a principio que d(xp) > 0, entdo xog ¢ um minimo

local para a fungéo f : Ny (M) — R dada por:

f(x) = x—7(x0)| —d(x)

x— 1 (xp)

Portanto Df(xp) = 0, como Df(x) = N m) Dd(x) segue que:
— (X0
. X0— T )C()) .
Dd(xg) = o=t N(7m(xp))

No caso d(xp) < 0 a demonstragéo é andloga, considerando a fungdo g(x) = |x — m(xo)| +d(x).
Por continuidade o resultado se extende ao caso d(xp) = 0.
Como as fungdes N e 7 sio de classe C*~!, vemos que o gradiente de d é de classe

Ck=1, e portanto d € CK(Ny (M)). O

No capitulo 4 precisaremos de informacao sobre o laplaciano da func¢do d. Como
o laplaciano ¢ invariante por rotacdes do sistema de coordenadas escolheremos um sistema de
coordenadas conveniente para simplificar os célculos.

Dado pg € M, a menos de uma rotacao no sistema de coordenadas podemos assumir

N(pO) = €p41-
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Nestas condi¢des existe uma vizinhanca V de pg tal que M NV € o grafico de uma
fungdio u € CK(U), onde U = (M NV), sendo & : R"*! — R" a projegiio que elimina a dltima
coordenada. Por conveniencia usaremos a notag¢do p' := Z(p).

Podemos entdo parametrizar M NV pela funcdo y dada em 2.3.

—Du(p'),1
Temos N(p) = (=Dulp). 1) em M NV e portanto devemos ter Du(py) = 0. E de
1+ |Du(p')]?
2.4 a base associada a esta parametrizacdo em pg év; = e;, parai=1,...,n.

Segue das equacdes 2.7, 2.6 € 2.1 que

hij(po) = aij(po) = DiDju(pp) (2.12)

Portanto os autovalores da Hessiana D?u(p})) sdo as curvaturas principais (K, .. ., k)

e rotacionando o sistema de coordenadas em torno de e, podemos assumir que
2 .
D u(pgy) = diag(xy,. .., &) (2.13)

Um sistema de coordenadas satisfazendo as condi¢des acima serd chamado um

sistema de coordenadas principais em py.

Lema 2.2.6. Se N, (M) é uma vizinhanga tubular da hipersuperficie compacta M e xo € Ny (M).

Sejam po = 1(xg) e dy = d(xo), entdo em termos de um sistema de coordenadas principais em

Do teremos:
2 . —Ki —Kn
D~d(xg) = dia 0
(0) £ 1—d0K'17 71—d0K'n’
Onde xy, ..., K, sdo as curvaturas principais de M em py.

Demonstra¢do. Como N(pg) = e,+1, pelo lema 2.2.5 vemos que Dd € constante no segmento

{po+tey+1,t € (—u, 1)} que contém o ponto xy. Portanto:
DiDn—Hd(xO) = Dn_HD,'d(X()) =0,parai=1,...,n+1

Para calcular as outras entradas de D?d(xg), sejam U C R" e u € CK(U) como na
(_Du(y)v 1)

1 +[Du(y)|>

coordenadas locais. De 2.12 e 2.13 obtemos em pj, = Z(po) que:

discussdo acima, considere n(y) := Noy(y) = a expressao do campo normal em

/
(Din(py).ej) = —Bijk;
Portanto temos a matriz jacobiana:

Dn(py) = [—Kiel, ..., —Knen] (2.14)
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Considere agora a fun¢do G : U x (—, ) — Ny (M) que expressa a fungdo F dada

em 2.10 em coordenadas locais, isto €

Gyt) = F(y(y),1) = (y,u(y)) +n(y)t
Se T = & om é aexpressdo de © em coordenadas locais temos entio
G (x) = (7(x),d(x))
. Usando 2.14 calculamos também a matriz jacobiana de G em (pjy,dp),
DG(py,dy) = diag[1 — k1dp, . .., 1 — Kydp, 1]
Segue

1

DGil(.X()) :dlag 1_—K]do,...,1_—KdO,
n

1 (2.15)

Temos do lema 2.2.5 que Dd(x) = n(7(x)). Portanto, se T;, n; denotam as fun¢des coordenadas

de 7 e n, das equacdes 2.14 e 2.15 obtemos as derivadas destas fungdes coordenada, de modo

que para i, j € {1,...,n} temos finalmente:
_ n+1 ) _ —K
DiDjd(xo) = Di(njoT)(x0) = Y Dnj(po)DiTe(x0) = &jr——
k=1 1 —dox;

]

Observacao 2.2.2. Como F é um difeomorfismo em M x (—u, ), vemos que G também deve
1

SUP;—1....n,peM | Ki(p)‘ .

ser um difeomorfismo em U X (—U, L), de modo que devemos ter [l <

2.3 Operadores diferenciais em hipersuperficies

Nesta secdo estamos interessados em nocdes de derivada numa hipersuperficie.
Adaptaremos as no¢des de derivada direcional, gradiente, divergente e laplaciano para aplicacdes
definidas numa hipersuperficie. Como nas secdes anteriores M C R”! é uma hipersuperficie de
classe CX, com k > 2 orientada pela aplicacio de gauss N : M — S".

Um campo vetorial em M é uma aplicagdo X : M — R""! tal que X (p) € T,M,Vp €
M.SeX cC'(M,R" ) evc T,M, podemos definir a derivada direcional de X no ponto p € na
dire¢do v como D, X (p) := dX,(v). Mais especificamente, se ¢ : (—€,€) — M ¢é uma curva com

a(0) = p e a(0) = v entiio DX (p) = }g%x(“(‘))t_x(”).
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Agora se Y : M — R ¢ outro campo vetorial em M de classe C!, podemos
definir a derivada do campo X na diregdio ¥ como a aplicacio DyX : M — R"*! dada por
DyX(p) := Dy(,)X(p).

A nogdo de derivada direcional acima tem um problema fundamental que Dy X nao
€ necessariamente um campo vetorial em M, pois a derivida de um campo em M numa dire¢ao
tangente pode ter uma componente normal. Para permitir um cdlculo diferencial intrinseco a

superficie se faz necessario o concetito de derivada covariante.

Definiciio 2.2 (Derivada Covariante). Sejam X,Y : M — R"*! campos vetoriais diferencidveis

em M, a derivada covariante de X na direcdo Y, é a aplicagdo VyX : M — R"*! dada por:

VyX(p) =Tz,u(DyX(p)) = DyX(p) — (DyX(p),N(p))N(p)
Onde Il7,m € a projec@o ortogonal sobre o espago tangente 7,M.

Vemos entdo que se X e Y sdo campos diferencidveis em M, entdo VyX é um campo
em M. Ademais, como (X,N) = 0, derivando esta expressdo obtemos (DyX,N) = —(X,DyN) =

I1(X,Y), onde II é a segunda forma fundamental de M. Portanto temos:
DyX = VyX +1I1(X,Y)N (2.16)

No caso de uma fung¢do escalar f: M — R temos apenas um tipo de derivada

direcional na diregdo de Y e usaremos qualquer das nota¢des Dy f = Vy f =d f(Y).

Lema 2.3.1 (Propriedades da derivada covariante). Se X,Y,Y1,Y> sdo campos vetoriais diferen-
ciaveis em M e f, f1, f> sdo fungoes diferencidveis em M temos:
I Vavi+pnX = iVrX+ VX
ii Vx(Y1+Y2)=VxY1+Vxl
iii VyfX=fVyX+Vyf-X
v Vx(Y1,») = (VxY1,12) + (Y1, VxYs)

Demonstracdo. Todas as propriedades acima seguem diretamente de suas andlogas para a

derivada direcional. O]

Pode ser mostrado (Teorema 4.6, pagina 138 de [6]) que a derivada covariante é
uma nog¢do intrinseca a geometria da superficie, isto é, depende apenas da primeira forma
fundamental.

A seguir definimos o conceito de gradiente numa superficie.
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Defini¢do 2.3. Se f € C!(M), o gradiente de f em p € M é o tnico vetor VM f(p) € T,M tal
que V,f(p) = (VM f(p),v), para todo v € T,M.
Se vi,...,v, sd0 uma base de T,M, podemos escrever VM f(p Zc,v,, temos

i=1
entdo da defini¢do acima que:

M:

Vv‘,‘f<p) = Vt»Vj chgl]

-1

~

Que se traduz na relagdo matricial (V,, f(p),..., Vs, f(p))T = (gi;)(c1,...,cn)T. Entdo obtemos

seguinte formula para o gradiente:

=Y ( Z IV, f(p (2.17)
j=1 i=1

Observamos ainda que caso f esteja definida numa vizinhanca de M temos:

VM f(p) =TIr m(V£(p)) (2.18)

De fato, como a componente normal nio afeta produto interno com vetores tangentes
¢ claro que Ir,y (Vf(p)) satisfaz as condi¢des da definigdo 2.3.

Movendo para o conceito de divergéncia. E possivel dar defini¢des "livres de
coordenadaspara este conceito (ver [7]), mas para nossos propdsitos a seguinte defini¢ao serd

suficiente.

Defini¢cdo 2.4. Se X € C!(M,R"*!) é um campo vetorial em M e fi,..., f, é uma base ortonor-

mal de T,M, definimos a divergéncia de X em p como:
n
divyX (p Z DX, fi)

Para ver que a definicdio acima é consistente considere X uma extensio C! de X para
um aberto que contém M. Como fi,..., f,, N(p) formam uma base ortonormal de R"*! vemos

que divX (p) = (Dy(X,N(p)) + Xi_ (DX, f;), portanto:
divyX (p) = divX (p) — (D)X ,N(p))

esta expressdo nao depende da escolha da base {f;}7;.
Combinando os dois tltimos conceitos adaptamos a nocao de laplaciano para super-

ficies.
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Definiciio 2.5 (Laplace-Beltrami). Se f € C?(M) definimos o laplaciano de f por AMf :=

divy (VM f). O operador A¥ é chamado operador de Laplace-Beltrami de M.

Definicdo 2.6. Se vi,...,v,:V C M — R"*! sdo campos vetoriais num aberto V de M, dizemos
que vy, ..., v, formam um referencial local se para todo p € V os vetores vi(p),...,v,(p) formam

uma base de T,M.

Naturalmente se y: U — M é uma parametrizagio de M entio {D;yoy~! i, formam
um referencial local em y(U).
Como pode ser visto em [7], quando expresso num sistema de coordenadas locais o

operador de Laplace-Beltrami toma a forma:
1 ! .
A= Y D (g” dethjf> (2.19)
Desta expressio vemos que AM tem cariter eliptico.
Ao realizar cdlculos com operadores diferenciais em hipersuperficies € frequente-
mente util usar um sistema de coordenadas apropriado, que simplifique os cdlculos, para este

propdsito enunciamos o seguinte:

Lema 2.3.2 (Coordenadas Normais). Para topo p € M existe uma parametrizacdo local de uma
vizinhanga de p, chamada um sistema de coordenadas normais em p, tal que, sendo vy,...,v, 0

referencial local associado a parametrizagdo, vi(p),...,vn(p) é uma base ortonormal (isto é,

gij(p) = &ij) e V\,vj(p) = 0 para quaisquer i,j € {1,...,n}.

Demonstragdo. Ver as paginas 131 a 133 de [7]. [
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3 TEORIA DE SCHAUDER CLASSICA

Neste capitulo demonstraremos uma estimativa a priori para solucdes de EDPs
Elipticas lineares oriunda dos trabalhos de Juliusz Schauder. Nossa demonstracdo € devida a
Leon Simon [13]. Este resultado e suas consequencias serdo fundamentais na demonstragao do
resultado central do capitulo 4.

Por todo este capitulo assumimos que £ C R" € um dominio limitado. Consideramos
operadores da forma:

n
Lu:= Z a’]Diju—l—Zle,-u—l—cu 3.1
1

n
i,j=1 i=

onde @/, b',c : Q — R sio fungdes limitadas, isto é |a/|,|b'|,|c| < M. Ademais, a matriz (a"/) é

assumida simétrica e uniformemente eliptica, isto é, existe A > 0 tal que:

n
Z a'’(x)&E; > A|E|?, paratodos x € Q,E € R" (3.2)
ij=1
Daqui em diante usaremos a conven¢do notacional de Einstein para somatorios,

nesta convengdo, quando um indice aparece exatamente duas vezes em um termo, fica implicito

somatorio sobre este indice. Com notagdo de Einstein o operador L pode ser reescrito como:
Lu:= aijDiju + biDiu +cu
e a condicao de elipticidade uniforme fica:
a’(x)&iE; > AIE
3.1 Normas Holder

A estimativa de Schauder se aplica a solucdes da EDP Lu = f em que os coeficientes
a’,b',c e a fungcdo f sdo Holder continuos, portanto iniciamos nosso estudo revisando as
defini¢des apropriadas.

Sejah:Q —ReA C Q. Para a € (0, 1], definimos a semi-norma Holder por

hix)—nh
s = sp =100
X, yEA |x _y|
X7y

Definimos os espagos:

CO%(Q) := {h e C%Q) | [h]ax < =,VK € Q},
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Q) == {h e C(Q) | [tlo:a < =},

Ch%(Q) := {h € CK(Q) | [Dh)q:x < ,VK € Q,V|0| =k},

Ch%(Q) :={h € C(Q) | [D%h]q < =,V|o| = k}
Definimos ainda as semi-normas:

(hro.0 = ’Dk]’l’();g := sup sup|D°h|, k=0,1,2,...

lo|=k Q
[h]k,u;ﬁ = [th]u;Q = |Sl|1p [Dch]u;ﬂ
o|=k
Com estas semi-normas definimos as normas relacionadas:
k
12l (@) = hlke = =) [Wj00= Y ID'hloo,
=0 j=0

17l @y = = |hla + (M0 = [hlea + [Dh] a0

Lema 3.1.1. Se f,g € C%%(Q) e h € CO¥B(R) temos:
i) [f +8laa < [flaa + [8lao

i) [fela: < [flaalgloe + [floalglao

iii) [ho flpasa < [Mpr([flag)P

Demonstragdo. Para x,y € Q quaisquer temos:

D) |(f+8)x) = (f+8)WI<[f(x) = fW)+]gx) —g(y)| <
[f]a;9|x_y’a [ ]aQ|x y’a ([f]aQ"’[g]aQ)’x )"a
ii) [(f8)(x) — (fe) V)| = [f(x)g(x) = f(x)g(y) + f(x)g(y) = F()g ()| <

[f()l1g(x) =g+ IgWIIf (x) = fFW)] < ([flosel8lase + [8loa[flaze) [x —¥[*
iii) [h(f(x)) = h(f ()] < [Wpwlf(x) = )P < [Alpr([flaalc—y*)P <
[h]B;R<[f]a;Q)ﬁ|x_y|ﬁa O

A utilidade dos espacos C*%(Q) no estudo de EDPs elipticas se deve em parte ao

seguinte resultado:

Lema 3.1.2. Se Q é um dominio limitado e u,, é uma sequéncia em C*%(Q) limitada na norma
Il- HC’W( q) entdo existe uma subsequéncia uy,; que converge na norma |- lcx (@) para uma fungao

ue Cho(Q)

Demonstragdo. Faremos indugdo em k.
No caso k = 0 observamos que se ||u || -0.0(q a@) = M, a sequéncia u,, € uniformemente
limitada e equicontinua em Q. Portanto segue do teorema de Arzela-Ascoli que existe uma

'@
subsequéncia uy,; g u, ademais temos [uy;(x) — um,(y)| < M|x —y|* para todos x,y € Q e
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tomando limite com j — oo seque
Ju(x) —u(y)| < Mlx—y|*

de modo que u € C*(Q) e [ug.0 <M.

Assumindo o resultado para k = ko. Seja {u,, } C C*0+1:%(Q) uma sequéncia limitada
na norma || - [| #+1.a @ Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que

cho(Q)

Uy —— U

Para todo multi-indice B com |B| = ko+ 1 a sequéncia DPu,, é limitada em C%%*(Q),
portanto, passando a uma subsequéncia, podemos assumir DPu,, — uP uniformemente e uP €
CcO*(Q).

Se B = 0 +¢; onde |G| = ko temos

D®uy(x+ he;) — D®up(x

h
) = %/ DPu,,(x +te;)dt
0

h
DO u(x + he;) — D° 1k
Fazendo m — oo segue ulx+ e;l) ux) =7 / uP (x +te;)dt e tomando o limite com
0
h — 0 vemos que DBy =uP.
Cko+1 (ﬁ)

Segue entdo que u, —— u € CTL(Q),

]

Na linguagem da anélise funcional, o resultado acima significa que a inclusio
i:Ch%(Q) — C¥(Q) é um operador compacto, isto &, leva subconjuntos limitados do dominio
em subconjuntos pré-compactos do contradominio. Por este motivo dizemos que CX%(Q) est4
compactamente imerso em C¥(Q).

A seguinte desigualdade de interpolagdo serd importante para a demonstragdo da
estimativa de Schauder, permitindo estimar as normas das derivadas de uma fungio C5% apenas

com sua norma C° e a seminorma holder de ordem k.

Lema 3.1.3. Para todos € > 0, o € (0,1], inteiros 1 <1 < k e bola Bg(xg) C R", existe C =

C(e,a,k,n), tal que toda h € C&*(Bg(xo)) satisfaz:
Rl‘Dlh‘O;BR(xo) < ngJra‘th‘OC;BR(Xo) +C|h‘O;BR()C0)

Demonstra¢do. Demonstraremos aqui apenas os casos com /,k € {1,2}, que sdo os tinicos que
usaremos no que segue. As ideias da demonstracdo podem ser adaptadas por inducio para

mostrar o caso geral, com apenas complicacdes notacionais.



25

Podemos assumir sem perda de generalidade que xo =0e 0 < € < 1/4.

I=1,k=1:

Sejam h € C1%(Bg(0)), a € (0,1] e j € {1,...,n}. Tome x; € Bg(0) tal que
|Djh(x1)| = supg, o) |Djh|.
Para todo ¢ € (0,R], existe y € Bg(0) tal que x; € Bg2(y) € Bg/2(y) C Br(0). Portanto para

X € Bs»(y) temos:
1Djh(x1)| = |Djh(x)|| < |Djh(x1) = Djh(x)| < |x1 = x|*[Djh]a;py(0) < 0%[Djhlaspe(0)
Segue que [Djh(x1)| < [Djh(x)| 4+ 6% [Djh]g.p4(0) para todo x € B /> (y). Portanto obtemos:
IDjhlope(0) < inf |Djh|+ 6 %[Djhla;py0)
BG/Z()’
Agora para estimar infg ;) |D ;h| consideramos o seguimento L = {y+te; |t € [-0/4,0/4]},

temos:

(0
2 — inf [Djh|
G/Z(Y

(6

Assim temos |Djh|.p,(0) < 40~ LA, .Br(xo) T O¥[Djh] a:8g(0)» € entdo:
Dhlo.e(0) <40 [Bloge(g) + O [Dhlgipeo) VO € (O.R] (3.3)
Para concluir a demonstragdo deste caso basta tomar ¢ = gl/UR, quando obtemos:
|Dhlo.gg(0) < 4 oR" Y1hl0:Bg(xg) + ERY (D] g 0)

Que multiplicada por R € o que queriamos.

Em preparacio para os casos com k = 2, observamos que se 4 € C>%(Bg(0)), temos
também h € C1"1(Bg(0)) e ademais [Dh], 5, ) < |D?h|,, .Bg(0)> Portanto podemos aplicar 3.3 com

o = 1 para obter:
Dhos(0) < 40 Ml (xg) + OID hlospe0) VO € (O.R] (3.4)
Observamos ainda que aplicando 3.3 as func¢des D;h obteremos:

|D? hlo.8(0) < 40 [Dhlo gy () +G°‘|D2h\aBR Vo € (0.R] (3.5)

l=1,k=2:
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A demonstracio consiste em combinar (3.4) e (3.5) com escolhas apropriadas para
o. Para este propdsito aplicamos (3.4) com ¢ = BR, 0 < 3 < 1, e aplicamos (3.5) com 6 = ¥R,

0 <y <1, obtemos:

R|Dh|o,0) < 4B 1hlo4(xe) + BR?ID*Rlo.54(0) (3.6)

R’D h|OBR <4y I‘Dh‘OBR (x0) +’yaR1+a’D2h‘OCBR (37)

Substituindo (3.7) em (3.6) temos:
R|Dh|o.py(0) < 4B~ hlo:pa(e) +4BY ' RIDAlg gy (xg) + BY*R*T*|D?h g p3,0)

Agora escolhemos B, y tais que 48y~ = 1/2 e By* = £/2, isto & possivel sempre que £ < 1/4.
Obteremos:

€
~R* ™ D?h| g, (0)

R _
2 Plo:se0) < 4B~ hlosysn) + 5

Que conclui a demonstragdo deste caso.

1=2,k=2:

Para este caso substituimos (3.6) em (3.7) para obter:
RID*hlo.y(0) S 16B™ Y R™1 | Rlo:p(xg) +4BY ™ RID?hlose(0) + YR ¥|Dh| g0
E agora basta escolhermos 3,7 tais que 4By~ = 1 /2 e y* = €/2 para concluir o resultado. [

A seguir estamos interessados na aproximagdo de funcdes Holder continuas por
fungdes suaves. Usamos o conceito de aproximacdo da identidade (mollifier), para o qual

referimos ao capitulo 2 de [4].

Proposicio 3.1.4. Se u € CH*(Q) e ¢ é uma aproximacdo da identidade, entdo para todos

0<B<aeQ €Qvale |u*¢8—u]k39/ﬂ>0

Demonstragdo. Devido as propriedades da convolugdo, basta mostrar o resultado no caso k = 0.

Lembramos que

u* Qg (x / O(2)u(x—ez)d
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A integral acima esta bem definida para x € Q' e € suficientemente pequeno. Lembramos também

que / ¢(z)dz =1, de modo que
B

(e 1)) = | 0(@) ulx—e2) ~ulo))az

Portanto
_ (u(x—&z) —u(x)) — (u(y —€z) —u(y))
oot —lpar= o |, 909 = :
x#£y
Definimos
I(€’x7y) ::/ ¢(Z) (u(x—ez)—u(x))—(u(y—sz)—u(y)) dz (38)
By |x—y|ﬁ

Queremos entdo estimar I(€,x,y). Seja n > 0 qualquer, dividimos a estimativa em dois casos:

caso 1: [x—y| < &

u(x—ez) —u(y — €z)| + [u(x) —u(y)]
x— y|P

ey < [ o) i:

< [ 20 aab—|"Pdz < 20loalulaal 5|57
1

caso 2: |[x—y| > &
Neste caso, como u € uniformemente continua, para qualquer 1; > 0 existe & > 0 tal que para
0 < € < g temos |(u(x — €z) — u(x)| < n;, para qualquer x € Q/, portanto

|u(x — €2) —u(x)| + |u(y — €2) — u(y)|

dz
lx—y|B

I(g,x,y) < [ ¢(2)
B

< / 20(2)m 8P < 2/0]0.alB1|6 P
1

Escolhemos entdo d suficientemente pequeno no caso 1 e para este delta escolhemos

1M1 suficientemente pequeno no caso 2, de modo que I(g,x,y) < 1 para 0 < € < &. 0

Observacao 3.1.1. O resultado acima ndo se estende para B = a. Mais ainda, em geral as

fungdes suaves ndo sdo densas em CH%(Q).

1/2

De fato, considere a fun¢io f(x) = |x|'/2, para x € [-1,1]. E facil ver que f €

CO1/2([=1,1]). Para g : [-1,1] — R derivavel em 0 temos

i 80080 _ 1) 800 2
x—0 ‘x‘l/z x—0 |x|
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Portanto para x € (—1, 1) qualquer temos:

|(f(x) —g(x) = (f(0) — 4(0))]

[f =&lyz-11) = X172
o @)= O] glx) —8O)f] _ |, [8(x) —£(0)]
= x|1/2 1x|1/2 1x]1/2
De modo que fazendo x — 0 vemos que [f — g]; /2;-1,1] = 1. Portanto f ndo pode ser aproximada

por fun¢des com derivada na origem na norma | - | /2, [-11]-

Finalizamos esta se¢cdo com a observagdo de que a semi-norma holder pode ser
estimada usando o gradiente.
Mais especificamente, se u € C'(Q) e Q é um dominio convexo entio

ju(x) —u(y)l

@ <|x—yt@ sgp|Du| <~ sgp |Dul (3.9)

onde [ = sup{|x —y| | x,y € Q} é o didmetro de Q.

3.2 Estimativa de Schauder local

Obteremos a estimativa de Schauder por generalizagdes sucessivas. Mostraremos
primeiro uma versdo para coeficientes constantes, em seguida uma versdo local com coeficientes
gerais e finalmente a versdo global do resultado.

Antes de enunciar a versdo a coeficientes constantes nos sera ttil estabelecer estima-
tivas para derivadas de solugdes de tais equagdes. Partimos da seguinte estimativa para funcdes

harmonicas:

Lema 3.2.1. Seja u harménica em Q (isto é, Au =0 em Q). Se Q' é qualquer subconjunto

compacto de Q entdo para todo multi-indice 3 temos

B
sup [DPu| < <M) sup |u|
o d Q
Onde d = dist(Q,0Q).
Demonstragdo. Ver Teorema 2.10 na péagina 23 de [3] [

Consideramos agora operadores da forma Lu := d"D;ju, onde a matriz (a") é
constante e positiva definida. Ademais tomamos A, A > 0 tais que A é uma cota inferior para
os autovalores de (@) e A é uma cota superior para os coeficientes a"/ (e portanto nA é cota

superior para os autovalores de (a"/)).
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Lema 3.2.2. Seja u uma solugéo de Lu = 0 no dominio Q C R", com L descrito acima. Entdo,
para toda bola Br(xg) C Q e todo 0 < y < 1, existe C = C(n,y,A,A) tal que:
sup |Du| <CR™! sup |ul
Byr(xo) Bg(xo)
Demonstragcdo. Assumimos sem perda de generalidade que xop = 0.
Como (&) é simétrica e positiva definida, existe uma transformago ortogonal Q do
R” tal que
Q(a’)Q" = diag(A1,..., An)

com 0 < Ay < ... < A,. Sejaentdo P = diag((A)~'/2,..., (A,)~"/?), de modo que
PO(@")(PQ)" = PQ(a7)Q" P = (8;)
Definimos entio a funcdo i no elipsoide & = (PQ)(Bg(0)) = P(Bg(0)) por it = uo (PQ)~!.
Temos entdo u(x) = i#(PQ(x)), o que nos da
D*u = (Djju) = ( Y (PQ)li(PQ)ijzkﬁ> = (PQ)" D*aPQ
Lk=1

Onde deixamos subentendido que D?ii é aplicado em PQ(x) quando D?u é aplicado a x. Temos

entdo
@’ Djju = tr((@”)D*u) = tr((a") (PQ)T D*aPQ) = tr(PQ(a"”)(PQ)T D*it) = A
Seja entdo & = (PQ)(Byr(0)) = P(Byg(0)). Parax € dBR(0) e y € Byg(0) temos

1/2 ~1/2

[PO(x) = PO(Y)| = [PO(x—y)| > An "“|Q(x—y)| =4 “[x—)|

De modo que podemos estimar a distancia d = dist(&”,0&) > QL,,_I/Z(I —7)R> (nA)~V/2(1—
Y)R. E do lema 3.2.1 obtemos:

I (7N L Y B B (VL
sup|Dit| < | —— | R “sup|i| = R~ sup |u|
& 1—vy & 1—vy Bg(0)

Ademais temos Dju = Y}, (PQ)wDxii e as entradas da matriz PQ sdo majoradas por A2 de

modo que

sup |Du| < nA ™2 sup|Di
Byr(0) &’

Completando a demonstragdo. 0
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Lema 3.2.3 (Estimativa de Schauder para coeficientes constantes). Seja u € C*(R") uma solugdo
de @' D; = f, onde onde a matriz (@) é constante e positiva definida, tem A como cota inferior
para seus autovalores e A como cota superior para seus coeficientes. Se [Dzu]mRn < o0 para

algum 0 < a0 < 1, entdo:
[D*u]grn < C[f]arn
Com constante C = C(n, A, A, @¢).

Demonstracdo. A demonstracdo € por absurdo. Assuma que tal C ndo exista. Entdo existem

sequéncias d%, Jfm, Um, tais que a matriz df,{ satisfaz as condicdes do enunciado, diﬂ;Di jUm = fm €
15
[fm]a,R" < %[D um]a,R” < oo
Pela definicdo da semi-norma Holder existem ainda x,,,, y,, € R”, x,, # v, tais que
2 2 1 2 a
| D up (Xm) — D"ty (ym)| > [ 1 — - (Dt oo 7 | Xm — Y| (3.10)

Sejam G, = Xy — ym| € P = [Dzum]aan, aplicaremos uma renormalizac@o a u,, € f;,, definimos:

~ —2—0 1 = —o 1

Up = Oy, apm um<6mx+xm)7 fm =0y apm fm<6mx+xm)7

Tais fun¢des renormalizadas satisfazem ainda a@,;,D; jllm = fm € temos:

‘Dzﬁm(x> _Dzﬁm<y>|

[Dzﬁm]a,Rn = sup

XF£y ‘X _y|a
— sup O Pt | D*tt (G + X)) — Dty (Gyny +Xim )|
XAy Gn:a|cm(x_)’)|a
— sup |D2”m(f) _Dzum(y” ) i —1
P | — ] Pm
~ D? w1
Analogamente vemos que [D? fmlarr < [];)M < —, e (3.10) pode ser reescrita como:
m m
_ _ 1
|D2MM(nm) _Dzum(0)| >1- m

Onde 1, := G,, ' (X — ym) satisfaz [N, = 1.

Para chegar a um absurdo gostariamos de aplicar o lema 3.1.2 para obter uma
subsequéncia convergente de ii,,, entretanto ndo temos limitante uniforme para estas fungdes.
Faremos entdo mais uma modificag@o a sequéncia i,,. Seja T, o polinomio de Maclaurin de i,
de ordem 2, isto €

1 .
T (x) 1= i, (0) + Djii, (0)x" + EDijﬁm(O)x’xJ
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Lembramos que para cada x € R” existe 6 € (0, 1) tal que
1 .
i (x) := i, (0) + Djiiy (0)x' + EDijﬁm(Gx)x’x]
Definindo entdo v,, := i, — T,;, temos
sup V| < R sup |D*li (x) — D?iin(0)| < R*T[Dil] g jn = R** (3.11)
Bg(0) Bg(0)

Vemos ainda que v,, satisfaz a seguinte equacdo eliptica:

C_l%D,'jvm = d%Dijﬂm — d%Diij = fm — C_I%Dijﬂm(()) = fom—fm (0)

A sequencia v,, também herda de ii,, as seguintes propriedades:

1
D*vilarn = 1, ||D*u(Mm) — D*v(0)]] = |D*iin(Nm) — D*im(0)] > 1 — — (3.12)

Agora usando a equagao (3.11) e o lema 3.1.3 podemos estimar as derivadas de primeira e

segunda ordem de v,,, temos para [ € {1,2}:

ID"vinlo o) < ER DMl (o) + CeR ™ [vmlo (0 (3.13)
< eRYHH 4 O RY T — CR2IHE
Nestas condi¢des usando o lema 3.1.2 podemos obter uma subsequencia v,,; que converge
localmente uniformemente em C? para uma fungio v € C>%(R").
A fungdo v entdo satisfaz [D?v]q gn < 1, D?v(0) =0 e se 17 é um ponto de acumulagio
de 1,y temos |n| = 1 e [D*v(n)| = 1.
Agora se (@) é ponto de acumulagio de (d;{,) temos [D? fip]q rr < % —0e

a%D,- Vm = fin— fin(0), de modo que passando ao limite obtemos:
dijDijv =0 emR"

A matriz (@) também é positiva definida e satisfaz |@/| < A. Entdo segue que v € C*(R") (ver
o teorema 3 na secdo 6.3, pagina 334 de [2]).
Agora iterando o lema 3.2.2, vemos que existe C; = Ci(n,A,A) tal que:
sup |D*v| < CR™3 sup ||

Br/>(0) Bg(0)

Segue entdo de (3.11) que
sup |D*v| < CLRY™!
Bg/2(0)

Fazendo R — o vemos entio que D’v = 0 e portanto v tem derivadas de segunda ordem

constantes, contradizendo termos D*v(0) = 0 e |D*v(n)| = 1. O
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Agora estamos prontos para enunciar a estimativa de Schauder local.

Observacao 3.2.1. Na demonstracdo do proximo teorema e de outras estimativas a priori neste
capitulo usamos o mesmo simbolo C para denotar vdrias constantes distintas. Fazemos isto
por conveniencia, evitando uso de novos indices em cada passo (Cy,Cy,...). Isto ndo gera

problemas pois o valor exato das constantes ndo é relevante, apenas sua existéncia.

Teorema 3.2.4 (estimativa de Schauder local). Seja u € C>%*(Bg(xo)) uma solugdo de Lu = f

(como em 3.1) e

|aij|0706;BR(XO)7 |bi|0,(X;BR(x0)’ [elo,cBr(xo) < A

entdo para todo 0 € (0, 1) existe uma constante C = C(n,0,A,A, &, R) tal que

|t4l2,0:Box (vo) < Cttl0:Br(x0) T |f 10,08k (x0))

Demonstragdo. Devido ao lema 3.1.3, basta estimar [D?u) 4. Bog(xo)*
Por conveniencia, denotaremos Bg = Bg(xo).
Assumimos a principio que R = 1.

Considere os coeficientes @/ := a'/(xg), observamos que
d”D,-ju = (ﬁ” - a”)D,-ju —b'Diu—cu+ f

Pretendemos aplicar o lema 3.2.3. Para um fixado 0 < 6 < 1 considere uma funcdo cutoff ¢ de
Bg,isto é, p € C(B1),0< @ <1le @ =1emBy. Sejaii = ¢ -u, como @ tem suporte compacto,
extendendo com valor zero fora de By podemos considerar ii € CZ’O‘(R"). Temos
@’ Dyjii = (@ (Djju+ Di@Dju+ D@D+ uD;;@))
= ¢ ((@/ —a")Djju—b'Diu— cu+ f)) + (a7 (Di9D ju+ D ;9Du+ uD;;9)
=g

Usando o lema 3.1.1 podemos estimar a semi-norma Holder de g

[8larr = [glas, <C|(a@ —a")@lo., [D*ul s, +Cl(@7 — a”)@la:p, |Dulo:s,
+ C|Dulo;, [‘Pbi]tx;Bl + C|Du| a8, "Pbi|0;31 + Clulo;p, [@c]a:p,
+Clula:p, |@9clo:s, + [ flo.s, [@]a:s, + [flas |@los,
+Cl|a’D|o.s, [Dua:8, + Cla”’ D@l o, |Dulo:s,

+ C|dijD2(P|0;B1 U] a:B, + C[dijDz(P]a;Bl |ulo:5,



33

Usando (3.9) e o lema 3.1.3 obtemos
[8)orn < CI(@7 —a)@lo.s, [D?ul s, +Clulap, +C|flo.as,
< C(|(@7 —a")o.s, +&)[D*ul az, + Celuloz, +C|flo.c:,
Onde a constante C acima depende apenas de n, A e ¢ (que por sua vez depende de ). Como
[D*u) .8, < [D?%i] ke, aplicando entdo o lema 3.2.3 a ii e g obtemos:
[D*u] g, < C(|(@7 —a")o.5, + €)[D*]a:, + Celulo:s, +C|flo.asp, (3.14)
Agora para R geral, podemos reduzir ao caso R = 1 com a seguinte transformacao,
parau : B — R, definimos em Bj:
a(x):=R2u(R-x), f(x):=f(R-x), a’(x):=d"(R-x)
b'(x):=Rb'(R-x) e &x)=R*c(R-x)
teremos entdao

&”Dl’jb’i—Fleiﬁ—l—éﬁ = f, emB

também se verifica facilmente que
|08, = R |ulo;,
[Dzﬁ]a;Be =R [Dzu]a;BgR
|f|0;Bl = ’f|0;BR
[ﬂ By = R* [f]a;BR

De modo que aplicando (3.14) obtemos para R geral que:

R*[D*u] ooy <C((@ —a') 0.8, + €)R* D] (3.15)
+ CSR_2’u|O;BR + le’O;BR + CRa [f]a;BR
Esta desigualdade nos coloca mais proximos do objetivo, mas para concluir precisamos eliminar
o termo com [D?u] ¢, do lado direito. Faremos isto com um argumento de cobertura.

Para este propdsito observamos primeiramente que o argumento acima pode ser repetido em

qualquer bola Bgg(x) C Bg com 0 < § < 1, ademais temos:
(@7 —a"7) o pgp(x) < AS*
onde A := AR%.
Isto implica que para toda B, (y) C Bg com p < SR temos:
[Du] g2, () <C(€+A8%) DUl 0, () +Cep > *|ulo:s, (y)

+Cp Y flos, () + Clf B, (v)
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Agora definimos S : {A C Bg | A é convexo} — R por S(A) := [D?u]4.4. Note que S é monétona!

e subaditiva®. Deste modo da equagdo acima temos Vp € (0, 8R] e todo y tal que B, (y) C Bg:

p'S(Bop(y)) < €0p'S(Bp(y)) +7 (3.16)

onde /:=2+a, & :=C(e + A8%) e v:= Ce|ulo.py + CR?| flo:8x + CR*" [ f) atpha:Bp-

Neste contexto o resultado que queremos se traduz em mostrar que existe C tal que
R!S(Bgr) < CY.

Definimos Q := sup p'S(Bg,(y)). Aplicando (3.16) a By, (y) obtemos entdo

By (y)CBr
P<8R

paratoda B, (y) C Bre p <8R

(60)'S(Bg2, () < €6'Q+7 (3.17)

Nestas condigdes existe N = N(6,n) tal que a bola Bg,(y) pode ser coberta por N bolas
Bgop(y1)s--- By, (yn) tais que Bgp(yi) C Bp(y). Note que N ndo depende de p pois a co-
bertura para p pode ser obtida de uma cobertura para p com uma simples mudanca de escala.

Aplicando 3.17 a By, (y;) temos

(6p)'S(Bg2, (vi)) < £0'0+7
Ou, equivalentemente

P'S(Bgz, (yi)) < 80+ 67"y

Somando estas desigualdades parai = 1,...,N e usando a subaditividade de S obtemos
p'S(Bop(y)) < NepQ+N6O~ 'y
E portanto, tomando supremo do lado esquerdo temos:
0 <NeyQ+N6 'y

- 1
Lembrando que &y = C(€ + Ad%), podemos tomar & e € de modo que g < N € substituindo
acima obtemos

Q <2N(6,n)0 'y

' Se A C Bentio S(A) < S(B)
2 S(AUB) <S(A)+S(B)
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E portanto
p'S(Bop(y)) < C(6,n,1)y

Para concluir agora basta cobrir Bgg com um nimero finito de bolas By, (vj), p = OR e somar

as desigualdades acima para cada bola, quando obtemos da subaditividade que
(8R)'S(Bgg) < Cy

Com C = C(6,n,1,8). Lembrando que [ =2+ & € que & escolhido acima depende de A e

N(n,0) a demonstragao estd concluida. O

3.3 Dominios de classe C¥%

Para que possamos enunciar a estimativa de Schauder global necessitamos da noc¢ao
de dominio CH%, que estudaremos nesta secdo’. Estes sdo dominios cuja fronteira é localmente

o gréfico de fungdes C*'*. Mais precisamente temos:

Definicdo 3.1. Seja Q C R” um dominio e xy € dQ. Dizemos que Q e sua fronteira dQ sdo de
classe CK* numa vizinhanca de xq se existem uma bola Bg(xp), uma transformagio ortogonal Q

e uma funcio y : R"~! — R, w € CX tais que, sendo y = Q(x — x) temos:

QNBr(x0) = {x0+Q 'y |ya > W(1,---,yn-1)} NBr(x0) e
IQNBr(x0) = {x0+ 0y | ya = W(1,--,Yu—1)} NBr(xo)
Nas condigdes da defini¢io acima a aplicag@o & : Bg(xog) — R” dada por
EX) =1y s Yn-1,Yn—W(V1,---,Yu—1)), tem as seguintes propriedades:
i) §(Br(x0) NQ) C RY;
it) E(Br(x0) NIQ) C IR"; (3.18)
iii) & € C“%(Br(x)),& "' € C“*(&(Br(x0)))
Vemos entdo que o difeomorfismo & "planifica"a fronteira de Q numa vizinhanga de

X € portanto serd chamado uma funcdo planificadora para dQ em x.

Defini¢io 3.2 (Dominio CA%). Seja Q C R”, dizemos que Q e dQ sio de classe C-* se existem

constantes R,C > 0 tais que, para todo xp € € existem uma transformagao ortogonal Q,, e uma

3 nesta se¢iio sempre assumimos k > 1
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fungdo Yy, : R"™1 — R com |yy| k.orn-1 < C tais que, sendo y = Oy (x — xp) temos:

QQBR(.X()) = {XO‘FQ;OI)’ ’ Yn > ‘l’()’lw'an—l)}ﬂBR(xO) €
QN BR(x0) = {x0+ 0y | yu = W(1,---,Ya—1)} N Br(xo)

Observacao 3.3.1. Na verdade a condi¢cdo de "uniformidade’de R e C na defini¢do acima pode
ser dispensada, sendo consequencia de que Q) é compacto, mas para nossos propdsitos esta

definicdo é a mais conveniente.

Vemos entio que um dominio C5% pode ser planificado numa vizinhanca de cada
ponto da fronteira. Uma defini¢do alternativa (e equivalente) poderia ser dada em termos de
funcdes planificadoras: a fronteira dQ é de classe CK% se existe uma funcdo planificadora numa

vizinhang¢a de cada xy € dQ.

Definiciio 3.3. Seja ¢ : dQ — R, dizemos que @ € CH*(9Q) se, para cada xg € dQ sendo &
uma fungdo planificadora em Bg(xo) N dQ temos @ o &~ € CH*(E(Br(xp)) NIR™).

Observacdo 3.3.2. Na definicdo acima estamos considerando @ o E~' como uma fungdo de
n— 1 varidveis, ignorando a iltima coordenada que é sempre nula em dR".. Em outras palavras,

expressamos ¢ em coordenadas locais.

A seguir mostramos dois lemas de extensio para funcdes de classe CH%. As demons-

tracdes fazem uso da nog¢do de particdo da unidade, para a qual referimos a [8].

Lema 3.3.1. Sejam Q C R" um dominio C*%, com k > 1, Q' um aberto contendo Q e u € Ck’o‘(ﬁ).

Entdo existe uma fungdo w € Cg’a(Q') tal que w =uemQ e

|W|k,a;£2’ S |”|k,0¢;Q
Onde C = C(k,Q,Q/)

Demonstracdo. Seja z = &(x) uma fungéo planificadora em Bg(xp), xo € dQ, e sejam G e
Gt=G ﬂm respectivamente uma bola e semi-bola na imagem de £ com centro em & (xp).
Definimos ii(z) = uo & ~!(z), denotaremos daqui em diante (z1,...,2,_1,2,) = (Z,24). Sendo &

um difeomorfismo de classe C5* existe K = K (k, | ! |k, .Br(x)) tal que:

|k, : (Brixo)n) < Ki|ul a8 (x0)n02 (3.19)
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A funcio 7 estd definida em G, queremos entdo estendé-la para a outra metade da bola.

Definimos para z, < 0

k+1
~r ] ~r .
(2 zn) = Y ciii(z', —zn/i) (3.20)
i=1
Onde as constantes ¢, ...,cr1 serao escolhidas de modo que i e suas derivadas até a ordem k

sejam continuas. Observe que para z,, < 0 temos:

k+1
(Dy)"id(Z ,20) Zc, D)"i(, —z, /i), me€{0,1,...,k}
De modo que para termos (D,,)"ii(z',0”) = (D,)™ii(z/,0") basta que cy, . . ., cx+ 1 sejam a solugdo
do sitema:
k+1

Zc,-(—l/i)m: 1, me{0,1,...,k}

Para estes ¢; temos entdo i € CH%(G) e de (3.19) e (3.20) temos |ilx.q:c < Ka|u|t.o.0> com
Ky = Ky(k,|E7! |k,,Br(xo))- Portanto temos w =iio & € Ch%(B) para alguma bola B centrada
em xp e w = u em BN Q, de modo que w prové uma extensio CX% de u para QU B. Ademais,

temos [Wlk,a:6 < K3|ulr,a:0. com Kz = K3(k, |& e a2 (Br(xo)) |6 k.0, Br(xo))-

Considere agora uma cobertura finita de dQ por bolas Bj,...,By obtidas pelo
processo acima e wy,...,w, as correspondentes extensdes, podemos assumir B; C Q'. Seja
ainda By € Q um aberto tal que By, By, ...,By completam uma cobertura de Q, tomando {n;},
i=0,1,...,N uma parti¢cdo da unidade subordinada a esta cobertura, definindo:

N
w = Tou + Z niwi
i=1
Temos a extensdo desejada, ademais |w|i o.0r < K|u ¢;0, com K = K(N, K3). O

Corolario 3.3.2. Se Q é um dominio de classe CH* e u € C*%(Q), entdo existe uma sequencia

i—o0

de fungées u; € C*(Q) tal que para todo 0 < B < o vale |u; — ul; pa——0.
Demonstragcdo. Segue diretamente do lema 3.3.1 e da proposi¢do 3.1.4. [

Como observamos apds a proposi¢ao 3.1.4 o resultado acima nao se estende para

B=a.

Lema 3.3.3. Sejam Q C R" um dominio C*%, comk > 1, e ¢ € C5%(9Q). Para qualquer aberto

Q' D Q existe uma funcdo ® € Cg’a(Q') tal que ® = @ em Q.
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Demonstragcdo. A demonstracdo € andloga ao lema 3.3.1.
Para xo € dQ, tome a fun¢do planificadora & e a bola G como naquele lema, considere  :=
@po&~! e CH*(GNIR™). Estendemos ¢ para todo G considerando ®(7',z,) := ¢(Z) e fazemos

® := do&. Entio ® € CH*(B) onde B é uma bola centrada em xg e ® = ¢ em BNIQ.
N

Considere entdo uma cobertura 0Q C U B; com bolas B; como acima, B; C @/, e as
i=1

respectivas extensdes {®;}. Tomando {n;},i=1,...,N uma parti¢do da unidade subordinada a
esta cobertura, definimos
N
=) NP
i=1
Que ¢ a extensdo procurada. [

Devido ao lema anterior podemos definir uma norma em C*%(9Q) por |gD|Ck,a(aQ) =

infg |®| q.0, onde o infimo é tomado sobre todas as extensdes de ¢ para Q.

3.4 Estimativa de Schauder global

Tratamos primeiramente de obter versdes de fronteira dos resultados da secao 3.2.

As demonstracdes sao andlogas as daquela se¢@o, de modo que discutimos apenas as diferencas.

Lema 3.4.1. Seja u uma solugdo de a’u =0 em R™. com u |,,—o= 0, onde a matriz (@) é
constante e positiva definida, tem A > 0 como cota inferior para seus autovalores e A como
cota superior para seus coeficientes. Entdo, para toda bola Bg(xp) e todo 0 < y < 1, existe

C =C(n,y,A,A) tal que:

sup  |Dul <CR™' sup |ul
BJ/R(XO)QRi BR()C())rﬂR’:',r

Demonstragdo. A demonstracdo é andloga ao lema 3.2.2.

Tomamos P e Q como naquele lema e definimos i no semi-espago H = PQ(R’}.) por
i =uo(PQ)~!. Entdo ii é harmonica em H e i | j;;= 0. Podemos entdo estender ii para todo o
R" pelo principio da reflexdo de Schwarz. A estimativa entdo segue da estimativa correspondente

para func¢des harmonicas da mesma forma que no lema 3.2.2. [

Lema 3.4.2. Seja u € C*(R".) uma solugdo de @’/Diju= f u |,,—o= 0, onde onde a matriz (a")
é constante e positiva definida, tem A como cota inferior para seus autovalores e A como cota

superior para seus coeficientes. Se [Dzu]a,R1 < oo para algum 0 < o < 1, entdo:

[D*u) g rr < Clf)arr
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Com constante C = C(n,A, A, o).

Demonstracdo. A demonstracdo é completamente andloga ao lema 3.2.3 apenas aplicando o

lema 3.4.1 ao invés de 3.2.2 no final. O]

Teorema 3.4.3 (estimativa de Schauder local na fronteira). Se dQ ¢é de classe C>%* numa

vizinhanga de xo € 0Q, existe R > 0 tal que, se u € C>*(Q N Br(xo)) é uma solugdo de

Lu= aijDiju+biDiu+cu =f,

onde a;j é simétrica e satisfaz 3.2, |a" | q.0nBg(xo)» [P'10,0:00Br (x0)+ 1€10,0:00Br (xg) <A
| flo,a:00Br(x) < € U |90nBg(xy)= 0. Entdo existe 6y € (0, 1] tal que para todo 6 € (0, 6y) existe

uma constante C > 0, dependendo de n,0,A,A,a,R e dQ N Bg(xy) tal que

|”|2,a;QﬁBeR(x0) S C(|M|O;QQBR(X()) + |f|0,a;QﬂBR(x0)) (321)

Demonstragdo. Pretendemos adaptar a demonstracio do teorema 3.2.4 substituindo o lema 3.2.3
pelo lema 3.4.2, para isto € preciso planificar a fronteira em uma vizinhanga de xo.
Se & é uma fung@o planificadora em QN Bg(xp) (ver 3.18), definimos em &(Q N

Bg(xp)) as fungdes i = uoE~e f = foE~!. Equivalentemente temos:

Substituindo em Lu = f vemos que i satisfaz a equacao:

Li=a"D;jii+b'Di+-¢t = f
Onde, para y = & (x) temos
#0) = 525 ),
B0 = o2 o)+ 2o (),

&(y) = c(x)
Existe entdo K = K(£) > Otalque A > K 'A e A < KA.
Agora para I procedemos como na demonstracdo do teorema 3.2.4. Aplicamos o
lema 3.4.2 a fungdes do tipo @i, onde @ € uma fungdo cutoff com ¢ = 1 em By, € suporte em

By, 0 < 6 < 1. Como naquele teorema chegaremos a:

Pa[Dzﬁ]a;Bg,, e <C(] (@7 — &ij)|0.Bp(y)mR1 + S)Pa[Dzﬁ]a;Bp(y)mm

+Cep 2 |08, (y)nR? + C|f\0;3p ()rer +Cp* [f]a;Bp (»)NRY
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Dai aplicando o mesmo argumento de cobertura que na prova daquele teorema

obtemos:

|12, 0:80prEr. < C(|8l03prmr + | Flo.a:Berrr ) (3.22)

Para concluir basta traduzir esta estimativa para u e f. Como & é um difeomorfismo,
para Y= "y(&) € (0, 1] apropriado temos & (By, (x0) Q) C By NR™ e E~1(By, NR™) C By (x0) N
Q para p € (0,R]. Existe entdo C = C(&) > 0 tal que

C Mu

2,0y (x0) R < |]2,0:8,nR7 < C|”|27(x;By_1p(x0)ﬁ]Rﬁ
e estimativas anédlogas para as outras normas em (3.22). De modo que obtemos:
[ul2,0:008, 5 (v0) < Cli]2,00B R

< C(|fog,erry, + | 10,080 )

S C(|M|O;QHBR(XQ) + |f

0,0;QNBR(xp) )

Que da (3.21) com 6y = 7> O
Observacio 3.4.1. i) Observe que 8y = y* acima depende de o qudo préximo a fronteira estd
de ser um hiperplano (caso em que & é apenas um movimento rigido), de modo que reduzindo R

podemos tornar 6y tdo proximo de 1 quanto quisermor.

ii) Se Q é de classe C>* (definicdo 3.2) podemos tomar R, 6y e C independentes de xy.

E fécil estender o teorema para o caso em que u nio se anula na fronteira. Devido ao

lema 3.3.3 podemos assumir a condicdo de fronteira definida em Q.

Corolario 3.4.4. Se Q é um dominio de classe C>* e ¢ € C>*(Q), existe R > 0 tal que, se

u € C>%*(QNBr(xg)) é uma solugdo de

LM = aijDiju +biDiM+CM = f7 u |8QﬂBR(x0): (p |aQﬂBR(X())

i

onde a;; é simétrica e satisfaz 3.2, |a’/ |0,0:0MBr(x0)+ 1P
oo, Entdo existe 0y € (0, 1] tal que para todo 0 € (0, 8y) existe uma constante C > 0, dependendo

den,0,A,A,0,R e dQ tal que

]2, 0:0nBor (xo) < CUlo:0nBr(x0) + | fl0,a:20Br(x0) T 1912,0:00Br(x)) (3.23)

0,0;QNBR(x0) |C|0,OC;QﬂBR(X0) S Ae |f|0,0€;QﬂBR(Xo) <
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Demonstracdo. Temos L(u— @) = f — Lo de modo que podemos aplicar o teorema 3.4.3 a

u — @ para obter:
|t — @2,0:0MBog(x0) < Cltt — @lo.anBr(xo) + |f — LPlo,c:0nBg (o))
Com 6 € (0.6p). Temos entdo:

’”‘Z,a;QﬂBeR(xo) < ’M - (p‘2,OC;QﬂBgR(x0) + "P’Z,a;QﬁBR(xo)

S C(|I/l - (P|O;QQBR(XQ) + |f_L(p

O,G;QQBR(XQ)) + |(p 2,0:;QNBR(xp)

S C(|M|O;QQBR(X0) + |f|0,a;QﬂBR(x0) + |(P|27(Z;QQBR(X0))

Agora estamos prontos para mostrar a estimativa de Schauder global.

Teorema 3.4.5 (Estimativa de Schauder global). Sejam Q C R" um dominio com 0 de classe

C>% e ¢ € C>%(Q). Se u € C**(Q) é uma solugéo de
Lu=a'Djju+b'Du+cu=f, ulyo=0 |y

onde onde a;; é simétrica e satisfaz 3.2, |a"j|07a;g, |bi‘07a;g, Icloao <Aefe C%*(Q). Entdo

existe C =C(n,a,A,A,Q) tal que:

|”|2,a;£2 < C(|”|O;Q + |f|0,a;Q +1o 2,a;Q) (3.24)

Demonstragdo. Observamos primeiramente que podemos reduzir o resultado ao caso em que u
se anula na fronteira. Para este propdsito basta aplicar u resultado a # = u — ¢ como fizemos no
corolério 3.4.4. Portanto assumimos daqui em diante que ¢ = 0.

Pelas observagdes 3.4.1 podemos tomar Ry tal que as conclusdes do teorema 3.4.3

valem para 6 = 3/4 em todo xp € dQ. Definimos
Qp, = {x € Q| dist(x,dQ) > Ry/2}
Afirmamos primeiramente que
[Du(x)| +|D?u(x)| < C(|lulo.a +1flo.c0) (3.25)

Para todo x € Q. Para mostrar isto distinguimos dois casos:

i) x € Qg,. Neste caso By, />(x) C Qe do teorema 3.2.4 a afirmagio vale para C = C(n, A, A, &, Ry /2).
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ii) x ¢ Qg,. Neste caso existe algum xo € dQ tal que x € B 3R (x0) e do teorema 3.4.3 a afirmagdo
vale para C = C(n,3/4,A,A, a,Ry).

Resta entdo estimar [Dzu]mg. Para isto considere x,y € Q,x # y. Distinguimos trés
€asos:

i) dist(x,y) <Ro/4 ex,y € Qg,.

Neste caso Bg, /2(x) C Q ey € Bg,/4(x) de modo que o teorema 3.2.4 d4

|D?u(x) — D?u(y)|
[x —y|*

2
S [D u]a,BRO/4()C) S C(|u’O,BR0/2(X) + |f|0,a;BRO/2(X)>
< C(|ulo;a +[flo,a:2)
i) dist(x,y) < Ro/4 e x ou y ndo estd em Qp,.
3R
Digamos que x ¢ Qg,, entdo existe xo € JQ tal que dist(x,xp) < TO —dist(x,y), de
modo x,y € B 3R (x0). Portanto do teorema 3.4.3 temos:

|D?u(x) — D?u(y)|
jx —y|*

< [Dzu]a.,QﬂB%Ro(XO) < C(’“‘O;QI"‘IBRO (o) + |f‘070‘;QﬂBR0 (XO))

< C(|ulo.0 +1flo,a:0)
iii) dist(x,y) > Ry /4.
Neste caso temos

|D?u(x) — D*u(y)|
[x — [

< 2(R0/4)_u S‘glzp |D2”| < C(‘”|0;Q + |f|0,0¢;§2)
Portanto temos que

[D*u]q.0 < C(lulo.0 + | flo.a:0)

que combinado com 3.25 d4

[ul2,0.0 < C(luloa + | flo,e:0)

3.5 Problema de Dirichlet: método da continuidade

Nesta secdo aplicaremos a estimativa de Schauder para obter resultados de existencia
de solucdes para o problema de Dirichlet em dominios C%. Antes de enunciar e provar os

resultados relevantes faremos uma digressao para mostrar resultados tteis de andlise funcional.
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Lembramos que se & é um espago de Banach, uma aplicacdo T :  — % € uma
contragao se existe 0 < 1 tal que:
1T () =T W) < Olu—v]
para todos u,v € A.

Teorema 3.5.1 (Ponto fixo de Banach). Se T € uma contragdo no espago de Banach %, entdo T

tem um tinico ponto fixo, isto é, existe um tinico u € B que é solugdo da equagcdo T (u) = u

Demonstracdo. A demonstragio segue o método das aproximagdes sucessivas. Seja uy € A

qualquer, definimos uma sequencia u, = T"(ug). Entdo para n > m temos:

n
ttn — || <Y Mg —ujy ]

Jj=m+1
< ji—1 ji—1
= ), 77 (w) =T (uo) |
j=m+1
- j—1
< ), 07 ur—uo
j=m+1

< llur = uol| 6™
- 1-6

m—oo P .
Como 6™ —— 0 vemos que u, ¢ uma sequencia de Cauchy, portanto converge para um u € 4.
Temos entao:

T(u) = r}groloT(un) = ,}i_{rc}ou”“ =u

e encontramos um ponto fixo.

Para a unicidade, se v também € ponto fixo de 7' temos:
Ju—v|| =T (u) =T V)| < Ou—v|
Donde (1 —0)||ju—v|| <0 e segue que u = v. O

Teorema 3.5.2 (Método da Continuidade). Sejam Ly,L; : 8, — P, operadores lineares limita-

dos entre os espagos de Banach % e %,. Definimos
L, = (1 —l‘)L() +tL

Assumindo que existe uma constante C (ndo dependendo de t) tal que

|ul|z, < C||Li(u)||z,, paratodouc %, (3.26)

Entdo Ly é sobrejetivo se e somente se Ly é sobrejetivo.
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Demonstragdo. Suponha que, para algum 7 € [0, 1], L; seja sobrejetivo. Entdo por 3.26 L
também & injetivo e portanto é uma bijecfio e ainda de 3.26 o operador inverso L' : %, — %, é
limitado.

Para ¢ € [0, 1] estamos interessados na solubilidade de
Liu=f, comf &€ %, (3.27)
Esta equacdo pode ser reescrita como:
Leu=f+(L;—L)u=f+(t—7)(Lou—Lu)
aplicando L7 ! vemos que 3.27 equivale a:
u=L; ' f+(t—1)L; (Lo—L)u

Portanto, resolver L,u = f equivale a encontrar um ponto fixo do operador T : % — % dado
por T(u) = L;'f+ (t — T)L7 ' (Lo — Ly )u. Temos:
-1
|7 (u) =T ()|, =t —7lILy" (Lo —L1)(u— V)| 2,
< Clt—1[[[(Lo —L1)(u—v)| 2,
< Clt = z|(| Loll + L1 [ [ = v]| 2,

Onde ||Lo|| e ||L1]| sdo as normas de operador de Lo e L;. Vemos entdo que se
1 -1
[t =1l < S (CUILoll + L1 [])) ™" == 6

T € uma contragdo, e portanto tem ponto fixo.

Isto quer dizer que se L;u = f tem solugdo para todo f € %, entdo L;u = f tem
soluc@o para todo f € %, desde que |[r — 7| < 6.

Agora se Ly € sobrejetivo, dividindo o intervalo [0, 1] em subintervalos de compri-
mento menor que 6 concluimos aplicando o que acabamos de demonstrar que L; € sobrejetiva.

A reciproca é andloga. O

O método da cotinuidade permite transformar um problema de existencia em outro
potencialmente mais simples.

Agora passamos a tratar do problema de Dirichlet.
Lema 3.5.3. Sejam Q C R* um dominio e L o operador

Lu= aijDiju +b'Diu+cu
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onde a;; é simétrica e satisfaz 3.2, a" ,b',c € C%(Q), |d]o.q, P00, clo.a < A e c(x) <0 para
todo x € Q. Se f € CO(Q) e u € C*(Q) é uma solucdo de Lu = f, entdo
sup [u| < sup [u|+ Csup|f]|
Q o0Q Q

Onde C=C(Q,A,A).

Demonstragdo. Como £ € limitado, fazendo uma translagdo do dominio podemos assumir sem
perda de generalidade que existe d tal que Q C {(x,...,x;) € R" | 0 < x; < d}. Definimos o
operador Ly por

Lou = aijD,'ju + biD,'u

Temos entao:

L()eaxl — <a2a11+abl)eax1

A
Aplicando 3.2 a & = (1,0,...,0) vemos que a'! > A. Se tomamos ¢ = 1 + - temos entio

A

Loe®™ > (Ao —aA)e™ = Ao (a— %) =da> A

Definimos entao
( ead . eaxl)

vi=supu’ + 1 sup | f |
aQ Q
Temos entdo:
_ OeO!xl
Lv=Lyv+cv<Lyv= Tsuplf_| < —sup|f|
Q Q

Portanto temos

L(v—u) < —=(sup|f~[+f) <0
Q

Ademais temos v —u > 0 em dQ portanto segue do principio do maximo (ver teorema 3.5 de

[3]) que u < v em Q e portanto:

supu < supu’ +Csup|f |
Q Q. Q

ad

A

e ) c
Onde C = . Aplicando o mesmo argumento a L(—u) = — f encontramos também:

sup(—u) < supu~ +Csup|f ™|
Q 0 Q

O que completa a demonstracao. 0
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Corolario 3.5.4. Nas hipdteses to teorema 3.4.5, se assumimos adicionalmente que c(x) < 0

para todo x € Q entdo vale

ul2.a.0 <C(floaa+9ha0)

Onde C =C(n,o,A,A, Q).

Demonstragdo. Temos da estimativa de Schauder |u| .0 < C(|u|o.0 +|fl0.a:0 + |@]2,0:0), mas

do lema 3.5.3 podemos estimar |u|o.q usando | f|o.0 € |@]o.- O

Teorema 3.5.5. Sejam Q C R" um dominio com dQ de classe C*%, f € CH¥(Q), ¢ € C>*(Q)
e L o operador

Lu=a"D;ju+b'Diu+ cu (3.28)

onde a;; é simétrica e satisfaz (3.2), [a]o.a.0, |P'0.a:0, |clo.a:0 < A e ¢(x) < 0 para todo x € Q.

Entdo existe uma tinica solucdo u € C>*(Q) do problema de Dirichlet:

Lu=f, emQ
(3.29)

u=¢@, emadQ

Antes de demonstrar o teorema observamos que no caso particular em que L é o
Laplaciano, o resultado de existéncia é conhecido como teorema de Kellog. Uma demonstragao
pode ser encontrada em [5] usando métodos da teoria do potencial. Aqui assumiremos o
teorema de Kellog e usaremos o método da continuidade para reduzir o teorema 3.5.5 a este caso

particular.

Demonstragdo. Podemos assumir ¢ = 0, de fato, parait =u— @ e f = f — L@ o problema 3.29
¢é equivalente a
Li=f, emQ
i=0, emdQ

Portanto daqui em diante assumimos ¢ = 0.
Consideramos a familia de equagdes:

Liu=f, para0<t<I1

u=0, emdQ

(3.30)

Onde L, =tL+ (1 —t)A, sendo A o laplaciano.
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Os operadores L; satisfazem as condi¢des do enunciado com
A =min(1,4), e A, =max(l,K).

Temos Ly = Ae L; = L. Pelo teorema de Kellog, 3.30 tem soluc¢do para ¢ = 0. Pretendemos usar
o teorema 3.5.2 para concluir que existe solucdo comt = 1.

O operador
Li: % ={ucC>Q)|u=0 em dQ} = C**Q) =: %,

E claramente limitado devido ao lema 3.1.1 e as hipéteses sobre os coeficientes de L. Do

coroldrio 3.5.4 temos que

lulr.0.0 < ClLiulo.a:0

Para todo u € % e a constante C ndo depende de 7, pois A, e A, sdo independentes de 7. Portanto
as hipoteses do teorema 3.5.2 sdo satisfeitas, o que conclui a demonstracao da existencia.
Para a unicidade, se Lu; = Luy € u; = up, em d entio u; — up se anula em 0Q e

temos L(u; —up) = 0, do principio do maximo segue que u; —uy =0 em Q. [

Corolario 3.5.6. Sejam Q C R" um dominio C>% e L como em 3.28 com ¢ < 0 e as mesmas

condigoes nos coeficientes ld encontradas. Entdo o operador
L CPQ) — ChYQ)xC>%9Q)
u = (Ll/t, u |(9Q)

é um isomorfismo de espacos de Banach

Demonstracdo. E obvio que .Z € linear e continuo

|| (Lat, u |asz>||c0,a(§)xc2,a(ag) < C||”Hc2-,a(§)
Obtemos o operador inverso
£~ Q) x CH*(9Q) — C**(Q)

da seguinte forma: sejam f%%(Q) e ¢ € C>%(dQ). Do lema 3.3.3 e da defini¢cio da norma
em C>%(dQ) que o segue podemos obter ¢ uma extensio de ¢ para Q com ||¢]|C2,a(§) <
2[|@]lc2.0(9q)- Pelo teorema 3.5.5 existe uma tnica solugdo u € C>*(Q) de Lu = f em Q e

u= @ em dQ. Entdo definimos:

L7 f9)=u
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A fungio .Z~! estd bem definida, pois u ndo depende da extensio especifica ¢ devido ao

principio do maximo. Ademais a continuidade de .Z~! segue do coroldrio 3.5.4. Temos:

1271, 0)lc2aqm) = lullczaig) < CUflo.cso+ @

<C(floe+19h.a0) < Cl(f: @)l coa@xceaa)

2.0:Q)

A seguir estamos interessados na regularidida em € de solu¢des de Lu = f.

Lema 3.5.7. Seja B C R" uma bola e ¢ € C°(dB). Assuma que Lu := a"/D;ju+ b'Diu+ cu é
um operador linear uniformemente eliptico com coeficientes em C*(B) e ¢ < 0. Se f € C*(B) o

problema de Dirichlet:
Lu=f, emB

u=¢@, emdB

tem solugdo tinica em C*%(B) NC°(B).

(9B
Demonstracdo. Tomamos @ € C*(dB) com ¢ N @. Pelo teorema 3.5.5 existem solugdes

tnicas u; € C>%(B) de
Luy=f, emB

(3.31)
uy =@, emodB

Pelo principio do maximo temos ainda:

sup |ux — u;| < sup|@Qx — @]
B JB

Portanto a sequencia u; converge em CY(B) para alguma funcio u.
Da estimativa de Schauder u;, é limitada em C>%(K) para todo compacto K € B, do
lema 3.1.2 podemos extrair uma subsequencia convergente e vemos que u € C>%(B).
Tomando o limite da subsequencia convergente em 3.31 segue que Lu = fem Be
u=@emdB.

A unicidade segue do principio do maximo. [

Lema 3.5.8. Seja Q C R" um dominio, Lu := a'/D; i+ b'Dju + cu um operador linear unifor-
memente eliptico com coeficientes em C*(Q) e f € C*(Q). Se u € C*(Q) é solugdo de Lu = f

em Q, entdo u € C**(Q).
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Demonstragdo. E suficiente provar que f € C>%(B) para qualquer bola B € Q. Seja B tal bola

e considere o seguinte problema de Dirichlet para v:

Lyv:=d'Djjv+bDyyv=f—cu=:f, emB
0 ij i f f (3.32)
V=u, em JB

Como u € C?B temos f € C%*(B). Pelo lema 3.5.7 o problema (3.32) tem solucio tinica em

C>%*(B)NC%(B). Como u é claramente solucdo, ele deve ser esta solugdo tnica e segue que

u € C>%(B). u

Note que este resultado ndo depende do sinal de c.

A seguir estendemos este lema para obter regularidade C%* para solugdes. Faremos
uso de quocientes de diferenga, que sao definidos da seguinte forma: Se v é uma func¢do definida
no dominio Q e ¢;,i = 1,...,n € a base canonica de R", o quociente de diferenca de v em x na

direcdo e; é:
_ v(x+he) —v(x)
o h

Teorema 3.5.9 (Regularidade Interior). Seja Q C R" um dominio, Lu := a" D;ju+ b'Diu+ cu
um operador linear uniformemente eliptico com coeficientes em Ck’a(Q) efe Ck’a(Q). Se

u € C2(Q) é solugdo de Lu = f em Q, entiio u € CK+2%(Q).

Demonstragdo. O lema 3.5.8 mostra que o resultado € vélido para k = 0. Afirmamos que para
obter o teorema € suficiente mostrar o caso k = 1. De fato, se assumimos o caso k = 1 podemos
demonstrar o resultado para todo k por indugdo da seguinte forma:

Seja k > 1, assumimos o resultado para k — 1. Se L, f e u satisfazem as hipoteses
do enunciado, temos do caso k — 1 que u € C*t1:%(Q). Como f e os coeficientes de L sio de
classe CK%(Q), dado 8 um multi-indice com |B| = k — 1 podemos derivar k — 1 vezes a equagio
Lu = f para obter Lii = f, onde ii = DPue f é asoma de DB f com termos que sao produtos de
derivadas dos coeficientes de L de orgem < k — 1 e derivadas de u de ordem < k. Temos entdo
f € CH*(Q) e podemos aplicar o caso k = 1 para concluir que DPu € C3%(Q). Como isto vale
para todo multi-indice 8 de ordem k — 1, segue que u € CK+>%*(Q), como queriamos.

Tratamos entdo de mostrar o caso kK = 1. Tomando quociente de diferenca na dire¢do
e; em ambos os lados da equacio Lu = a"/D;ju+ b'Dju+ cu = f obtemos:

L(A"w) = aVD;;A"u+ b'DiN'u + cA'u = F,

) | (3.33)
onde Fj, = A" f — (A"a\Dyjii — (A"))Dyii — (A"¢)ii, com i(x) = u(x+ he;)
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Como f € C"%(Q) e temos para h suficientemente pequeno:

A"f(x) = %/0] %f(x—kthei)dt = /Ol D;f(x+the;)dt

vemos que A" f € C%%(B) para toda bola B € Q.
Sejam entdo B e B bolas tais que B’ C B € Q e dist(B’,dB) =hy > 0,sex,yc B e
|h| < dist(B,dQ) temos

1
A" £ (x) = A" f(y)] S/O |Dif (x+the;) — Dif (y+the;)|dt < |x—y|*[Df]o:n

e temos também supg |A" f| < supg |Df]. Segue que existe um limitante uniforme M = |Df|o o5
tal que |A"f|o .0 < M para O < |h| < hy. Andlogamente existem limitantes uniformes para
A'dll A" e Alc em C%(B'). Como do lema 3.5.8 temos u € C>%(Q) obtemos também que
Fj, € C%%(B') e também temos limitante uniforme para F,.

Aplicando entdo a estimativa de Schauder local a (3.33) obtemos limitante uniforme
para |Ahu|2’a7 5. Usando o lema 3.1.2 obtemos uma subsequéncia convergente A’y m Ve

C>%(B') onde h,, — 0. De A"u(x) LN Dju(x), vemos que v = D;u. Como isto vale para todo

i€{l,...,n} segue que u € C>*(B'). Como B’ € Q é arbitriria temos u € C>%(Q). O
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4 A EQUACAO DA CURVATURA MEDIA PRESCRITA

Neste capitulo estudamos o operador !

Diu 1 DiuD ju
Mu = D; l = (Si'_—l ! )Di'u 4.1)
<\/1+¢DuP> VI+Du2 \7 1+[Duf? )Y

e o problema de Dirichlet associado

Mu = (x,u), emQ
u=0Q, em dQ

4.2)

Como vimos na se¢do 2.1, .#Z u(x) é a curvatura média do grafico da fungdo u em
(x,u(x)). O problema de Dirichlet acima € entdo conhecido como a equagdo da curvatura média
prescrita para graficos.

Na se¢do 4.1 demonstramos um principio de comparacdo para equagdes elipticas
quasi-lineares, que serd usado para mostrar unicidade de solugdes de (4.2). Na secdo 4.2 fazemos
uma digressao para mostrar o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, que serd usado na
secdo 4.3 para mostrar que o problema de Dirichlet quasilinear € soluvel, desde que tenhamos
estimativas a priori adequadas para solugdes. Nas secoes 4.4, 4.5 e 4.6 estabelecemos hipéteses
adequadas e demonstramos as estimativas a priori desejadas para (4.2). Finalmente na secdo 4.7

coletamos os resultados anteriores para obter o teorema final.

4.1 Equacoes quasilineares

Sejam Q C R” um dominio e u € C?>(Q). Chamamos operador quasilinear de segunda

ordem um operador da forma:

Qu = a” (x,u, Du)D;ju+ b(x,u, Du)
onde as fungdes a'’/(x,z,p),i,j = 1,...n,b(x,z,p) sio definidas em Q x R x R” e podemos
assumir a'/ = a’'. O operador & dito eliptico em (x,z, p) se (a”/(x,z, p)) é uma matriz positiva

definida, isto €, se:

a’(x,z,p)&E; > 0, VE € R"\{0}

O operador ¢ dito uniformemente eliptico em % C Q x R x R” se existem constantes A, A > 0

tais que, para todos (x,z,p) € Z e & € R" temos:

AEP < a(x,z,p)EE; < AJE)

neste capitulo ainda usamos a convengdo de Einstein para somas

1
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Diremos ainda que Q € uniformemente eliptico com relacio a u se Q € uniformemente eliptico
no conjunto { (x,u(x),Du(x)) | x € Q}.
Note que ao lidar com o problema (4.2) podemos considerar o operador Qu :=
Mu— F(x,u), de modo que temos:
i 1 PiDj
a’(x,z,p) = ——— (5.._ —1>
VIHpP T 1+ pP

b(x,z,p) = = (x,2)

Como a'/ depende apenas de p, podemos escrever a'/ (x,z, p) = a'/(p) e temos:

- 1 iISiPjSj

b fen (p8)?
- J/1+|pP ('§| 1+|p|2)

4.3)

1 > IpPIE1
= V1+|p? (|€! 1+|P|2)
_ 1 2
- J1+|pP (lﬂplz) <l

Portanto .# € um operador eliptico em Q x R x R”. Ademais .# € uniformemente eliptico com

relacdo a u desde que u tenha gradiente limitado.
O resultado a seguir para operadores quasi-lineares tem papel semelhante ao pricipio
do méaximo para equagdes lineares, a versdo que mostramos assume que os coeficientes a*/ nao

dependem de z e que b ndo depende de p, note que estas restrigdes se aplicam ao problema (4.2).

Teorema 4.1.1 (Principio da comparacdo). Sejam Q C R" um dominio e o operador Q dado
por Qu = a' (x,Du)D;ju + b(x,u), onde a’/ € C'(Q x R") e (%b(x,z) < 0 para todo (x,z) €
Q x R. Suponha que u,v € C2(Q)NC(Q) sdo tais que Q(u) > Q(v) em Q u<vem dQe Q é

uniformemente eliptico com relacdo a u. Entdo u < v em Q.

Demonstragdo. Primeiramente escrevemos
Qu—Qv=d" (x,Du)D;ju+b(x,u) — a’l (x,Dv)Djjv —b(x,v)
= a"(x,Du)D;;(u—v) + (a” (x,Du) — a”’ (x,Dv))D;jv + (b(x,u) — b(x,v))
Agora observamos que

a'’ (x,Du) — a'’ (x, Dv) / d_ J(x,tDu+ (1 —t)Dv)dt

( 1 J(x,tDu+ (1 —t)Dv)dt) Dyp(u—v)
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Ademais do teorema do valor médio existe 1, entre u(x) e v(x) tal que:

b@ﬂ@ﬁ—b@w@DZOAQ—W@%%?LmJ

Portanto temos:

Qu— Qv =3a"D;j(u—v) +b*"Dy(u—v) +é(u—v)

Onde
@’ (x) = a" (x, Du)
B (x) = Dijv(x) /O Dy (5, tDu(x) + (1 — 1)Dv(x))di
o) = 5o
Entao

a'D;j(u—v) + b Dy(u—v) +&u—v) >0, emQ
u—v <0, em dQ

onde @'/ satisfaz, para todos x € Q e & € R”
MEP < a(x)&E; < AJEJ

Segue do principio do maximo para equacdes lineares (ver teorema 3.5 de [3]) que u < v em

Q. ]

Como consequéncia direta obtemos a unicidade de solucdes para o problema de

Dirichlet:
Corolario 4.1.2. Para Q como no teorema 4.1.1. Se u,v € C*(Q) NC(Q) sdo tais que Q(u) =

O(v) em Q, u=v em dQ e Q é uniformemente eliptico com relagdo a u e v. Entdo u =v em Q.

4.2 Teoremas de ponto fixo

Nesta secdo demonstraremos um teorema de ponto fixo que serd usado na pro-
xima se¢do para demonstrar o resultado central de existencia de solucdes para o problema 4.2.

Comecamos lembrando o teorema do ponto fixo de Brouwer

Teorema 4.2.1 (Ponto Fixo de Brouwer). Se B C R" ¢ a bola fechada de centro zero e raio 1.

Toda aplicagdo continua f : B — B tem um ponto fixo, isto é, existe xo € B tal que f(xo) = xg
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Demonstragdo. Ver teorema 11 do capitulo VII de [8] [

No que segue tratamos de estender este resultado. Naturalmente o resultado se
estende para fungdes continuas f : K — K onde K € qualquer conjunto homeomorfo a uma bola

unitaria euclideana. Sobre isto temos:

Lema 4.2.2. Se C C R" é aberto, limitado e convexo entdo C é homeomorfo a bola unitdria

fechada.

Demonstragcdo. Assumimos sem perda de generalidade que 0 € C de modo que existe 1 > 0 tal
que B, (0) C C.

Seja S = {x € R" | |x| = 1} a esfera unitdria. Definimos a aplica¢do d : S — R por:
d(v):=inf{r>0|rv¢C}

Mostraremos a seguir que a fungdo d € continua.

Para v € S, denotaremos Rv := {tv | t € [0,+0)} 0 raio na diregdo v.

Seja € > 0 qualquer, por defini¢do de d existe x € CN Ry tal que d(v) — |x| < €/2,
como C é aberto existe 6 > 0 tal que Bg(x) C C, podemos tomar 0 < €/4. O conjunto V = {w €
S| RwNBg(x) # @} é aberto em S e temos d(w) > d(v) — € paratodow € V.

Resta entdo mostrar que podemos garantir d(w) < d(v) + € para w numa vizinhanga
devem S.

Afirmagio: Se x € Rv é tal que |x| > d(v) entdo x ¢ C.

De fato, assumindo por absurdo que x € C, seja y € Ry tal que |y| = d(v). Pela
defini¢cdo de d existem pontos de Rv arbitrariamente préximos de y que ndo estdo em C, de modo
que devemos ter y € JC e portanto x ¢ By (0), pois do contrario y também estaria no interior
desta bola e seiria ponto interior de C.

seja P : R" — R" a fun¢do definida da seguinte forma: Se z € R”", P(z) é o ponto da
semi-reta z_y> mais préximo da origem. E facil ver que P é uma aplicacdo continua, de modo que
sendo P(x) = 0 existe y > 0 tal que P(z) € B, (0) para todo z € By(x).

Isto implica que para todo z € By(x) o ponto y estd no fecho convexo do conjunto
Bp(0)U{z}. Como x € C, existe algum z € By(x) tal que z € C e a convexidade de C entdo
implica que y € C, o que contradiz termos y € dC. completando a demonstracdo da afirmagio

Tomando agora x = (d(v) +€/2)v, temos da afirmagdo que x ¢ C, portanto existe

8’ > 0 tal que By(x) C R*\C, podemos assumir 8’ < £/4 de modo que se V' = {w € § |
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RwNBg (x) # &} vemos que V' é uma vizinhanga de v em S e temos d(w) < d(v) + € para todo
weV.

Note que a afirmacdo acima implica ainda que temos
d(v) :=sup{r>0|rveC}

Munidos da fungio d definimos f : C — B;(0) por

£x) = A0/’ se x € C\{0}

0, sex=20

A funcdo f assim definida serd claramente continua e tem inversa

xd(x/|x|), sexe Bi(0)\{0}

~1
fo )=
0, sex=0

Também continua. Mostrando o lema. [
Corolario 4.2.3. Se B é um espago de Banach e {xy,...,xy} C B entdo o fecho convexo de
{x1,...,xn} é homeomorfo a uma bola fechada unitdria de algum espago R"

Demonstracdo. O fecho convexo de {x,...,xy} é o conjunto

N N

K={Y Ami|0<H<1Y Ai=1}

i=1 i=1

Este fecho convexo estéd contido na variedade afim V = {¥¥ | 4;x; | Y¥ | 4; = 1}. Entdo F =
{x—x1 | x € V} é um subespaco vetorial de B de dimens@o finita e portanto é homeomorfo a R”,

onde n é a dimensio de F, dai V também é homeomorfo a R”, ademais temos K = C, onde:
N N
C:.= {Zlixi | O< A< 1,Z7Li: 1}
i=1 i=1
€ aberto em V e convexo, entdo o resultado segue do lema anterior. O]

A seguir obtemos uma extensao do teorema do ponto fixo de Brouwer para espagos

de Banach.

Teorema 4.2.4. Seja C um conjunto compacto e convexo num espaco de BanachBe T : C — C

uma aplicagdo continua. Entdo T tem um ponto fixo.
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Demonstracdo. Seja k € N qualquer. Como C € compacto, existem xp,...,xy € C tais que
C C UL Bik(xi). Por conveniencia denotaremos B; := B /i (x;). Seja Cy o fecho convexo de

{x1,...,xn}, isto é

N N
Co={Y A [0<A<1) 4=1}
i=1 i=1

Definimos J;, : C — Cj por:
?]:] diSt(X, C\B,-)xi

Ji(x) =
) N dist(x,C\B;)
Claramente J; € continua e para cadax € Cei € {1,...,N} temos ou dist(x,C\B;) = 0 ou
|lx — xi|| < 1/k, portanto:
N .
1 dist(x,C\B;)||xi — 1
i) — ] < B OB 2 ]
. dist(x,C\B;) k

Agora observamos que J;o T |c, € uma aplicagdo de C; em Cy e devido ao coroldrio 4.2.3
podemos aplicar o teorema do ponto fixo de Brouwer para encontrar y, com Jyo T (yx) = yr e

temos:

[y =Tl = Mo T (i) = T (vie) || <

| =

Como C € compacto, existe uma subsequencia y — y € tomando limite na expressdo acima

obtemos T (y) = y. O

Corolario 4.2.5 (Ponto Fixo de Schauder). Seja C um conjunto fechado e convexo num espaco
de Banach B e T : C — C uma aplicagdo continua tal que T (C) € pré-compacto, isto é, o fecho

de T (C) é compacto. Entdo T tem um ponto fixo.

Demonstragdo. Seja K o fecho convexo de T(C), como T(C) C C e C é fechado e convexo
temos que K C C, entdo o conjunto K é convexo e compacto (ver teorema 5.35 de [1]) e como
C é fechado temos ainda K C C. Portanto a restri¢do T | € uma aplica¢do de K em K 2 qual

podemos aplicar o teorema 4.2.4 para obter ponto fixo. [

O seguinte resultado € nosso objetivo principal nesta secao, este teorema de ponto
fixo assume uma estimativa a priori para as solu¢des de uma familia de equagdes e serd aplicado
na proxima secao a equacdes quasilineares. Lembramos que uma aplicacdo entre dois espacos
de Banach € dita uma aplicacdo compacta se a imagem de qualquer conjuntos limitado €

pré-compacta
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Teorema 4.2.6 (Ponto fixo de Leray-Schauder). Sejam B um espaco de Banach e T : B— B uma

aplicacdo compacta. Considere a seguinte familia de equacoes em B:
oT(x) =x, onde o € [0,1]. 4.4

Se existe uma constante M > 0, independente de o, tal que toda solugdo x € B de 4.4 satisfaz

x| <M, (4.5)
entdo T tem ponto fixo.
Demonstracdo. Definimos
T (x), se [|[T(x)[| <M
PO M, se v
x), se||T(x)| >
1T (x)]l

Como T (By(0)) é pré-compacto, afirmamos que T*(Bj;(0)) também € pré-compacto.

De fato, considere uma sequencia y; = T*(x;), com x; € By(0). Se para infinitos
termos x; tivermos ||T (x;)|| < M entdo para estes termos temos y; = T (x;) e podemos obter
uma subsequencia de yj convergente. Caso contrério teremos ||7 (x;)|| > M para todo k > ko,
se T(xk/) — w é uma subsequencia convergente de T (x;) temos ||w|| > M > 0 e portanto

como querlamos.

yr — ——w. Concluimos que sequencias em 7*(By;(0)) sempre tem subsequencia convergente,
Agora T™ |5, o) Bu(0) — By (0) satisfaz as hipéteses do coroldrio 4.2.5 e vemos
que existe z € By(0) com T*(z) = z.

Afirmamos que ||T(z)|| < M e portanto T(z) = T*(z) = z.

M
De fato, se fosse ||7(z)|| > M, entdo z é solu¢do de 67 (z) =z com ¢ = 7@l e

z
segue que ||z|| < M. Mas temos também ||z|| = ||T*(2)|| = H e = M, uma contradigio.
0

4.3 Existéncia de solucoes

Nesta secdo mostraremos um teorema de existéncia de solucdes para equagdes
elipticas quasilineares. Veremos que tais equacodes tem solucao, sob condicdes de regularidade
apropriadas do dominio e dados, desde que tenhamos estimativas a priori para solugdes de uma

familia de equagdes.
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Esta situagdo € andloga ao caso linear (teorema 3.5.5) em que as estimativas de
Schauder foram usadas para obter estimativa a priori das solucdes de uma familia de equagdes.
Entretanto, no caso de equagdes quasilineares estimativas a priori ndo podem ser obtidas com a

mesma generalidade.

Teorema 4.3.1. Sejam Q C R" um dominio limitado, dQ de classe C*% e ¢ € Cz’a(ﬁ), com
0 < o < 1. Seja ainda Q um operador quasilinear eliptico Qu = a'/ (x,u,Du)D;ju+ b(x,u,Du)
coma’,b € C*(Q xR xR"). Para0 < ¢ < 1 definimos Qgu = a' (x, u,Du)D;ju+ob(x,u,Du).

Considere a familia de equacoes:

u=0, emQ
Qo (4.6)
u=0o@, emdQ

Se existem constantes C e B (independentes de 6) com 0 < B < 1, tais que toda solugcdo

u € C>%(Q) de (4.6) satisfaz:

H”Hchﬁ(ﬁ) <C, 4.7)
entdo o problema de Dirichlet
u=0, emQ
¢ (4.8)
u=¢@, emdQ

tem solugdo em C>%*(Q).

Demonstragcdo. Pretendemos aplicar o teorema 4.2.6. Para este propdsito definimos a aplicacio
T:CYP(Q) — c>*F(Q) da seguinte forma:

Sev e C'B(Q), temos alf (x) :=a' (x,v(x), Dv(x)) € CO*F (Q) e b, (x) := b(x,v(x), Dv(x)) €
0B (Q) (ver item (iii) do lema 3.1.1), portanto do teorema 3.5.5 existe uma tnica u € coB Q)

que € solucao do problema de Dirichlet linear:

aiij,-ju—l—bv =0, emQ
u=aQ, em dQ

Definimos entdo 7' (v) = u. Note que pontos fixos de T sdo solugdes de (4.8). Mostramos a
seguir que 7 satisfaz as hip6teses do teorema 4.2.6.
A aplicagdo T (vista como aplicacdo de C'#(Q) em C''B(Q)) é compacta. De fato,

devido 2 estimativa de Schauder, T’ leva conjuntos limitados em C'-8 (Q) em conjuntos limitados
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em C2%B (Q), estes por sua vez sdo pré-compactos em C#(Q) e também em C?(Q) devido ao
lema 3.1.2.

Para mostrar que 7' € continua suponha que v,, — v em C 1. (Q). Como vimos
acima, {T (v,,)} é pré-compacto em C?(Q), de modo que existe uma subsequencia v,,, tal que

T (V) — uem C*>(Q). Entio

a" (x,v,Dv)D;ju+b(x,v,Dv) = lim (aij(x,vm/,Dvm/)Dl-j(T(vm/))—|—b(x,vm/,Dvm/))

m/—soo

=0

Portanto segue que u = T'(v), e vemos que a sequencia 7' (v,,) tem T (v) como tnico ponto de
acumulagdo, segue que T'(v,,) — T (v), mostrando a continuidade.

Agora observamos que para ¢ € (0, 1] temos:

oT(u) =u <= T(u) :%

a' (x,u, Du) it +b(x,u,Du) =0, em Q
— U
— = Q
p P, em

Qsu=0, emQ
u=0o@, emadQ

se 6T (1) = u a principio sabemos apenas que u € C>*F(Q), mas como C>*F(Q) c C1'(Q)
vemos que ayf (x) 1= a (x,u(x), Du(x)) € C**(Q) e by (x) := b(x, u(x), Du(x)) € C®*(Q). Como
u é solucao de:

aijiju—k cb,=0, emQ

u=aq, em dQ

segue da estimativa de Schauder que u € C>%(Q). Assim vemos que a estimativa (4.7) implica a
estimativa (4.5) para 7.

Concluimos que as hipéteses do teorama 4.2.6 sdo satisfeitas e segue que existe
u tal que T'(u) = u. Portanto u é solugdo de (4.8) e da discussdo acima sabemos também que

ucC>%(Q). [
Para a equacdo da curvatura média prescrita, a familia de equagdes (4.6) se torna:

Mu= 0 (x,u), emQ
u=0o0o, em dQ

4.9)

Com 0 < o < 1. E temos entio:
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Corolario 4.3.2 (Existéncia de solu¢des de (4.2) assumindo estimativa ClBa priori). Sejam
Q C R" um dominio limitado, dQ de classe C** e ¢ € C>*(Q). Seja 7 : Q x R — R de classe
C%* com a%%” (x,z) > 0 para todo (x,z) € Q x R. Se existem constantes C e B (independentes

de &) com 0 < B < 1, tais que toda solucdo u € C>*(Q) de (4.9) satisfaz:
””Hcl-ﬁ(ﬁ) <C, 4.10)
entdo 4.2 tem solugdo tinica em C>%(Q)

Demonstracdo. Note que devido a (4.3) o operador .# € uniformemente eliptico com relagao
a qualquer fung¢do em C'(Q). Portanto a existencia de solucdes segue do teorema 4.3.1 e a

unicideda segue do corolério 4.1.2. [

Como ja mencionamos anteriormente, ao contrario do caso linear em que estimativas
a priori podem ser obtidas com grande generalidade (estimativas de Schauder), no caso quasilinear
em geral hipdteses adicionais sao necessdrias. Para ilustrar este fato suponha que u € uma solug¢ao

de (4.2), entdo do teorema da divergencia temos:

/Qf%”(gu):/gdiv (\/%)

(Du,N)

~ Joa \/1+ |Dul?

(Du,N)

\/ 1+ |Dul?

E como <1 temos

<10Q|

’/Q%ﬂ(.,u)

Portanto vemos que para que existam solugdes de (4.2) deve haver relacdo entre a funcdo
prescritora .77 e a fronteira do dominio dQ.

Nas secoes que seguem estabeleceremos condi¢des suficientes para que tenhamos a
estimativa a priori (4.10). Observamos que basta obter estimativas C' (Q), pois entio a estimativa

clp (Q) segue do seguite teorema, que nio demonstraremos aqui:

Teorema 4.3.3 (Ladyzhenskaya-Ural’tseva). Sejam Q C R" um dominio limitado, dQ2 de classe
C? e ¢ € C2(Q). Suponha que u € C*(Q) é solugdo de

Qu = a'(x,u,Du)D;ju+b(x,u,Du) =0, em Q
u=aq, em dQ
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Onde Q é um operador eliptico tal que aV € C'( QxR xR") e b € CO(Q xR x R"). Se
H”Hcl( <M, H‘PHC2 o) < ® e A >0 ¢éuma quota infeior para os autovalores de (d(x,z,p))
em Q x [—M, M) x By (0), entdo existem C = C(n,M,®,Q, 1) e B = B(n,M,Q, 1) > 0 tais que:

[Dulg.o <C

Demonstragdo. Ver teorema 13.7 de [3] O

4.4 Estimativa do supremo

Nesta secdo estabelecemos condi¢des suficientes para que tenhamos estimativa a
priori do supremo de solu¢des da equacdo da curvatura média prescrita. Faremos uso de no¢des
bésicas de espacos de Sobolev, para as quais referimos ao capitulo 7 de [3].

Por toda esta segdo assumimos que % (x,z) é de classe C!(Q x R) e que J# é
crescente em Z.

Note primeiramente que se u € solugao de (4.2), usando integracio por partes vemos

paran € C}(Q) temos:

‘ /Q A (x, 1) dx

| (e oo
Q \/ 1+ |Dul?
/&DM‘
Q \/1+ |Dul?
:/ (Du, D) g/medx
\/1+]Du|2 Q

Mostraremos a seguir que com uma modificaciao nesta condi¢do, obtemos uma condig¢ao sufici-

ente para assegurar a estimativa do supremo.

Especificamente, assumimos que existe & > 0 tal que

/Q A(x,0)n dx

Para toda 1 € C!(Q). Naturalmente a condigio se estende para n € WOl 2(Q).

§(1—so>/Q|Dn|dx @.11)

Lema 4.4.1 (Iteracdo de Stampacchia). Se ¢ : [0,00) — [0, 00) é uma funcdo decrescente e existem

constantes Yy > 1, p > 1 e Cy > 0 tais que

\lh—k[P@(h) < Co(@(k))" Vh>k>ko (4.12)

rY
entdo @(ko+d) =0, onde d? = Cy- 27~ 1 (¢ (ko)) ™!
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Demonstragcdo. Definimos k, = ko +d — %, parar=0,1,2,.... A sequéncia k, é crescente em
rek, — kyg+d. De (4.12) temos

d d |?

> "ol @(kri1) < Co (k)"

ou
2(r+1)p

@(kr1) < Co < T ) (o(k:))"

Afirmamos que

(k) < (ko) - 2™, ondeu:%<0. (4.13)

Provamos a afirmacao por indugdo. O caso r = 0 € trivial, assumindo (4.13) para r verifiquemos

ocasor—+1:

2(r+1)p
¢(kri1) < Co ) (o(kr))”

2(r+1)p
< Co (9(ko))”- 277

dar

2(r+1)p ¥ 1”[_7'}”}/
=Co | = | (otko))" 2

—prY

Da definicao de d temos =271 , 0 que nos da:

Co (9(ko))" !
ar

—rY Py
Qkeyr) <277 1200 0P 21 =V g (k)

Calculando e expoente de 2 temos:

~

Tp= (D p=pr )

(r-l—l)p—py =(r+1—-(r+1)

|
p—
=

completando a indugdo.

Agora fazendo r — o em (4.13), como u < 0 segue:
¢(ko+d) < lim (k) <0

Portanto ¢ (ko +d) = 0, como queriamos. O
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Para uso na demonstracdo da seguinte proposicdo, lembramos a desigualdade de

Sobolev:

SeuEWOl’p(Q) com 1 < p < n vale:
n—p {
np —

np
L= ) <cop ([ ipar)?

Proposicio 4.4.2. Se 7 (x,z) é de classe C' (Q x R), S ¢ crescente em 7 e a condi¢do (4.11) é

satisfeita, qualquer solucdo u de (4.2) satisfaz uma estimativa da forma:
sup[u| < sup |@|+C(n, &, |<Q|)
Q Q
Demonstragdo. Definimos:
up = max{u —k,0} parak > ko:=sup|Q|.
Q

Entdo u |50=0 e ur € CO(Q) = W'=(Q) c W'2(Q). A fungio u; s6 pode assumir valores
nao nulos no conjunto:

A(k) = {x € Q| u(x) > k}

Claramente |A (k)| é decrescente em k. Pretendemos aplicar a itera¢do de Stampacchia a fungio

A K)|.

Como uy € WOI’Z(Q) podemos usar integragdo por partes para obter:

Diu
%x,uudx:—/—lD-u dx
/g () o \/1+Duf "

Se uy(x) > 0 temos Djuy(x) = D;u(x) de modo que podemos estimar

|Duk|2 /
—————dx=— FC(x,u)uydx
/A(k) 1+ |Dul? A(k) (e,

< —/ A (x,0)uy dx
A(k)

E de (4.11) obtemos:

[Duy|?
—————dx < 1—8()/ Duy | dx
/Q\/l—f—|Duk|2 ( ) A(k)’ t



Isto implica:

/ |Duk|dx§/ \/ 1+ |Duy|?dx
A(k)

1 + |Duy |
_/ + |Duy| B L
1+|Duk|2
| Duy |

— [ [ P
/A(k) 1+ |Dug|? A(k) /1 + |Duy|?

<A+ (1—e0) [ 1Dwlax

dx
que nos da
1
/ Dug|dx < —|A(K)| Vk > ko
A(k) &

Da desigualdade de Sobolev segue:

n—1

LhwinTax] © < )

&
Combinando com a desigualdade de Holder obtemos:
. n—1 1
n Z
/ |ug| dx < / | —1 dx (/ I”dx)n
A(K) Q A(k)

C 1 :

+_

< S

€

Agora observamos que para h > k > kg temos:

/ |uk|dx:/ ukde/ ukdx:/ (u—k)dx
A(k) A(k) A(h) A(h)
> [ (ke = h—KA(h)
A(h)

Que combinado com a estimativa anterior nos da:

[h—kl|A(R)| <

De modo que a condi¢do (4.12) do lema 4.4.1 é satisfeita. Este lema entao nos da:

1
< C(n)ey '@

1
n

|A(ko+d)| =0, onde d = C(n)e; ' |A(ko)]

64
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Como u é continua, segue que A(ky+d) = @ e temos entdo:

1
supu < ko +d < sup|o| +C~‘(n)80_1]Q|Z
Q Q

Agora para estimar infq u basta aplicar a estimativa ja provada a v := —u. Note que v satisfaz

My = —H(x,—v) =: S (x,v) e temos ;%Z(x,v) > 0. N
z

Observe que quando aplicada a (4.9) a estimativa acima € claramente independente

de o.

4.5 Estimativa interior do gradiente

Nesta secdo mostraremos que a norma do gradiente de solu¢des da equacao da
curvatura média prescrita pode ser controlada por sua norma restrita a fronteira. Isto €, vale
uma espécie de principio do méximo para o gradiente. Nesta secdo faremos uso dos conceitos e
notacgdes introduzidos na se¢do 2.3.

) - . " oA

Seja u uma solugdo de .Zu = .7 (x,u) em um dominio Q C R”, com e > 0.

z
Se M = {(x,u(x)) : x € Q} é o grifico de u, considere em M a normal apontando para cima

N : M — R"! dada por N(x,u(x)) = %

A fungdo W : M — R dada por W (x,u(x)) = \/1+ |Du(x)|? é particularmente apro-

priada para realizar cdlculos em M pois ela se relaciona com o campo normal por
~1

onde estamos denotando por ey, ...,e,+1 a base candnica de R™H,

Uma primeira tentativa de obter a estimativa que procuramos € tentar mostrar que
AMW >0, onde AM é o operador de Laplace-Beltrami. Como este operador § eliptico, o principio
do méximo aplicado a W nos daria a estimativa procurada.

Fixado p = (x,u(x)) € M, tomamos um sistema de coordenadas normais em p (ver
lema 2.3.2), de modo que sendo vy, ..., v, o referencial local associado a parametriza¢do temos
gij(p) = (vi(p),vj(p)) = 6;j e Vy,vj(p) = 0. Nos célculos a seguir deixamos subentendido que

todas as funcdes sao aplicadas em p. Temos

AMW = Vi V,W =V, V, <Naen+l>_l

= VVi(_<N7en+1>_2<DViN7 en+1>) = VVi(_W2<DViN7 en+1>)
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lembrando da segunda forma fundamental temos h;; = —(D,,N,v;), como a base {v;(p)}?_, é
ortonormal, temos em p que D, N = —h;;v;, substituindo acima:
AW =V, (WPhij(vj,ens1))
= 2WV, W hij(vi,eni1) + WVl (viens1) + W2hij(Dyvj enit)
lembramos que 4, (v;,ent1) = W_ZVVI.W, de (2.16) temos em p que D,,v; = h;;N, ademais
notamos que:
Vy.hij = Dyhji = —Dy,(Dy,N,v;)

= —(Dy,Dy;N,vi) — (Dy,N,Dy,v;)

= (Dy;N,Dy,vi) +(N,Dy,Dy,v;) = Dy (N,Dy,v;)

= Vy;hii=Vy;H
onde H : M — R € a funcdo curvatura média calculada com relagdo a N. Substituindo na

expressio de AMW temos:
AW =20V, WV, W +WA(VMH e,y 1) +W2hijhi(N,e,1)
Denotaremos |11|? = h;jh; = tr(hij)(hi;), de modo que temos
AMW = 2w Y\WVMW 2+ WI)? +W?(VMH e, ) (4.14)

Para lidar com (VMH e, 1), tomamos H a extensio de H que é constante na dire¢io e, 1, temos
de (2.18) que
VMH =Tz 4 (DH) = DH — (DH,N)N

portanto
<VMHven+1> = <Dl:lven+l> _<DI:I7N><N7en+1> = _W71<DI:17N>
=0
n -
=W~*Y DHDiu
i=1
_ _ o JH
Agora notamos que H(x,z) = 5 (x,u(x)), de modo que D;H = o + a—Diu e segue
Xi Z
R Oy 4
2 oM — , 2
WA(V"H e, 1) _i;a—xip,wa—zwu] (4.15)

H ) )
Olhando para (4.14), vemos que o termo ). ; ——D;u € o tinico empecilho para

8x,-

que possamos concluir que A¥YW > 0. Esta abordagem ndo leva diretamente ao que querfamos.
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Vale mencionar, entretanto, que no caso particular em que .72 depende apenas da

altura 77 (x,z) = J(z) temos:
x
AW = 2w VMW 2 LW + 8—|Du]2 >0
Z

Portanto neste caso particular podemos aplicar o principio do maximo em M para obter sup,, W <

supyy W e portanto:

sup |[Du| < sup/1+ |Du|?* < supy/1+ |Dul?
Q Q 2Q

Na proposi¢do seguinte vemos como o argumento acima pode ser modificado para

acomodar o caso geral.

Proposic¢io 4.5.1. Seja Q C R" um dominio limitado, u € C3(Q)NC'(Q) e 7 (x,7) € C'(Q x R)
9

tais que Mu = 7€ (x,u) em Q e 5
z
SUpQ [y, |DxH| < K e supyq |Du| < L, existe C = C(n,J,K,L) tal que:

> 0. Se J,K e L sdo constantes tais que supg |u| < J,

sup |Du| <C
Q

Demonstragdo. Considere [ : M — R a fungio altura, isto é [(p) = (p,e,+1), entdo claramente
temos [(x,u(x)) = u(x).

A i1déia da demonstracao € aplicar o principio do méximo a funcdo f : M — R dada
por f = ¢*W, onde a constante A serd escolhida posteriormente.

Como antes, fixamos p = (x,u(x)) € M e tomamos um sistema de coordenadas
normais em p cujo referencial local associado € vq,...,v,. Deixamos subentendido que nos

célculos seguintes todas as fungdes sdo aplicadas em p. Temos
M=V, V,(MW) =V, AWV, I+ MV, W)
= A(VMF VMDY LA FAMT 4+ LMV IV, W+ M AMW
Observamos que Ae*V, IV, W = A (VM £ VM[) — A2Wer |[VM]|? e lembrando (4.14) obtemos
AMF =22 (VM £ VM) 4 AMWAM T — 2wt VM2 2w M VYW
+ MW + MW VY H e, )
Note que
W LM VMW 2 = 2w (VM £ VMW — 226 (VM VMW

—2W (VM VMW — 22 (VM1 VM £) 4 22 MW VM2
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Entao obtemos

AMf —ow =1 (VM £ VMW 4 A2 MW VM2 4 LM waM]

(4.16)
+ MW+ MWAHVYH e, 1)
Agorade V,,[ = (vj,e,11), temos VM = (vi,enp1)vi = 7,pm(€n+1), portanto
2
IVMI1? = [Tz p(ensr)|” = 1— (N, ens1)?
=1-w?
e
AMl - VV[VV,'Z - Vv,-<vi7en+l> - <Dvivi>en+l> - hii<N7€n+1>
—HW™!
Substituindo em (4.16) temos:
1
AMf =ow—L(VMf VMW 4 A% f (1 - W) +1eMH
+ MW + MWAHVMH e, )
De (4.15) temos
& 8%
W2(VMH e, 1) Z > —K|Du| > —KW
i=1
O que implica
1
AMf>ow =L vMr MWy 4227 (1 ( Wz) +7LiH+f|II|2 Kf (4.17)

A quantidade |I1|?> = h; jhji ndo muda se usarmos outra base ortonormal tem 7,M,
de modo que considerando a base das dire¢des principais vemos que |17 |2 " K 2 onde os K;

sdo as curvaturas principais de M em p. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos
|H|:|<(K17"'7Kn)7(17 )>|<(K1+ +K)1/2 1/2
Que equivale a

1
11> > -H?
n

Agora da desigualdade das médias temos:

A% 1
fiH < f(ZWz Hz)
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Usando estas desigualdades em (4.17) obtemos:

ni?

| Q) 2
W—fﬁﬂ + fHI|" =K f

AM > ow =LV VMW 122 f (1 —%> —f

>0

2
> oW VM F VWY + A2 F <w) —Kf

4W?
5 W2—4—-n _ 1 3
Se o ponto p for tal que W= > n+ 4 teremos W2 > 1 escolhendo entdo A = /4K +4

temos:

A g >ow LM VMW + f

Desta expressdo vemos que p nio pode ser ponto de maximo local para f, pois caso contrario
terfamos AY f < 0 (devido a (2.19)), (VM £, VMW) = 0 e f é sempre positiva, o que contradiz a
desigualdade acima.

Vemos que para todo p € M temos que W?(p) < n+4 ou p nio é ponto de maximo

local para f. Se denotamos dM = {(x,u(x) : x € dQ} temos entdo

sup f < max{sup f,v/n+4e/ VKT < VKT max {sup\/ 1 + |Du|?,Vn+4}
M oM 2Q

Temos finalmente:

sup |Du| < supy/1+|Dul? = supW < ¢/ V¥, Fgup f
o) Q M M
< PV max{supy/ 1+ |Dul?,vn+4}
a2Q
< MV max {14+ 12,v/n+ 4}

4.6 Estimativa de fronteira do gradiente

Nesta se¢io assumimos que Q é um dominio limitado com dQ de classe C? e
¢ € C?(0Q). Denotaremos N o campo normal interior em dQ e d a funcio d(x) = dist(x, Q).
Definimos I'y, := {x € Q:d(x) < u} onde u > 0 é uma constante pequena o suficiente para que
a fungio d seja de classe C* em ﬁ (ver se¢do 2.2).

Nosso objetivo é estimatar sup,q |Du| onde u € solucdo de (4.2).

Podemos estimar as derivadas de u em dire¢Ges tangentes a d€ usando as derivadas

de @ nas mesmas dire¢des. De fato, se xo € dQ e v € TxOé?Q € um vetor tangente, tomando
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y:(—€,€) — dQ uma curva com ¥(0) = xp e ¥(0) = v, temos:

Dyu(xo) = (uo7y)'(0) = (¢ 07)'(0) = Dy (xo)

Resta entdo estimar a derivada de u em dire¢Ges normais a dQ. Faremos isto
construindo barreiras superiores e inferiores, isto é, construiremos as fungdes 8,8~ € C? (ﬁ),
onde n < U e temos:

1. 0 (x) <u(x) < 6" (x) parax € I'y.
2. 5 (y) = 64 (y) = p(y) paray € 9Q.

Assumindo a existencia destas fun¢des temos para xg € dQ:

61 (xo+1N(xp)) —u(xo+1N(xp))

0 < lim
t—0+ t
_ i 8 o +N(x0)) — 87 (xo) + u(xo) — u(xo +N(x0))
t—0* t

= Dy (x)8 " (x0) — Dpy(xy)(x0)

0> lim 5(x0+tN(x0))t—M(xo +1N(x0))
t—0F
_ iy O (02N (x0)) — 67 (x0) + u(xo) — ufxo +1N(x0))
=07 ¢

= Di(xy)0~ (*0) — D(xy)u(x0)
De modo que:

Diy(xy)8~ (%0) < Diy(xy)(x0) < Diy(x) 8™ (%0)

e entao

[Du(xo)|* < [V?*@(x0) > + max{|Dy(xy) 8~ (x0) | Div(sy) 8 (x0) I}

concluimos que

sup|Du| < [sup|VI2e|? +max{sup|D3~|?,sup|DST|?} (4.18)
2Q Q. Ty Ty

Para que possamos construir estas barreiras, entretanto, € necessaria alguma hipétese
adicional relacionando a fungéo prescritora .7 e a geometria da fronteira d€. De fato, considere

o problema:
AMu=n, emB;(0)
u=0, emdB(0)
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Claramente a fungdo u(x) = — \/1—7|x]2 tem como grafico o hemisfério inferior da esfera unitaria
em R"*! e é portanto soluciio. Mas apesar de termos u € C*(B;(0)), u ndo tem derivada limitada
em dB;(0).

Em geral para que possamos limitar sup,q |[Du| é necessdria uma hipdtese que
impeca que o grifico de u seja tangente ao cilindro dQ x R.

A condicdo que assumiremos é:
Hyq(y) > |72 (y,u(y))| paratodoy € dQ (4.19)

Onde H; g é a fungdo curvatura média de dQ com relag@o a normal interior N. Como

dQ é compacto temos

yig;z(ﬂag(y) — |7 (y,u(y))]) >0

Proposicio 4.6.1. Sejam Q C R" um dominio limitado com dQ de classe C?, ¢ € C*(9Q),

— o _
H(x,7) € C'(Q x R) tal que 3 > 0 e a condicdo (4.19) é satisfeita. Se u € C*(Q)NC'(Q)
Z

é solucdo de
Mu= I (x,u), emQ
u=aq, em dQ

e M, K, P e & sdo constantes positivas tais que supg [u| < M, supg, [y ) |Dx?| < K,

Plc2(00) < P e & < infyeyo(Hoo(y) — (v, u(y))]), entdo existe C = C(Q,M,K,P,&) tal
que:

sup |Du| <C
2Q

Demonstracdo. Primeiramente observamos que podemos tomar ¢ uma extensio de ¢ para Q
com [@|c2(q) < C(Q)|@[2(90) < C(Q)P =: P. Podemos ainda assumir que a extensdo ¢ é tal
que @(y) = @(yo) parayg € dQ ey € I’y tais que [y —yo| = d(y,dQ). De fato, se f: R — R €
uma fung@o cutoff de [—p /2, 1 /2] com suporte em (—u, 1t), para yg € dQ qualquer podemos
definir @(yo + 2N (o)) := @(v0)f (2)-

Por conveniéncia, no que segue omitiremos o ~ € usaremos a mesma notacao para ¢
€ sua extensao.

Como mencionamos anteriormente, a estimativa de sup,q |Du| é lograda pela cons-

trugdo das barreiras 6% : I'y — R. Partimos do Ansatz 6= = ¢+ y(d), onde d: Ty, >R éa



72

fung¢do distancia para dQ e ¥ : R — R é uma fungdo com y(0) = 0 a ser escolhida posteriormente.
Note que com este Ansatz ja temos 8~ (y) = 67 (y) = @(y) paray € dQ.

Focamos primeiramente na construgdo de 8. Queremos uma  para a qual 6 (x) >
u(x) para todo x € I'y para algum 1 < u. Devido ao principio da comparacdo (teorema 4.1.1) é
suficiente que tenhamos .#Z6" < #(-,67) emI'y e 67 > M em 0I'y N Q. Podemos escrever

M =a’(DST)D;;6T, onde
ij 1 piDj
PR T S
VI+pPE Y 1+ pl?
Temos

Dj5+ :DJ'QD—f— \[//Djd e Dij5+ :Dij(P+ W”DidDjd—‘rl[//Di]’d

Como |Dd|? = 1 (lema 2.2.5) derivando segue D;;dD;d = 0 e obtemos

. 1 (Di¢+v'Did) (Do +y'Did)
J(D8F)D;jd = ——oAd — ! L2D;jd
@’(DoT)D;; 1+ D57 (1+1D&*[2)3/2 !
1 Di(ij(p

D;;d

= Ad— ;
V1+[Do*? (1+|D&+|2)3/2 7Y

AgoraseycI'yey)€dQétalqued(y) =

., Ku—1 as curvaturas

principais de dQ em yy, temos do lema 2.2.6 que

i —d Z K; (1 + Kid (v ) Z K; = —Hyo ()

Onde usamos max{|x;| < %L} (ver a observacdo 2.2.2). Ademais temos:

a’(D&T)D;jp < S — ij— DidD;57 |Dijp| < ;|D2<P|
V1+|D8+|? 1+ |D&+2| Y V1+ D82
Portanto em y temos a estimativa:
M < D]+ Iy DD Hya(v0)
1+ D52 7\ /1+|D& T2
y'DipD ;¢

— D;;d
(1 + |D5+|2)3/2 J

Tomamos daqui em diante y(d) = %log(l + kd) onde k, v sdo constantes positivas

a serem escolhidas posteriormente. Temos

/ k , - k2 1
‘l’(d):m e y'( )——Vm
1

Observamos y” < 0 e de (4.3) temos a'/D;dD ;d > (1+ D5+ )32
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Se assumimos d(y) < u /2, usando a observagio 2.2.2 temos

1
% = % =: C}, portanto teremos D;;d(y) < Ci e obtemos a estimativa:
st <1 |_ﬁ 1 |
~ 1+ |D&t|? P17 (1+kd)? (14 |D8+[)3/2 w0
k ! Il '

— H +C D;id
v(1+kd) \/T+ D12 2000) +Ci (1+ DS+ 2327 V(1 + kd)
Pretendemos escolher k, v e 1 tais que o segundo termo apds a desigualdade com-

pense o primeiro e quarto termos, de modo que a soma destes trés termos seja < 0.

Para compensar o dltimo termo com metade do segundo termo precisamos que

k
> 2 421
1—|—kd = ClH(pHCI ( )

Note que para d < 1) temos:

k 1 1
= >
I+kd  1/k+d = 1/k+n

Que tende a infinito se k — o0 e 7 — 0. Vemos que existem k; = k{(P) e 1 = 11 (P) tais que
(4.21) € satisfeita se

k>k edﬁm

Para lidar com o primeiro termo em (4.20) observamos primeiramente que:
2

14+|DSTR<14+2Dor +2(w)2 <1+2|o|? +2———
+| | <1+ | (P‘ + (Vf/) < 1+ H(pHC1+ v2(1+kd)2

Portanto para compensar o primeiro termo ap6s a desigualdade em (4.20) com metade do segundo
termo € suficiente que tenhamos:
2 k2

- > 2 e .
(i +kd) = 0|2 (1+2] 0|12 +2v2(1+kd)2) (4.22)

que equivale a

K (V — 4ol

>142|lo|?
15k 2v21|<p|\cz)— 2ol

Observanmos que para d < 7 temos

K2 1 1

(1+kd)?  (1/k+d)? - (1/k+n)?
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Que tende a infinito se k — o e N1 — 0. Deste modo se fixamos
v =28P> 4| ¢l

vemos que existem ky = ky(P) e 1o = 1mp(P) tais que (4.22) € satisfeita se
k>kyed<mn

Agora observamos que para z € dQ qualquer temos Hyq(z) > — 7 (z,u(z)) + & de
modo que

—Hy(z) < H#(z,u(z)) — & (4.23)

Das estimativas acima se k > max{k;,k»} e d < min{ny,m, 1t /2} temos:

st <——* !

Mostraremos que o fator na frente de Hyq(yo) se torna arbitrariamente préximo de 1 se k for

(4.24)

grande e d pequeno. Lembre que temos:
1+ [DS*? = 1+ |Do[* + (') + 2y (D¢, Dd)

=1+ Do+ D@, Dd)

2
- -
(v(l-i—kd)) MR
o que implica

2 2
(—V(lzk‘”) (1+|1)5+12):1+2V(17%<D<p,1)d>+<M) (1+|DgP)

E notamos que se d < 1 temos:

0< —V(lzkd) <v (%1”1)
E esta tltima expressao tende a zero quando k — o e 1 — 0. O que mostra que o coeficiente de
Hjyq(yo) tende a 1 nas mesmas condi¢des

Isto implica que existem k3 e 13 dependendo de ||@||.1, supyq Hyq € € tais que
k > kz e d < n3 implica

& 3
MET < —Hyo (o) + ZO < A (y0,9(y0)) — Tso

Lembrando que supg, [—M M) |D,.72| < K, vemos que existe N4 < 1 /2, dependendo de K tal que
[y —yo| = d(y) < n4 implica

3

H (30,9(00)) = = < A (3,9(0)) < H (5,87 ()
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. : oA _
onde a tdltima desigualdade se deve a termos o >0edt(y) > o(y) = 0(yp), esta tltima
b4
igualdade € devida a nossa escolha de extensdo para ¢ no inicio da demonstragao.

Fixemos entdo 1 = min{n,M2,M3,M4}. Se y € dI' NQ temos d(y) = N e portanto
8 (3) = @) + - log(1 + k1)
Vemos que existe k4 tal que k > k4 implica
87(y) >M,Vyedl'yNQ
Portanto se tomamos v = 8P, k = max{ky, ks, k3,k4} € 7 = min{ny,M2,M3,M4}, a funcdo

5°(3) = 0+ log(1 +Kd(y)

€ uma barreira superior para u em I'y;. Observe que v,k e 11 dependem de Q e das quantidades
M,K,Peeg.

Para obter a barreira inferior 8~ podemos argumentar de forma anéloga.

Alternativamente, podemos substituir u por —u, ¢ por —@ e 7 (x,z) por — (x,—2z)
e usar 0 argumento acima para obter a barreira superior 5t para —u, entdo 6 = —&7 serd
barreira inferior para u.

Como as barreiras dependem de Q e das constantes M, K, P e &), usando a expressao

(4.18) obtemos estimativa para sup,q |Du| dependendo destas mesmas quantidades. ]

4.7 Existéncia de graficos com curvatura média prescrita

Coletando os resultados das seg¢Oes anteriores estamos prontos para enunciar o

seguinte resultado de existéncia e unicidade

Teorema 4.7.1. Seja Q C R" um dominio limitado com 9 de classe C*% e sejam A €

_ d
C1*(Q x R) satisfazendo a—% >0e @ cC>%IQ). Suponha que existe um &y tal que
Z

/Qy“f(x,O)n dx

<(1—e) [ [Dnldx

paratodan € CH(Q), e
Hyo(x) > 2 (x,u(x)) Vx € dQ.

Entdo o problema de Dirichlet
Mu= I (x,u), emQ
u=aQ, em dQ
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Tem solugdo tinica u € C>%(Q).

Demonstragdo. Devido ao coroldrio 4.3.2, basta mostrar que solugdes em C>%(Q) de

Mu=0(x,u), emQ
u=0o0o, em dQ

(4.25)

admitem estimativa a priori C'/# (Q) independente de & € [0, 1].
A proposicio 4.4.2 prové estimativa C°(Q).

Para obter estimativa C! note que se u € C>%(Q) é solugio de (4.25) entio u é solu-

) — I ’ 1 pip;
¢do do problema linear @ D;ju = f, onde @V = a"/ (Du) coma" (p) = ——— (5- P — —)
i ( ) ( ) 1+|p’2 tj l+’p|2

e f=(-,u). Temos entio @/ € C"*(Q) e f € CH*(Q). Do teorema 3.5.9 segue que
u € C3%(Q). Portanto usando as proposi¢des 4.5.1 e 4.6.1 obtemos estimativa C! (Q).
Munidos de estimativa C! o teorema 4.3.3 prové estimativa C LB (Q), o que completa

a demonstragao. [
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho vimos como estimativas a priori permitem mostrar existéncia de
solugdes cldssicas para EDPs elipticas lineares e quasi-lineares.

No caso linear demonstramos a estimativa de Schauder para EDPs elipticas com com
coeficientes Holder continuos. Aqui usamos o método de Leon Simon [13] que usa um argumento
de scaling para obter uma versao do resultado para equagdes com coeficientes constantes, em
seguida vendo uma equagio com coeficientes gerais como uma perturbacdo de uma equagao
a coeficientes constantes obtemos, apds um argumento de cobertura, a estimativa de Schauder
. Estabelecida a estimativa de Schauder, vimos que ela pode ser aplicada, via o método da
continuidade, para obter resultados de existencia de solu¢des para o problema de Dirichlet linear.

No caso quasi-linear vimos que o principio da comparagdo pode ser usado como
substituto para o principio do maximo. Apds uma digressdo topoldgica para demonstrar o
teorema de ponto fixo de Leray-Schauder, vimos que a questdo de existencia de solucdes pode
ser reduzida ao estabelecimente de estimativas a priori para solu¢des de uma familia relacionada
de equacdes.

Estabelecidos estes resultados gerais, os aplicamos no caso de interesse da equacao
da curvatura média prescrita para graficos. Obtivemos estimativa a priori do supremo de solucdes
usando a iteragdo de Stampacchia. Em seguida vimos que fazendo célculos sobre o gréfico de
uma soluc¢ao podemos obter um principio do maximo para o gradiente. Para estimar o gradiente
de solu¢des na fronteira construimos barreiras superiores e inferiores que nos permitiram estimar
a componente normal do gradiente. Coletando as estimativas obtemos o resultado de existéncia

procurado.
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