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"Nao importa. Tente novamente. Erre nova-
mente. Erre melhor."

(Samuel Beckett)



RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos uma introducao a entropia métrica de Kolmogorov-Sinai,
que é um invariante de transformacgoes que preservam uma probabilidade. Também discu-
tiremos os Expoentes de Lyapunov como uma ferramenta para descrever o comportamento
assintotico de uma transformacgao. O principal resultado desse trabalho é a Desigualdade
de Ruelle, que estabelece uma relagao entre os dois conceitos acima, em uma variedade
Riemanniana compacta, através de uma desigualdade. Por fim, destacamos a importancia
da compacidade nesse contexto, mostrando um exemplo devido a Riquelme em que a

desigualdade nao é satisfeita.

Palavras-chave: entropia; expoentes de Lyapunov; desigualdade de Ruelle.



ABSTRACT

In this work, we will present an introduction to the Kolmogorov-Sinai metric entropy,
which is an invariant of transformations that preserve a probability. We will also discuss
the Lyapunov Exponents as a tool to describe the asymptotic behavior of a transformation.
The main result of this work is the Ruelle Inequality, which establishes a relationship
between the two concepts above, on a compact Riemannian manifold, through an inequality.
Finally, we highlight the importance of compactness in this context, showing an example

due to Riquelme where the inequality is not satisfied.

Keywords: entropy; Lyapunov exponents; Ruelle inequality.
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1 INTRODUCAO

A desigualdade de Ruelle, ou desigualdade de Margulis-Ruelle, é um resultado
que relaciona dois importantes conceitos da Teoria Ergodica para sistemas diferenciaveis.
Esses conceitos sao a entropia métrica, definida por Andrei Kolmogorov e Yakov Sinai, e os
expoentes de Lyapunov, introduzidos por Aleksandr M. Lyapunov. Ambos sao amplamente
estudados na area de sistemas dinamicos.

No segundo capitulo, iremos introduzir a definicdo de entropia métrica de uma
particao finita ou enumeravel. As ideias aqui sdo motivadas pela teoria da informacao.
Ao longo do capitulo, iremos definir a entropia de um sistema dindmico mensuravel com
base na definicdo de uma particdo. Também serdo estudadas algumas propriedades dessas
particoes. Apresentaremos, ainda, maneiras de calcular a entropia de alguns sistemas
dindmicos, bem como provar o Teorema de Kolmogorov-Sinai, o que motiva a definicao de
particao geradora. Por fim, enunciaremos o Teorema de Brin-Katok, uma outra alternativa
para o calculo da entropia.

No terceiro capitulo, iremos definir o que seria um cociclo linear. A partir dai,
faremos alguns exemplos, sendo o mais relevante para este trabalho o cociclo derivada.
Apresentaremos também o Teorema Subaditivo de Kingman, com o qual serd possivel
provar o Teorema Ergodico de Birkhoff. Vamos enunciar o Teorema de Oseledets, o que nos
permitird dar a definicdo de expoente de Lyapunov. Por fim, faremos uma demonstracao
detalhada do Teorema de Oseledets para o caso de dimensao dois. A prova segue de perto
a de [11].

No quarto capitulo, faremos uma prova da desigualdade de Ruelle para dife-
omorfismos de classe C! em uma variedade Riemanniana compacta, que seré realizada
através de uma série de lemas. Um desses lemas envolve a construcao de uma particao
que ¢é essencial ao longo da prova. A compacidade da variedade é de extrema importancia
para a finitude dos elementos da particao. Faremos primeiro o caso em que o sistema é
ergodico e, depois, usaremos a decomposicao ergodica para tratar o caso de medidas de
probabilidade invariantes em geral.

No quinto capitulo, veremos que a compacidade da variedade na desigualdade
de Ruelle nao pode ser removida. Neste capitulo, serd construida uma variedade nao
compacta, a partir de uma transformacado de intercambio de intervalos com entropia

positiva, usando uma construc¢ao do tipo fluxo de suspensao. Apods isso, sera definido o



10

fluxo de suspensao, o que permitira a definicao do difeomorfismo procurado e da medida
de probabilidade invariante, para a qual havera entropia métrica positiva e expoentes de
Lyapunov zero, caracterizando um contraexemplo da desigualdade de Ruelle em variedades

nao compactas.
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2 INTRODUCAO A TEORIA DA ENTROPIA METRICA

A questao se dois sistemas de Bernoulli sdo ergodicamente equivalentes era
um grande problema nas décadas iniciais do desenvolvimento formal da teoria ergddica.
Esse problema foi respondido negativamente por Kolmogorov e Sinai, que introduziu para
este propésito um novo invariante: a entropia métrica. Mais tarde, Ornstein provou que
este invariante é completo dentro da classe dos sistemas de Bernoulli: dois sistemas de
Bernoulli sdo ergodicamente equivalentes se e somente se suas entropias métricas forem
iguais.

Para motivar a definicdo de entropia métrica dada por Kolmogorov-Sinai,
vamos considerar a situacao basica da Teoria da Informacao. Consideremos um canal
de comunicacao que transmite, sucessivamente, certos simbolos. Esse canal pode ser
um télegrafo transmitindo pontos e tragos, segundo o cdédigo Morse, uma fibra otica,
transmitindo zeros e uns, segundo o cédigo binario ASCII, ou qualquer outro sistema
de transmissao sequencial de informacao. O objetivo é medir a entropia do canal, ou
seja, a quantidade de informagao transmitida, em média, a cada unidade de tempo. A
seguir daremos algumas defini¢oes e resultados sobre a entropia métrica, que podem ser

encontrados nas referéncias [7, 10, 12].

2.1 Entropia de uma particao

Seja (M,F,u) um espaco de probabilidade. Entendemos por particio de M
uma familia enumerdvel (finita ou infinita) A= {A € F} tal que u(ANB) =0 para todos
A, B € A distintos e u(Uge4A) = 1. Dadas duas partiges A e B dizemos que A = B mod 0
se para cada A € A com medida positiva podemos encontrar um elemento B € B com
medida postiva tal que u(AAB) =0.

Denotamos por A(x) o elemento da particao A que contém um dado ponto z.

Dadas duas particoes A e B de M, a soma das particoes A e B é a particao
AVB={ANB:Ac Ae Be B}. (2.1)

A cada particdo A de M associamos a respectiva funcao informagdao

Ig: M — R, I4(x)=—logu(A(x)). (2.2)
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Temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.1 (Entropia da particdo) A entopia de uma particio A é dada por

H(A) = [ Ladp= Y —p(A)logu(4). (2.3)
AcA
Como é usual na teoria, fagamos a seguinte convec¢ao: 0log0=0. Note que se ¢ : (0,00) = R

é dada por ¢(x) = —zlogx, entdo derivando duas vezes tem-se ¢’ < 0. Portanto, ¢ é

concova, e dai pela Desigualdade de Jensen temos
tl@(X1)+"'+tn90($n) < @(tlxl+"‘+tn$n) (24)

para todos x1,...,x, >0 e ty,...,t, >0 com t;+---+t, =1. A igualdade ocorre se e

somente se r1 =+ = Tp.

Dizemos também que duas particoes A e B sdo independentes se (AN B) =
p(A)u(B) para todos A € A, B € B. Nesse caso, [q4yp =14+ I, donde H,(AV B) =
H,(A)+ H,(B). Em geral, para parti¢des quaisquer, essa igualdade é uma desigualdade,

como serd visto mais abaixo.

Exemplo 2.1.2 Cansidere M = [0,1] munido com a c—de Borel e considere a medida de

1
Lebesque. Para cada natural n > 1 considere a particio A" em subintervalos (7/2n, ;n} ,
ondei=1,...,2". Entdo

277,
1
H,(A") = Z—z—nlog2_n =nlog2.
i=1

Exemplo 2.1.3 Seja M = {0,...,d— 13N munido com a medida produto p = vN

, onde
v é um vetor de probabilidade em {0,...,d—1}. Denotemos p; = v({i}) para cada i €
{0,...d—1}. Para cada n > 1, seja A" a particio de M em cilindros [0;aq,...,ay] de

comprimento n. que comecam na posicao 0. Mas antes, note que

d—1
Hy(A) = > u(A)logu(A) =3 —pilogp;.
AcA i=0
Agora, a entropia de A" é
Hy(A") = > —PayPan108(Pay -+ Pay)

al,...,an

n
= Z Z _pal"'paj"'panlogpaj

j=10a1,s0n

- ZZ _paJ logpa] Z pal b 'paj—lpaj—Fl .. .pan
J o4 a;,ij
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Uma vez que 3 g, i+jPay “**Da;_1Pajyy " Pan, =1 para cada v, seque que

n d—1 n d—1 d—1
Hy(A") =" > —pajlogpe; = D > —pilogpi = —n_ pilogp; = nH,(A).
j=1a;=0 j=1i=0 i=0

Proposicao 2.1.4 Toda particio finita tem entropia finita. De fato, H,(A) <log#A e

vale a igualdade se e somente se p(A) = ﬁ para todo A € A.

Demonstracdo: Seja A = {41, As,..,4,} e considere os nimeros t; = = e z; = pu(4;).
Usando a desigualdade (2.4):
1

A) = Z:zn:ltlgp(xz) < (étm) = () = logn‘

n n

n

Portanto, H,(A) <logn. Ademais, vale a igualdade se, e somente se, j1(A;) = % para todo

1=1,...,n.

Ao longo desse trabalho, considera-se apenas partigoes com entropia finita.

Defini¢ao 2.1.5 (Entropia condicional) Sejam A e B parti¢oes. A entropia condicio-

nal de A com relacao a B € definida por

(AmB)

Hy(AIB)=>_ Y —uAnB) log D)

AeABeB

(2.5)

Intuitivamente, a equacao (2.5) mede a informagao dada pela particdo A uma
vez que se conhece a informacao da particao B. Veja que H,(A|M) = H,(A) para toda
particao A, onde M = {M}. Além disso, quando as partigoes A e B sao independentes,
tem-se H,(A|B) = H,(A). De fato,

pAN A)u(B
H(AIB) = 32 5 —p(ANB)log <M ) - % > log%
= > —u(A)logu(A) Y u(B)= Y —u(A)logu(A) = H,(A).
AeA BeB AcA

Defini¢ao 2.1.6 (Refinamento de Partigoes) Sejam A e B particoes,dizemos que a
particio A € menos fina que a particio B, e escreve-se A < B, se para todo B € B tem-se

B C A, para algum A € A, a menos de medida nula.

Note que, a soma AV B é menos fina que toda particao C tal que A <C e B < C. De fato,
dada uma particao C tal que A <C e B <C, para todo C' € C existe A € A e existe B€ B
tal que C C Ae C C B dai C' C AN B, a menos de medida nula. Assim, AVB <C.
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Lema 2.1.7 Sejam A, B e C particoes com entropia finita. Entdo:
a) H,(AVB|C)=H,(A|C)+ H,(B|AVC).
b) Se A< B, entao H,(A|C) < H,(B|C) e H,(C|B) < H,(C|A). Em particular, se
C={M}, tem-se H,(A) < H,(B).
¢) Hu(C|B) < Hu(C).
d) H,(AvVB) < H,(A)+H,(B).
e) A< B se, e somente se, H,(A|B)=0.

Demonstracao: Usando a definigdo 2.1.5 no item a), tem-se

B B 5 w(ANBNC)

H,(AVB|C) = A%;O M(AmBmC)lg—M(C)
_ w(ANBNC) w(ANC)
= A%;C—M(AHBOC)IogM A,BC_M(AQBHC)IO)%M(C)
_ p(ANC)N B) HANC)
— A%;C_u((AmC)mB)log ANC) +§—M(Am0)1og O
= Hu(BIAVC)+ H,(AC),

como querfamos. Fagamos a primeira parte do item b). Uma vez que A < B, usando o

item a), temos

H,(B|C) = H,(AVB|C) = H,(A|C)+ H,(BlAVC) > H,(AC).

Agora fagamos segunda parte do item b). Veja que para qualquer A € A e

C eC, tem-se
wCNA) _y w(B) p(BNC)
A g4 u(B)
Uma vez que Z ” =1, usando (2.4), tem-se
BCA
pCNA)Y\ p(B) w(BNO) p(C) (u(3ﬂ0)>
o ) g (B% WA ulB) ) 2 2\ um )
para todo A € A e para todo C' € C. Por conseguinte,
B u(CNA) wB) (n(BNC)
HOA) = AE,:C“(A”’( ) 21N 2 (")

— Y Y —u(BNC)log (CEH)B) H,,(C|B).

A CBCA
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Para o item c), tome A = {M} na segunda parte do item b), dai H,(C|B) <
H,(ClA) = H, ().

Para o item d), fazendo C = {M} no item a) e usando o item c), tem-se
H,(AVB) = H,(A) +HM(B|A) < H,(A) +HN(B)‘

Para o item e), usando a defini¢do 2.1.5, H,(A|B) = 0 se, e somente se, para
todos A€ A e B € B, tem-se
n(ANB)
w(B)

Ou seja, ou B é disjunto de A (a menos de medida nula) ou B esta contido em A (a menos

w(ANB) =0 ou =1.

de medida nula). Em outras palavras, H,(A|B) =0 se, e somente se, A < B.
O
Dados M, N espacos mensuraveis, seja f : M — N uma transformacgao mensu-
ravel, e considere p uma probabilidade em M. Assim, f.u é uma probabilidade em N
tal que para todo mensuravel B € N tem-se fiu(B) = u(f~1(B)). Ademais, se A é uma
particdo em N, entdo f~1(A)={f"1(A): A€ A} é uma particio em M. Por definicio,
Hy(f7H(A) = > —u(f~H(A)logu(f~(A))

AeA

- Z fen(A)log fep(A) = Hy, pu(A). (2.6)
AeA

Em particular, quando M = N e u for uma medida invariante por f, tem-se

H,(f 1 (A)) = H,(A), para toda particio A em M. (2.7)
2.2 Entropia de uma Transformacao que Preserva Medida

Seja f: M — M um tranformacdo mensuravel que preserva a medida de
probabilidade p. Dada uma particio A de M com entropia finita, para cada n > 1,

denotamos
AP :n\_/lf*i(m = {AoNF Y (AD NN F Ay 1) Ag,..., Ap_1 € A} para cada n> 1.
=0
Veja que o elemento A™(z) que contém = € M é:
A () = Alx) 0 A (@) N0 f A ().

A sequéncia {A"},>1 é ndo-decrescente, isto é, A" < A", Segue do item b) do Lema

2.1.7 que a sequéncia das entropias {H,(A")},>1 é nao-decrescente.
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Defini¢ao 2.2.1 (Entropia de um sistema dada uma particao) Seja (M,F,u, f) um
sistema que preserva medida. Dada uma particao A de M, definimos a entropia de f com

relacdo da particio A como sendo
1 1 n—1 )
hu(f, A) = lim — H,,(A") = lim — H), '\/0 F7HA) |- (2.8)
1=

Vamos mostrar que (2.8) estd bem definido, isto é, que o limite existe. Para

isto, precisaremos da seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.2 (Fekete) Se {ap}n>1 € uma sequéncia de nimeros reais tal que

Umtn < Am +ap, para todos m,n > 1, entao lim,, 5 existe e € igual a inf, <.

Demonstracgao: Fixe p > 1. Para cada n > 1 podemos escrever n = kp+1i, onde 0 <17 < p,

entao
an _ Gkpti _ Gkp | Qi _ kay ai Gy | a4

n kp+i~ kp kp~ kp kp p kp

Fazendo n — oo temos k — oo, dai

a a a a
limsup — < £ = limsup — < inf -2£.
n n D n n p>1 p

Por outro lado, sempre temos

a a
inf £ < lim inf -2

p=1l p n

Assim, lim,, 9 existe e é igual a inf,, 9.

0

Lema 2.2.3 Seja (M, F,p, f) wm sistema que preserva medida. Entio H,(A™™™) <
H,(A™)+ H,(A") para todos m,n > 1.

Demonstragdo: Por Definigio, tem-se A" = 7E"~1 f=(4) = A™V f~(A"). Usando

o item d) do Lema 2.1.7, tem-se
Hy (A™) = Hy (A™V f 77 (A")) < Hyy(A™) + Hy,(f 77 (A)). (2.9)

Por outro lado, como p é uma medida invariante por f, usando (2.7), H,(f~™(A")) =

H,(A"). Usando este fato em (2.9), obtemos o resultado do lema.
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Desse modo, combinando a Proposicao 2.2.2 com o Lema 2.2.3, obtemos que o

limite em (2.8) existe e vale

liqgn;Hu(A )—hm H (\/ = ) :i%f;HM(An). (2.10)

Observe que esta entropia é tanto maior quanto mais fina for a particao. Com
efeito, se A < B, entdao A" < B", para todo n. Pelo item b) do Lema 2.1.7, tem-se
H,(A") < H,(B") para todo n. Desse modo,

A<B = h,(A") < h,(B"). (2.11)

Defini¢ao 2.2.4 (Entropia de uma transformacao) Seja (M,F,p, f) um sistema que

preserva medida num espago de probabilidade. A entropia do sistema (f,p) € dada por
hu(f) =sup{hu(f,A): A € uma particio com entropia finita}. (2.12)

Exemplo 2.2.5 Considere a tranformagao bindria f:[0,1] — [0,1], dado por f(z) =2z
mod 1. Sabe-se que f preserva p, a medida de Lebesque no intervalo. Considere a particao

A= <0, ;) U <;, 1). Assim para todo n > 1,
= 0D ()
J7A) = (0’4 Y\12)Y 2 7)Y (3!

FEA) : (0,21”>U---U <27;;1,1>-

| 1
Assim, A" = V") f7H(A) = {(ZZH, 2Zn> ci=1... ,2”}. Pelo Exemplo 2.1.2, tem-se

.1 1
hu(f;A) =lim ﬁHM(A") = llﬁnﬁ -nlog2 =log2.

Serd visto na prozima se¢do que h,(f)=1log2, ou seja, a particio A realiza o supremo em

(2.12).

Exemplo 2.2.6 Cosidere o shift 0:% — %, onde ¥ ={0,...,d— 1} munido com a medida
de Bernoulli n=vN. Considere a particio A em ¥ em cilindros do tipo A; = [0;i], com

i=0,...,d—1. Assim, um elemento tipico de A™ € da forma

Apyno YA N-No VA Y ={{z,} €X: z9=1i0,...,Tn1=in 1}
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que possui medida pi,---pi,_,- Usando o Exemplo 2.1.3, seque que

1 o1 4zl d—1
hy(o,A) = 1111gbn ﬁHM(An) = hrrlnﬁ (n Z —p; logpi) = Z —p;logp;.

i=0 1=0
d—1
Também veremos na pmxzma secao que h Z —Di logpl, e portanto, a particao A
=0

atinge o supremo em (2.12).

Proposicao 2.2.7 Seja f: M — M uma transformacao que preserva medida no espago
1

de probabilidade (M,F, 1), e considere A uma particao de M. FEntao {HM(A")}
n

decresce para hy(f,A).

n>1

Demonstragao: Vamos mostrar, por indugao, que

H,(A") =H +ZH(

Vo '<A>) . (2.13)

i=1

Para n =1 o resultado é claro, agora, vamos assumir que seja verdade para n = p, e provar
que também vale para n = p+ 1. De fato, usando o item a) do Lema 2.1.7 quando C = {M}
e o fato de p ser invariante por f, tem-se

Aty = iV ea) =i, (V) e (4

1

Vi)

i=1

—1
= Hy (p\/ FTHA) | +Hy, (A

_i(A)> (usando a hipétese de indugao.)

f
i=0 i=1
p-1 J . p ,
= H,(A)+> Hy| A \/f_Z(A)>+Hu<-A \/f‘l(fb)
j=1 i=1 i=1

p
= H,(A)+> H,|A
j=1 '

o que prova a igualdade em (2.13). Desse modo, usando o item b) do Lema 2.1.7 e (2.13)
n
vamos ter H, (A") >nH, (.A \V fZ(A)> , daf

i=1
n—1 )
Hy, (\_/ f_l(-A)) +Hy, (-’4

ni, (\:/0 i) -
< (n+1)H (\/f )

1 n+1 1 n
N < = .
n 1HH(A ) nHM(A )

v f‘i(A)>]

=1

e portanto
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O

Proposigao 2.2.8 Seja f: M — M uma transformacao que preserva medida no espagco
de probabilidade (M,F, ). Para toda particio A com entropia finita, tem-se

V),

1=1

hu(f,A) = lim H,, (A

Demonstracao: Usando a Defini¢ao em (2.8) e o resultado em (2.13), temos

n—1 j
ha(f, A) =i — H (\/f )—hmle( \j/ '(A)).
=1

i

Por outro lado, o item b) do Lema 2.1.7 garante que a sequéncia {H 1 (.A

\/ fZ(A)> existe e, consequentemente,

¢ nao-crescente. Em particular, lim, H, (A

coincide com limite Cesaro da igualdade anterior.

O

Teorema 2.2.9 Seja f: M — M uma transformagdo que preserva medida no espaco de
probabilidade (M, F,pu). Dadas A e B particoes com entropia finita, tem-se:

a) hu(f,A) < Hy(A).

b) hu(f, AV B) < hu(f, A)+hu(f,B).

¢) A<B= hu(f,A) <hu(f,B).

d) hu(f,A) <hu(f,B)+H,(A|B).

e) hu(f,f7H(A)) = hu(f, A).

f) Se k=1, hu(f,A) = hu(f7~'4k)-

g) Se [ é invertivel e k> 1, entdo

hu(f,A) = (f ka )

Demonstracao:

a) Usando o item d) do Lema 2.1.7 e (2.7), temos para todo n > 1:

1 n 1?%1
R S DS H
1n1

= *ZH

— Hu(.A).
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Passando o limite sobre n, obtemos o resultado.
b) Usando novamente o item d) do Lema 2.1.7, obtem-se para todo n > 1 que

n—1 n—1
(\/f AVB) = Hu(\/fi(A)V\/fi(B))
) =0

1=0

n—1 n—1
< H, (\_/O fi<A>) v Hy <\_/O fi(B)) -

Agora basta dividir por n e passar o limite.
c) Se A < B, entdao para todo B € B existe algum A € A tal que B C A, donde
f~4B) C f7'(A) para cada i > 0. Assim:

n—1 n—1
VA=V )

Usando o item b) do Lema 2.1.7, obtemos

n—1 n—1
H,(A") =H, (\_/0 f—i(A)) <H, (\_/O f—i(s)) — H,(B").

Agora basta dividir por n e passar o limite.

d) Pelos itens a), b) e d) do Lema 2.1.7, tem-se para todo n > 1 que

n—1 n—1 n—1
Hu(_\_/of_i(«‘l)) < H, ('\_/Of‘i(A))\/(\_/O fi(B)))

- (@) (V) (V@)
< =, :; i) +7§HM (f‘i(«‘l)| C\;/:f‘j(l?)))
< m, _; i(8) +zH A7)

- m, ’f_sf—i(B) nH, (AB),

onde na ultima igualdade usamos (2.7). Agora basta dividir por n e passar o limite.

e) Usando (2.7) tem-se
n n—1
Hy, <\/ f_i(A)> = H, ( \/0 f_i(A)) ,
i=1 i=

assim,
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f) Usando a definigao dada em (2.8) temos

k-1 ) n—1 k-1 )
. (f,vfm)) ~ il <\/f J(v f@(A)))
i=0 J i=0

=0
1 n+k—2 )
= lim-H, ( f‘Z(A))

1=

0
(n—i—k 1)
= hm
n n+

= h (

n+k—2 )
( V f‘Z(A))

=0

g) Usando (2.7) recursivamente e o item f) acima, temos

k-1 2%-1
hu (f, V f_Z(A)) = hy (f, V f_’(A)>
i=—k i=0

= u(fA).

O

Teorema 2.2.10 Seja (M, F,u, f) um sistema que preserva medida em um espaco de
probabilidade. Valem as segquintes afirmacoes.

a) Para todo k>0, h,(f*) = kh,(f).

b) Se f ¢é invertivel, entio h,(f*) = |k|h,(f) para todo k € Z.

Demonstracgao:

a) Vamos mostrar primeiro que

k—1
hy, (fk, \/ f’(A)) = khy(f,A) se k> 0.
i=0

De fato,
k—1
(P r0) = s (i ()
i=0 1=0
= hmﬁ (nli/lf )
= kh M(fwAy
Entao,

k-1
kh,(f) = k-suph,(f, A) =suph, (fk, \/ f_Z(A)>
A A i=0
s%phu(fk,l’v’) = hu(f*).

IN
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Por outro lado, pelo item ¢) do Teorema 2.2.9, tem-se
L . k—1
hu(f 7"4) Sh,u f ) \/ f_Z(A) :khu(faA)a
=0
daf hy,(f*) < kh,(f), obtendo a segunda desigualdade.

b) Basta mostrar que h,(f~1) = h,(f) e para tal, basta mostrar que h,(f~1,A) =

hu(f,A) para toda particao com entropia finita. Por (2.7), tem-se

n—1 n—1
HN(.\/O fi(A)) = H, (f(”” (\/O fWU))
n—1
= HH(,\_/OMA)),

para toda particdo com entropia finita.

O

Defini¢ao 2.2.11 (Equivaléncia Ergddica) Dizemos que os sistemas (M, Fi, f,u) e
(N, Fa,q,v), que preservam medidas de probabilidade 1 e v respectivamente, sio ergodica-
mente equivalentes se existem conjuntos mensurdveis X C M eY C N com u(M\X)=0

e v(N\Y) =0 e uma bijecao mensurdvel ¢ : X =Y com inversa mensurdvel tal que
pspp=v € pof=gop.

Teorema 2.2.12 Se (M, Fi, f,n) e (N, Fa,g,v) sio dois sistemas ergodicamente equiva-
lentes, entdo hy(f) = hu(g).

Demonstracgao: Seja ¢ : X — Y como na Definicao 2.2.11. Suponha, sem perda de
generalidade, que X = M e Y = N. Considere uma particao B de N com entropia finita,
e seja A= {p 1 (B): B¢cB}. Afirmamos que A é uma particio em M. Como ¢ é

mensuravel, temos A C F;. Ademais, dados By, By € B temos

e ' (B) N 1 (Ba) = ¢ (BiNBy) = ¢ (1) =0,
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e vale que M = U go_l(B), o que prova afirmacao. Agora, para todo n € N e para todo

BeB
B; € B, temos que

n—1 n—1
D=1\ B) = NUToe B
j=0 Jj=0
n—1
= N tog™)(B)
j=0
n—1
= 80_1 (n g J(BZ)> )
j=0

assim D € ¢~ 1(B"). Isso prova que A" = ¢~ 1(B"), logo para cada n € N temos
Hy(A") = > —u(e” (B)loguly™ (B)) = > —v(B)logr(B) = Hy(B").
BeBn BeB®

Assim,

hu(f,A) = h%niHM(An) = lim iHV(B”) = (9, B).

Dessa forma, para qualquer particao B de N temos h,(f) > h,(g,B), logo hyu(f) > hu(g).
Por simetria, temos h,(f) < h,(g), o que conclui a prova.

0

2.3 Teorema de Kolmogorov-Sinai

Em geral, a principal dificuldade no calculo da entropia esta no calculo do
supremo na Definigao (2.12). Nessa secao, veremos métodos que vao auxiliar na tarefa do
calculo da entropia de muitos casos, onde poderemos encontrar particoes A que realizam

o supremo, ou seja, hy(f) = hyu(f,A).

Lema 2.3.1 Dado k>1 e e >0, existe 6 >0 tal que, para quaisquer particoes finitas
A= {A17---7Ak} e B= {Bl,...,Bk},

W(A;AB;) <0 para todo i=1,....k = H,(B|A)<e.

Demonstracao: Fixe ¢ >0 e k > 1. Pela continuidade da fungao ¢ :[0,1] = R, p(z) =
—xlogx, existe p > 0 tal que ¢(z) < 5 para todo = € [0,p) U(1—p,1]. Tome ¢ = £. Dadas

as partigoes A e B como no enunciado, denote por C a particao cujos elementos sao
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intersecoes A; N Bj com 7 # j e também o conjunto Ule A; N B;. Note que

w(AiNBj) < u(A;AB;) < § para todo i # j e

Portanto,

Hu(€) = 3 ¢(n(C)) < #C5 <.
ceC

Segue imediatamente de (2.1) que AV B = .AVC. Entao pelos itens a), ¢) do Lema 2.1.7
segue que
Hy(BJA) = Hu(AVB)—Hy(A)=Hu(AVC)—Hyu(A)
= H,(C|A) <H,(C)<e.

O

Convém observar que, para quaisquer particoes A, B e C com entropias finitas tem-se
H.(AIC) < H,(AB) + H,(BIC). (2.14)
De fato, uma vez que A < AV B e B<BVC, aluz dos itens a), b) do Lema 2.1.7 segue que

H,(AIC) < H,(AVB|C)=H,(B|C)+H,(ABVC)
< Hu(BIC)+ Hu(A|B),

o que prova (2.14).

Proposigao 2.3.2 Seja D uma dlgebra que gera a o—dlgebra dos conjuntos mensurdves
de M, a menos de medida nula. Para toda particio B de M com entropia finita e todo

e >0, ewiste alguma particio finita A C D tal que H,(B|A) <e.

Demonstracao: Vamos reduzir o enuciado para caso em que B é uma parti¢ao finita.
Assuma que B é enumerdvel com elementos Bj, j = 1,2,... Para cada k > 1, considere a

particao finita

k
B, = {Bl,...,Bk,M\ U Bj}.

J=1
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Afirmacao 2.3.1 Para todo particio com entropia finita:
liinHu(B]Bk) =0.

Prova da Afirmagao: Seja By = M\ U§:1 B;. Por definicao,

u(B; N B;
1=05>1 J

Todas as parcelas com ¢ > 1 sao nulas, uma vez que pu(B;NBj) =0 quando i # j e
w(BiNBj) = p(B;) quando i = j. temos Para i =0, temos nesse caso que p(B;NB;) é

igual a zero se j <k e igual a p(Bj) se j > k. Portanto,

H(BIBy) = Y- —u(Bj)log 02 <
j>k’ M(BO) ]>k

Como B tem entropia finita, o lado direto da expressao converge a zero quando k — 0o, 0
que prova a afirmacao.
Agora, dado € > 0, pela Afirmacao 2.3.1, fixe k > 1 de tal modo que H,(B|B)) <

5. Seja 6 > 0 qualquer. Para cada i =1,...,k existe D; € D tal que

1(B;AD;) < (2.15)

2k2°

Considere Ay =Dq e A; = Di\Ué;ll Dj parai=2,...,k e também Ay = M\ LkJ Dj. Veja
que A= {Ay,..., A, Ao} é particao de M e que A; € D para todo i. Paraﬁl: 1,...,k,
temos que A;AD; = Di\A; = D;N 201 Dj |. Dado qualquer x neste conjunto, existe j <1
tal que z € D;ND;. Como B; N B; J::(Zl), segue z € (D;\B;) U (D;\Bj). Assim,

i—1 i—1

AAD; C |J(D\By) € |J(D;ABy)
j=1 j=1

e, portanto, u(A;AD;) < 10 < 9 Usando (2.15 , segue que
2k2 2k -

) 5 0
— =1,...,k. 2.1
2k2+2k_k para i (2.16)

M(AZ‘ABZ') <
Ademais, AgABy C Ufzo A;AB; uma vez que A e By, sdo parti¢oes de M. Logo, (2.16)
implica

u(AgABy) < 6. (2.17)
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Note que as particoes Bj, e A satisfazem as hipdteses do Lema 2.3.1. Supondo que § >0 é
suficientemente pequeno, as relagoes (2.16) e (2.17) implicam que H,(By|A) < §. Portanto,
pela desigualdade em (2.14), temos

H,(B|A) < H,(B|By) + Hy(By|A) < =

como queriamos.

O

Corolario 2.3.3 Seja Ay < --- < A, < -+ uma sequéncia ndao-decrescente de particoes

com entropia finita tais que U A, gera a o—dlgebra dos conjuntos mensurdveis M, a
n=1

menos de medida nula. Entdo vale li?gnHM(B|An) =0 para toda particao B com entropia

finita.

Demonstracgao: Para cada n, seja D,, a algebra gerada por A,. Note que os elementos
de D,, sdo as unioes finitas de elementos de A,, juntamente com os complementos dessas
unioces. Ademais, D = UD ¢ a algebra gerada por U A,,. Considere qualquer € > 0.
Usando a Proposicao 2. 3 2, existe uma particao finita A C D tal que H,(B|.A) < e. Logo,
uma vez que A é finita, existe m > 1 tal que A C A, e, portanto, A é menos fina que A,

Usando o item b) do Lema 2.1.7,
H,(B|A,) < H,(B|Ap) < H,(B|A) < € para todo n > m,

0 que prova o corolario.

U

Teorema 2.3.4 (Kolmogorov-Sinai) Seja A; < --- < A, < --- uma sequéncia ndo-
o0
decrescente de particoes com entropia finita tais que U A, gera a o—dlgebra dos conjuntos

n=1
mensurdveis M, a menos de medida nula. Entao

h(F) = lim by, (f, An).

Demonstragao: O limite sempre existe, pois a propriedade em (2.11) implica que
{hu(flAn)}n>1 é nao-decrescente. A definicao de entropia em (2.12) nos diz que h,(f) >
hu(f,An), para todo n > 1. Assim, basta mostrar que h,(f,B) < li7£nhu(f, A,) para toda

partigdo B com entropia finita. Pelo item d) do Teorema 2.2.9, temos

hu(f,B) < h,(f, An)+ Hu(BJA,), para todo n.



27

Passando o limite e usando o Corolario 2.3.3, obtem-se h,(f,B) < ligl hu(f,Ayn) para toda
particao B com entropia finita.

O

Corolario 2.3.5 Seja A uma particao com entropia finita tal que a unido dos iterados
n—1

A" = \/ f'(A), n>1, gera a o—dlgebra dos conjuntos mensurdveis de M, a menos de
=0

medida nula. Entdo h,(f)=hu(f,A),

Demonstragao: Basta aplicar o Teorema 2.3.4 & sequéncia A" e usar o item f) do

Teorema 2.2.9 para obter

() =i by (£, A") = lim (£, A) = by (£, A).

L]
Veja que, no Exemplo 2.2.6, temos que A = {[0;a1];a; =0,...,d— 1} satisfaz o Corolério

2.3.5.

Corolario 2.3.6 Suponha que o sistema (f,u) € invertivel. Seja A uma particio com

n—1

entropia finita tal que a unido dos iterados A" = \/ f YA, n>1, gera a o—dlgebra
i=—n

dos conjuntos mensurdveis de M, a menos de medida nula. Entao h,(f) = hu(f,A).

Demonstracgio: Basta aplicar o Teorema 2.3.4 & sequéncia A*" e usar o item ¢) do

Teorema 2.2.9 para obter que

() =i by (£, A*") = limh (£, A) = hy(£.A).

O

Definig¢ao 2.3.7 (Partigcoes Geradoras) Seja f: M — M uma transformagio que pre-
serva a medida p no espago de probabilidade (M, F,p). Dada uma particio A que satisfaz
o Coroldrio 2.3.5 ou o Coroldrio 2.3.6, dizemos que A € uma particio geradora unilateral,

no caso do Corolario 2.3.5, e bilateral, no caso do Coroldrio 2.3.6.

Corolario 2.3.8 Suponha que o sistema (f,p) € invertivel e existe alguma particio A
o

com entropia finita tal que U A" gera a o—dlgebra dos conjuntos mensurdveis de M, a
n=1
menos de medida nula. Entao h,(f)=0.
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Demonstragao: Usando a Proposicao 2.2.8 e o Corolario 2.3.5:
1) =5 A) =t (4] 7).

Como |, A" gera a o—4élgebra dos conjuntos mensuréveis de M, U, f~1(A") gera a

o—4algebra f~1(F). Mas f~1(F) = F, pois f é invertivel. Logo, pelo Corolario 2.3.3, temos
que H,(A|f~1(A™)) converge a zero quando N — oo. Segue que hy,(f) = h,(f,A) = 0.

O

Vamos agora supor que M é um espago métrico, munido com a o—algebra de

Borel. Dada .4 uma particao de M, defini-se diam A = sup{diam A: A€ A}.

Corolario 2.3.9 Seja Ay <--- A, <--- uma sequéncia ndo-decrescente de particoes com

entropia finita tais que diam Ay (x) — 0 para p—quase todo ponto x € M. Entao

B f) = lim (£, An).

Demonstragao: Pelo Teorema de Kolmogorov-Sinai, é suficiente mostrar que a o —algebra
o0

gerada por U A; contém os borelianos. Para tal, considere U um aberto, nao vazio,
qualquer de JJ\? Como diam A,, — 0 quando n — oo, para cada = € U existe k > 1 tal que
Ay = Ap(z) CU. Veja que A, pertence & o—algebra gerada por  JAp.

Doravante, tal algebra é enumeravel, ja que ela é formada pelas uni%es finitas de elementos

das particoes A,. Em particular, o conjunto dos valores tomado por A, é enumeravel.

o
Segue que U = U,y A, também esta na o—algebra gerada por U A;. Isto prova que a
=1
o J
o—algebra gerada por U A; contém todos os abertos e, portanto, contém os conjuntos
j=1

borelianos.

O

Exemplo 2.3.10 Seja f:S' — S! um homeomorfismo e seja i wma medida de probabili-
dade invariante qualquer. Dada uma particio finita A de S' em subintervalos, denotemos
POT T, ..., &Tm 08 seus pontos extremos. Para todo j > 1, a particio f~7 (A) estd formada
pelos subintervalos de St determinados pelos pontos f=(x;). Isso implica que, para cada

n > 1, os elementos de A" tém seus extremos no conjunto

{f(x;);7=0,....n—1 ei=1,...,m}.



29

Em particular, #A™ < mn. Entao, pela Proposicio 2.1./,
hu(flA) —limlH (A") < limllo #A" < limllo mn =0
K oo M = 08 =y oemn =L

Para ver que h,(f) =0, basta tomar uma sequéncia qualquer de particoes finitas em

intervalos com diametro indo para zero e aplicar o Coroldrio 2.3.9.

Corolario 2.3.11 Seja A uma particio com entropia finita tal que, para u—quase todo

ponto x € M, tem-se diam A™(x) — 0. Entao h,(f) = hu(f,A).

Demonstragao: Basta aplicar o Corolario 2.3.9 a sequéncia A" e usar o item f) do
Teorema 2.2.9.

O

Note que, no Exemplo 2.2.5, a particao A = [O, %) U (l 1] satisfaz as hipoteses

29
do Corolario 2.3.11, logo h,(f) =log2..

2.4 Entropia Local

Nesta secao, iremos discutir uma visao complementar da entropia, de carater
mais local, esse é o conteido do Teorema de Brin-Katok. Para tal, precisaremos da

definicao de bolas dindmicas:

Definigao 2.4.1 Considere uma transformacdio continua f: M — M num espag¢o métrico

compacto. Dados x € M, n>1 ec >0, a bola dinamica de tamanho n e raio € em torno

de x € dada
B(z,n,e)={y e M: d(f'(z),f(y)) < e para todo i =0,...,n—1}.
Ou seja,
B(x,n,¢) = Be(2) N fH(Be(f(2))) ... f " H(Be(f" " (2)))
. Agora, dada uma medida de probabilidade p invariante por f, defina:

1
h:[(f,s,:x) = limsup——logu(B(x,n,c)) e
n n

_ o 1
h,(f.ez) = hrr%lnf—ﬁlogu(B(x,n,e)).

Temos assim o seguinte resultado:
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Teorema 2.4.2 (Brin-Katok) Seja 1 uma medida de probabilidade invariante por f.

Os limites

lim by, (f.e2) e limhy, (f.e,2)

existem e sdao iguais para pi—quase todo x € M. Ademais, denotando por h,(f,x) o valor

em comum entre eles, a funcio hy(f,-) é p—integrdvel e

h(£) = [ by f.2)d

Demonstracao: Vide [4].

U

Exemplo 2.4.3 Seja fa: T4 — T um endomorfismo linear induzido no toro T2 por uma

matriz invertivel A com coeficientes inteiros. Seja p a medida de Haar no T2. Entdo
d
h,LL(fA) = Zlng\l‘,
i=1
onde \i,..., g sdo os autovalores de A, contando a multiplicidade.

Demonstragao: Vamos supor que A é diagonalizavel. Seja v1,...,v4 a base normalizada
de R? de autovetores. Seja u o nimero de autovalores de A com valor absoluto maior que

1. Dado z € T%, todo ponto y em uma vizinhanca de z pode ser escrito da forma
d
y=x+ Z t;v;
i=1

com ty,...,ty proximo de 0. Dado € > 0, denote por D(x,&) o conjunto dos pontos y dessa

forma como |t;| < e para todo i =1,...,d. Ademais, para cada n > 1, pode-se considerar
D(z,n,e) ={yeT?: fﬂ(y) € D(f/(z),e) para todo j =0,...,n—1}.
Notemos que fﬁl(y) = fﬁl(w) +y4, tiA{vi para todo n > 1. Desse modo
d
D(z,n,e) =x+ Y tidvi: [A\[t;] <e parai<wue |t;| <eparai>u,.
i=1

Dessa maneira, existe uma constante K7 > 0 que depende apenas de A tal que

u u
KT N < p(Dme)) < Ko TN
=1 =1
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para todos z € T% n>1 e e > 0. Existe uma outra constante K5 > 0 que depende apenas
de A de modo que

BK2—1E(x) C D(z,e) C Br,e(z)

para todo 2 € T% e € > 0 pequeno. Entdo, B(z,n, Ky 'e) C D(x,n,e) C B(z,n, Ks€) para

todo n > 1. Tomando K = K K5 e combinando os resultados, no obtemos

u u
KT I < u(D(xym,e)) < K TT |~
=1 =1

para todo z € T4 n>1e e > 0. Assim,
+ - 1
hﬂ(fA,s,x):hu(fA,e,x):117rlnglog,u( x,m,e) Zlogp\\
para todo z € T¢ e ¢ > 0 pequeno. Portant, usando o Teorema de Brin-Katok

hu(fa) = hu(fa,) ZlogM |

para pu—quase todo ponto x.
O caso geral é tratado de manaira analogo usando a forma candnica de Jordan.

U



32

3 TEOREMA DE OSELEDETS

Neste capitulo vamos intorduzir o segundo personagem da desigualdade de
Ruelle, que sao os expoentes de Lyapunov. Essa ferramenta ¢ definida a partir do Teorema
de Oseledets, os expoentes de Lyapunov ajudar a compreender melhor o comportamento
assintotico de certas transformacoes. As defini¢oes e resultados encontrados neste capitulo

podem ser encontrados nas referéncias [7] e [11].

3.1 Cociclos Lineares

Vamos introduzir o objeto basico de estudo, que sao os cociclos lineares, bem

como algumas defini¢oes que nos acompanharao ao longo deste trabalho.

Definicao 3.1.1 (Norma e co-norma) Dada A € GL(d,R), define-se a norma de A

por
| Al = max{”‘ﬁ;ﬁ“ £ O} =max {||Av|| : [|v| < 1}, (3.1)
e a co-norma de A por
_ A
m(A) = min ol v#0p. (3.2)
v

Dada duas matrizes A, B € GL(d,R), se v € R? entéo
1(AB)(v)[ = |A(B)[| < [|All - [ Bull < [[A]l - | B[ - [lv]l,

dai, tomando o supremo,

|AB]| < [|A]l-[|B]].

Afirmamos que m(A) = [|A7!||~1. Para ver isso, a definicdo (3.1) d4 que
A~ ]

o]

1A >

para v # 0. Tomando w € R? tal que Aw =v (que existe pois A é invertivel), temos

[Aw]
lwll

[]]

[ Aw]
e dai pela definicdo em (3.2) segue que |A~!||~! <m(A). Por outro lado, temos para todo

1A~ > = |47 <

v #0 que

40l 2 m(A)- o] = 12 m(4) o — 12 m(a)- Ll
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Essa tltima desigualdade vale para todo w # 0, logo tomando o maximo em w # 0 obtemos
que

12> m(A)- AT = m(4) <A77

Obtemos assim que m(A) = ||A~1||~!, conforme afirmado.

Definic¢ao 3.1.2 (Skew product) Dado um sistema dinamico (M,F,u,f), um skew
product sobre f é um sistema dinamico ' agindo no espaco produto M x N de modo que

o sequinte diagrama comuta

MxN-LEsMxN
M M

isto €, ToF = fom, onde m: M X N — M ¢ a projecao na primeira coordenada.

Estamos interessados em skew products que agem linearmente na segunda
coordenada, logo N precisa ser um espago vetorial. Essas aplicacoes serao chamadas de

cociclos lineares.

Definig¢ao 3.1.3 (Cociclo linear) Dado um sistema dinamico (M,F,u, f) e uma aplica-
¢ao mensurdvel A: M — GL(d,R), definimos o GL(d,R)—cociclo linear sobre (M,F,u, f)

como sendo a transformacao

F: MxR? — MxR?

(z,0)  +— (f(2),Az)-v)

Como o par (f,A) define F' = Fy 4, também o chamaremos de cociclo. As vezes,

nés também chamaremos a aplicagdo A de cociclo. Note que para todo n > 1 tem-se

F"(z,v) = (f"(x),A™(z)-v), onde

AMa) = A(f*7 () - A(f () Al). (3.3)

Quando f for invertivel, F' também serd. Além disso, para todo n > 1 tem-se F~"(z,v) =

(f~™(x),A7"™(x)-v), onde

A" (@) = A(f " (2)) - A (2)). (3.4)
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Veja que de (3.3) e (3.4) tem-se para todo m,n € Z e x € M que
AT (@) = AP (™ (2)) A (). (3.5)
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.4 Um problema muito estudado em probabilidade é o produto aleatdrio
de matrizes. Para tal, considere um conjunto de matrizes com uma let probabilidade.
Escolhendo ao acaso matrizes desse conjunto, fazemos o produto delas. Em sistemas
dinamicos, tem-se o interesse em saber o que ocorrerd com esses produtos matriciais. Isso

pode ser modelado do sequinte modo. Seja M = GL(d,R)%, e considere o shift bilateral
f: M —M
(ar)e — (k41)k-
Considere a aplicagdo

A M  — GL(dR)

(ag)r +— ao,

e seja F: M xR — M xR? o cociclo linear definido por A sobre f. Veja que a k—ésima

iteracao de F é dada por:

F*(2,0) = (g4 (@n—1---a1a0) - v).

Dada uma probabilidade v no espago GL(d,R), podemos considerar a medida produto

pw=v"2, que é caracterizada por

M({(Oék)k; o € Ei;---, Q; c EJ}) = Z/(EZ) .o -I/(Ej)

para cada t < j e quaisquer mensurdveis E;, ..., E; C GL(d,R). E claro que a medida p1 é

invariante pelo shift.

Exemplo 3.1.5 Vamos chamar de cociclo linear localmente constante a sequinte constru-
¢io mais geral. Seja (Y,),n) um espaco de probabilidade, e considere N = YZ dotada da
o—dlgebra produto G = Y% com a medida produto ¥ = n”. Considere o shift g: N — N, e
seja B: N — GL(d,R) uma fung¢ao mensurdvel qualquer, dependendo apenas da coordenada

zero, ou seja, B(y) = B(yo), onde 5:Y — GL(d,R) é mensurdvel. Defina o cociclo linear
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G: N xR?— N xR definido por B sobre g. Note que G é semi-conjugado ao cociclo F

do exemplo anterior, onde v = [, como no diagrama abaizo

NxRI—E. N xR?

Jo

M xRE L M xR
onde Y((zx)k,v) = ((B(xk))k,v)-
Exemplo 3.1.6 (Cociclo derivada) Considere um difeomorfismo f: M — M no toro
M =T¢ de dimensio d > 1, que preserva a orientacio. Sabe-se que existem campos
vetoriais X1,...,Xq em T de forma que {X1(p),...,Xq(p)} é uma base para o espago
tangente T, M, para cada p € M, tais campos existem uma vez que o toro € uma variedade
paralelizavel. Seja p uma medida invarinte por f. O cociclo derivada de f é

F: MxRY — MxR?

(pv) > (f(p),Alp)-v),

onde A(p) € GL(d,R) é matriz, com respeito as bases dadas pelos campos vetoriais, da

derivada df (p) : T,M — TrpM. Veja que estudar a dindmica do cociclo F' € estudar a
dindmica da derivada df (p). A regra da cadeia nos permite obter (3.5).

3.2 Expoentes de Lyapunov Extremais

Vamos agora definir o maior expoente de Lyapunov, que fornece uma taxa

exponecial de crescimento da norma de cociclos.

Defini¢ao 3.2.1 (Familia subaditiva) Considere (M,F, ) um espago de probabilidade
e f: M — M uma aplicacao que preserva a medida jv. Dizemos que uma familia de fungoes

mensurdveis @ : M — [—00,+00), n > 1, é subaditiva com respeito a f se
Oman < ©m+pno f, para todos m,n > 1. (3.6)

Exemplo 3.2.2 Para toda fungio mensurdvel 1 : M — R, considere a soma de Birkhoff

n—1 )
Un =y 1bo fl. (3.7)
7=0
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Note que
m+n—1
Ymin = Z ¢ij Z¢Of]+zwof]+m*¢ +¢nofm‘
7=0 7=0 7=0

Em particular, a sequéncia (¢y,), € subaditiva.

Exemplo 3.2.3 Para toda fung¢io mensurdvel A: M — GL(d,R), considere a sequéncia

on(z) =log||A™(z)||, onde A™(z) é dado em (3.3) e (3.4). Para todo x € M, temos:

Pmin(z) = log||A™"(@)]| =log || A" (f™ (x))A™ (z)]]
< log([[A"(f™ (@)[[[[A™ (@)]]) = log | A" (™ (2))|| +log [ A™ ()]
= enofM(x)+em(z).
Logo, (pn)n € subaditiva.
Teorema 3.2.4 (Subaditivo de Kingman) Seja p uma probabilidade invariante por

f:M— M e sejap,: M —R, n>1, uma sequéncia subaditiva de fungcoes mensurdveis

n
ponto para wma fungdo f—invariante p: M — R. Além disso, o+ € L'(p) e

tal que o7 = max{p1,0} € L'(1). Entdo a sequéncia (%) converge em pu—quase todo
n

1 1
/gp du:hm—/gon du:inf—/gon dp € [—00,+0).
nn nn

Demonstracao: Vide [7, Teorema 3.3.3] ou [11, Teorema 3.3].
U

Corolario 3.2.5 (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja p uma probabilidade invari-
ante por f: M — M e seja p € L' (). Entdo

177,1

=lim— Z po fl(x (3.8)

existe em pu—quase todo ponto. Ademais, a funcao @ € f—invariante e p—integrdvel com

/@duszdu-

Demonstragao: Segue do Exemplo (3.2.2) que (p)n = (Z goofj> ¢ subaditiva, e

n
portanto o Teorema 3.2.4 diz que (3.8) converge para u—quase todo ponto, e o limite é
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p—integravel e f—invarinte. Além disso, como p € invariante por f, tem-se
1 n—1 X 1 n—1 .
— _ . - ] . . - ]
/god,u = 117ILnn/j20<pOf d,u—hrllnn;)/goof du

11’L—1
= li;bnnz:o/gpd,u:/god,u.
]:

0

Corolario 3.2.6 Seja p uma probabilidade invariante por f: M — M e seja ¢ : M — R,
uma fungao tal que v = po f—p € u—integravel. Entdo

li Logm =0

im—o(f"(2)) =

para p—quase todo x € M. Em particular, a afirmacio vale quando ¢ € L' (p).

Demonstragao: Aplicando o Corolario 3.2.5 a fungao integravel ¢ = po f — ¢, temos que

1
a sequéncia (gp o f”) converge para alguma funcao mensuravel @. De fato,
n

n—1 n—1 n—1
Pla) = 117§ni2(900f—90)0fj(x):h,5ni(Z(wij+1)(x)—Z(sOij)(x))

J=0 J=0 J=0

1 n
— tim L (oo (x) — p(a)
1 n
= hgnﬁgoof (x).
Para k > 1, defina Ay = {x € M : |p(x)| < k}. Fixe k. Pelo Teorema de

Recorréncia de Poincaré, para p—quase todo ponto x € Ay, existem infinitos n; € N tais

que f"(z) € Ay, ou seja, [o f (x)| < k. Logo

[p(2)| = lim

nj

k
<lim— =0,
i nj

1 n;
nfj@ o f"i(x)

o que implica que P(x) = 0 para g—quase todo ponto em Aj. Como M = Ug>1 Ay, segue

o resultado.
O

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema que vai nos permitir definir os

expoentes extremais de Lyapunov.
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Teorema 3.2.7 (Furstenberg-Kesten) Sejam (M,F,u) um espago de probabilidade,
f: M — M uma transformagio mensurdvel que preserva a medida u, e A: M — GL(d,R)

wma aplicagio mensurdvel tal que log™' || A|| = max{log||A=|,0} € LY (n). Entdo
Amax () —limllo A" ()|l e Amin(x) —limllo [(A™ ()~} (3.9)
max () = - g min (L) = 0 - g :

existem para p— quase todo ponto x € M. Além disso, as fung¢oes Amax € Amin G0 f—invariantes

e p—integraveis com

[ Ao dia) = tgn— [0 | A"2)| dia)

[ Awin(a) du(e) =tim - [log (A" (@)~ du(z).

Demonstracgao: Defina as seguintes fungoes
pn(x) =log | A™(@)|| e ¥n(z) =log] (A" ()"

Desse modo,

p1(x) =log | A(x)|| e v1(x) =log||(A@) "]

Segue da hipétese que @] e ¥] sdo integréveis em relagdo & medida p, consequentemente
¢ (1), ¥ (7) € [—00,+00) para u—quase todo ponto z € M. Finalmente, tendo em vista
o Exemplo 3.2.3, as sequéncias ¢, e 1, sao subaditivas, dai, usando o Teorema 3.2.4, vale
que

.1 .1 1y
Amax (2) =lim —log[|A™(2) ]| e Amin(z) = lim —log||(A"(x)) i

existem para p—quase todo ponto x € M e satisfazem as demais condi¢oes elencadas no

enunciado do teorema.

O

Definicao 3.2.8 As func¢oes Amax € Amin SG0 chamadas de expoentes de Lyapunov

extremais.
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3.3 Teorema de Oseledets

Agora, iremos enunciar o Teorema Multiplicativo de Oseledets que generaliza
o conceito de expoentes de Lyapunov. Daremos uma prova desse teorema em um caso
particular, em dimensao baixa. No que segue, vamos considerar (M, F,u) um espago
de probabilidade, f: M — M uma transformacao mensurdvel que preserva a medida pu,

A: M — GL(d,R) uma aplicacio mensuravel e F': M x R — M — R? o cociclo F(x,v) =
(f(x), A(z) -v).

Definic¢ao 3.3.1 (Filtracao) Uma filtragio em R? ¢ uma familia nao-decrescente W' D
R Wk 2 {0} de subespagos vetoriais no espago euclidiano R?, com k <d. A filtracio é

completa quando k=d e dimWJ =d+1—j para todo j =1,....d.

Teorema 3.3.2 ( Oseledets - caso nao-invertivel) Selog™ |[|AT!|| € L'(u), entdo para
pu—quase todo x € M, existe um nimero inteiro k = k(x), numeros reais A\1(z) > -+ > A\p(x)
e uma filtragio R =V} D --- D VK D {0} tal que para todo i € {1,...,k}:

&) K(f(2)) = k(). M(f(2)) = M) e Alx) Vi = Vi

b) as aplicagoes x +— k(z), x> Ni(x) e x— V] sio mensurdveis;

1 ‘ ‘
c) li7rlnglog|\A”(x)vH = \i(%) para todo v € VI \ Vith

Demonstracao: Consulte [11, Teorema 4.1].

O

Definicao 3.3.3 (Expoentes de Lyapunov) Os nimeros \; que satisfazem as condi-

coes do Teorema 3.3.2 sdao chamados expoentes de Lyapunov. FEles satisfazem Amax = A1 €

)\min = )\k

Quando p é ergddica, segue do item b) do Teorema 3.3.2 que os valores de k(x) e
cada um dos expoentes de Lyapunov \;(x) sdo constantes em um conjunto de medida total.
Vamos chamar de d;(z) = dim V;! —dim V/*! a multiplicidade do expoente de Lyapunov
correspondente \;(z). O espectro de Lyapunov de F' é o conjunto de todos os expoentes
de Lyapunov, cada um contado com multiplicidade. O espectro de Lyapunov é simples se
todos os expoentes de Lyapunov tiverem multiplicidade 1 ou, de forma equivalente, se a
filtracao for completa.

Quando f for invertivel, o Teorema de Oseledetes admite um enunciado mais

preciso.
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Teorema 3.3.4 (Oseledets - caso invertivel) Se f: M — M for invertivel e log™ || A% |
€ Ll(,u), entdo para p—quase todo © € M existe uma decomposicio R = Elg.. @Ek
tal que para todo i=1,...,k:

a) A(z) B = Ej,y e Vi =@ Bl

b) hm llogHA”( Jv|| = \i(%) para todo v € EX diferente de zero;
sen £ (@Efn @Ejn )|:0 sempre que INJ =0.

el jeJ
Acima, o dngulo £(V,W) entre os subespacos V,WW C R? ¢ o menor dngulo entre dois

1
c) hm —log

vetores nao-nulos veV ew e W.

Demonstracao: Vide [11, Teorema 4.2].
O
No restante desse capitulo, vamos enunciar e provar o Teorema de Oseledets

quando d = 2.

Teorema 3.3.5 (Oseledets em dimensio dois - caso nao-invertivel) Selog™||AT| e
Ll(u), entao para p—quase todo ponto x € M uma das condigoes abaixo vale:

1) Amax () = Amin(z) € lirllnilogHA”(x)vﬂ = Amax (), para todo v € R?\{0}.

2) Amin(%) < Amax(7) e ezxiste uma reta E5 C R? tal que

1 Amin(2), se v e EI\{0
liénﬁlogHA"(x)vH = 1) (3.10)

Amax (2), sev € R?\ES,

Ademais, o espago E3 depende mensuravelmente do ponto x e é invariante pelo cociclo, ou

seja, A(z)-E E;Z( ) bara pi—quase todo ponto x € M.

Demonstrac¢ao: Assumimos inicialmente que A : M — SL(2,R) (o caso geral serd deduzido

a partir deste). Considere z € M como na conclusao do Teorema 3.2.7. Como d = 2,

tem-se ||A"(z)|| = H(A”(I))_l\l Da,
Amax () + Amin (z) = hm <log||A”( M| +10g||A"(x)||_1) —0.

Assim podemos considerar A\(x) = Apax (%) = —Amin(z). Primeiro, seja x € M de modo que

A(z) = 0. Para todo n € N e todo v € R?\{0} temos

1A™ (@) [ o] < A" (2)ol] < [|A™ (@) o]].
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Tomando logaritmo na desigualdade e dividindo por n obtemos que

1 n -1 1 n 1 n

—log ([ A" (@) [vll) < ~loglA™(z)v]| < —log (|| A™ () [[|v]])
e dai, passando o limite, segue que

lim ~ log || A" ()| " < lim ~ log || A" ()o]| < lim —log | A™(z))

o108 = - 10g = 108 )
ou seja:

—Ax) < limllogHA”(x)vH < A(x).
non

Assim, quando A\(z) = 0, obtemos o caso 1).
Agora, vamos supor que A(z) > 0. Seja ng € N tal que para n > ngy tem-se

|A™ ()| =~ ™ ®) > 1. Tome vetores ortonormais s, () e u, (), respectivamente, tais que

IA™ (@) sn ()| = A" ()| 7" e [| A" (2)un(2) ]| = A" ()]
Figura 1 — Expancao e contracao de s, € u,.

A (T)Sﬂ (I) ‘. ..... N

Sn (’L‘) Un (T)

NI

~

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, iremos provar que (s, (x)), converge, isto é, que o subespago gerado por

sp(z) convergird para o espago procurado.

Lema 3.3.6 O dngulo ay = £(sp(x),sp+1(x)) decresce exponencialmente, com

1
limsup — log|sen v, | < —2\(x).
n n
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Demonstragao: Seja a,, = £(sp(x),sp41(2)). Com respeito a base ortonormal {s,11(x),

Un+1(x)}, o vetor s,(x) se escreve como
sp () = cosay, - Spt1 () +senay, - up41 ().
A imagem por A"*1(z) desta base é, por definicdo, ortonormal, e portanto:

|A™ (@)sn ()] = [|cosam (A" (2)snq1(2)) +senan (A" (2)un 1 (2)) |
> ||sen o (A" (@) un 1 ()]

= |senay|||[A" ()| (3.11)
Por outro lado, por (3.5), tem-se

[A™  (@)sa (@) = A" (@) A™(@)sn ()]
< (A @) - [|A™ (@) sn(2)
= [JAGF™ (@)l A" ()]~ (3.12)

Combinando as desigualdes (3.11) e (3.12), temos

- A @)
Isenan| < 1 ) [TA 1 (@]

Tomando logaritmo e dividindo por n, temos

log [[A(f" ()]

log |sen au, |

log || A" ()] log |A" ()|
n

limsup <limsup —limsup —limsup
n n n n

" (3.13)

Para ¢ =log||A||, o Coroléario 3.2.6 garante que, para u—quase todo ponto x € M, temos
li L log||A(f™ =0
im - log [ A(/"(2)]) = 0.

Desse modo, de (3.13) e pelo Furstenberg-Kersten tem-se que

1
limsup —log|sena,| < —2A(z).
n n

Lema 3.3.7 A sequéncia (sp(x)), € de Cauchy no espagco projetivo.
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Demonstracao: Seja ¢ > 0 tal que —2\(z) 4+ < 0. Pelo Lema 3.3.6 e da defini¢ao de

limite superior, existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se
|senay,| < (72 @)+e), (3.14)

2
Considere o intervalo K = [0,27]. Se o angulo entre s,(z) e sp4+1(z) estd em [0,;],
sabemos que sen <a2n> <senay,, dai,

1 e}
§||sn(x) — Sp+1(7)|| = sen (2") <senay (3.15)
Pela desigualdade (3.14) vamos ter
lsn(2) = sns1()] < 2672+, (3.16)

. ) 27
Se o angulo entre s, () e sp+1(x) estd em K\ {0, 3} , trocando alguns s;(z) por —s;(x)
se necessario para completar o losango, como as diagonais sao bissetrizes e a altura de um
triangulo isosceles, como na figura, pela definicao do seno de um angulo, tem-se o mesmo

resultado (3.16).

Figura 2 — Losango gerador po s, € Sp—1.

Sny1(x)
Sp(x)

U

~

“Sn+1(T)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Consequetemente, existe C' > 0 tal que para n suficientemente grande vale

lsn(2) = sns1(w)]| < CeT2A+), (3.17)
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Em particular, a sequéncia (s,(x)), é de Cauchy.
0]
Vamos definir s(z) = lim sp(x) sempre que o limite existir. Seja [, (x) o &ngulo
entre s(z) e sy(x). Como a,, converge para 0 exponecialmente, o mesmo ocorre para [3,(z),

com a mesma taxa exponecial. Logo
) 1
limsup —log|sen 3, (x)| < —2\(x). (3.18)
n n
Lema 3.3.8 O vetor s(x) é contraido a taxza de \(x), isto é:
li ! log ||A™ =—\
im -~ log |A"(z)s(2)]| = —A(x).
Demonstragao: Seja (3, (x) = £(s(x),sp(z)). Logo, s(x) se escreve como
s(x) = cos By (z)sp () 4+ sen B (x)un (),
na base ortonormal {s,(z),u,(x)}. Aplicando A™(z) em s(z) temos

A @S = leos B (2) A" (@) () 561 Bu() A" (@ )n()|
> |lcosBn(x)A™(x) s, ()]
= |cosﬂn(x)]HA”(:c)H_1.

Entao,
o] n | ng -1
liminf —log || A" (z)s(z)|| = lminf —(|cosSn(z)|||A™ ()] 77)
o] 1
= hrr}llnfﬁlog]cosﬁn(w)\—hyrlnﬁlogHA”(:U)H
= 0—\z)=—-X\(=)
e portanto
1
liminf —log [[A"(x)s(x)[| > —A(z). (3.19)
n

Por outro lado, como ||A™(z)s(x)|| < |cosBn(x)|[|A™(x)sn(z)]| + |sen Gy (2)]|| A™(z)un (2)]|,
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tem-se

1
limsup —log || A" (z)s(z)||
n n

< lim7§UP:L10g(|COSﬁn(x)H|A”($)Sn($)||+|Senﬁn(af)|\|A”($)un($)H)

= ma {limsup ~ og] cos B )| (s ()| limsup Lo sen 5 ()} 4" (2 ()]
< max{limsupilogHA"(x)H1,1imnsup:llog|senﬁn(x)|—i—limsupilog“A”(:c)H}

< max{—\(z),—2X(z)+ A(2)}

—A(x).

Desse modo,

lim ~ log | 4" ()s(2) | = ~A(x).

O
Note que o Lema 3.3.8 nos da uma idéia de quem poderia ser £} no teorema,
tal i d i 1 Sej R? ao seja coli
mas para tal, precisaremos de mais uma lema. Seja v € R* que nao seja colinear com s(x

e seja () o dngulo entre os vetores s, (x) e v.
Lema 3.3.9 Se v € R?\{0} ndo ¢ colinear com s(x), entdo
. ]' n
lim —log |A™ (x)v|| = A(z). (3.20)
n
Demonstracao: Podemos escrever v = cosy, () sy (x) + senyy, (z)un(z), logo

[A™ (vl = [[cosyn(2)(A™ (2)sn () +senyn () (A" (z)un (2))
> [senn ()| A" (2)un ()]

[sen (@) || A" ()]

Como v néo é colinear com s(x), dado € > 0 existe ng € N tal que € < |sen~y,(z)| <1 para
todo n > ng, logo
hn%mfglog | A" (x)v|| > hrglmfﬁlog|sen7n(x)|||A ()]
1 1
= liminf —loge + liminf —log || A" ||
non non

= 0+ A(2)



Assim,

o] n
lnr}lmfﬁlogHA (x)v] > A(z).

Por outro lado, uma vez que ||A™(z)v| < [|A™(x)||||v]|, temos

1 1
limsup —log ||A"(z)v|| <lim —log||A"(x)| = ().
n n nn

Assim,

1 n
hrrlnﬁlogHA (x)v] = A(z).

Lema 3.3.10 A(z)s(z) € colinear a s(f(z)).
Demonstracao: Com efeito, a luz do Lema 3.3.8, tem-se

“AM@) = lim——log| A" s(a)]|

1
n+1
=l g A7 () A()s ()]
=l log | A4"((2) A(w)s(2) |

Usando o Lema 3.3.9 para v € R2\{0} ndo colinear a s(f(x)), temos

li—log [ 4"(F(2)el] = A(S(@))

Como \(z) # 0, segue que A(x)s(x) é necessariamente colinear a s(f(z)).
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(3.21)

O

Parte final da prova do Teorema 3.3.5. Tome E2 C R? como sendo a reta

Rs(z) = {as(x); a € R} gerada por s(z). O Lema 3.3.8 prova a primeira afirmagao em

(3.10), o Lema 3.3.9 prova a segunda afirmacao em (3.10). Ademais, temos A(x)ES =

pelo Lema 3.3.10.

ES

f(x)

Agora vamos estender o resultado para GL(2,R). Defina ¢: M — R por ¢(z) =

1
|det A(x)|2. Seja B: M — SL(2,R) tal que A(z) = ¢(x)B(z) para x € M. Sabemos que
para cada z € M tem-se |det A(x)*| < ||A(x)F]|?. Logo, se log™ ||ATY| € L'(1) entao

log™ c € L' (u). Como [|A(z)|| = |e(x)[[| B(x)]], temos

J1o8" 1A@)ldpu(z) = [1og" c(w)dp(z) + [1og" |1 B(x)ldu(x)



47

e portanto log¥||B|| € L*(). Analogamente, log™ ||B~!|| € L'(x). Assim, para todo
vE RQ\{O}, usando o Teorema de Binet para o produto finito de matrizes, temos que para

pu—quase todo ponto x € M :

. 1 ] 1 n—1 )
hTIlnglogHAn(:c)vH = h}bnﬁlog Hoc(f] (x))-B"(x)v
]:

ol : 1 n
= hrILn [njgologdfj(w))‘l’nlogHB (ZE)UH]

Pelo Teorema 3.8, existe t(z) = hm Z logc(f7 (z)). Também existe, pela parte j& provada

1
desse teorema, o limite lim,, —log HB”(:)&)UH, assim:
n

a) ou, Apax(z) = Amin(z) =t(x) e

li L log [|A" =t

im -~ log || A" (z)v]| = t(2),
b) ou, Amax(7) > Amin(z) € existe uma reta ES C R? tal que

1 Amin (), se v e EZ\{0}
lim — log | A" (z)v] = { ’
n

Amax (7), se v € R?\E3.
Note que ES = t(z)+ ES, onde ES é o subespaco vetorial unidemensional dado pela parte
ja provada para o cociclo B. Ademais, A(z)- Ef = E3 0y
O

Procedemos agora para a versao do teorema, assumindo que a transformagao é

invertivel.

Teorema 3.3.11 (Caso Invertivel) Se f: M — M for invertivel e log™ ||A¥%|| € L*(u),
entao para p—quase todo ponto x € M, uma das condigoes abaixo vale:

1. Amax(7) = Amin(2) € lim llog||A”(3U)v|| = Amax (), para todo v € R?\{0},

2. ou, Amin(7) < )\max(az) e existe uma decomposicio R? = EY@® E3 tal que

Amin(Z), sev € BEZ\{0
lim llogHA”( || = @) € B0} (3.22)

neen Amax (7), se v € RP\ES.

Amax (), se v e EY\{0
lim —10g||A”( Jo|| = (@) € B0} (3.23)

ren Amin(7), se v € R2\ B,
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Além disso, como no Teorema 3.3.5, A(x)-EY = Ef € Ax)-E2 = L% ) € 0 angulo entre

essas duas retas decresce suberponecialmente ao longo de orbitas, ou seja:
li ! 1 L(E3
im og|sen £(Efn(y): Efn(y))| = 0. (3.24)

Antes de fazermos a demosntracao do Teorema 3.3.11, precisaremos da seguinte

proposicao.

Proposigdo 3.3.12 Seja A € SL(2,R), entdo para todos os vetores x,y € R?\{0} tem-se

1 |sen £L(A(z), A(y))] 1
— < < [|A[[IA™]. (3.25)
[AIA |sen £ (z,y)]
Demonstracao: Seja ¢4 : RP2 — RP?, onde RP? é o espaco projetivo real de dimensio
A
2, dada por p4(z) = HAEx;“ Para = € RP? e v € T, RP?, temos
x

dpa)erv = Jim - (pala+ 1) —pa(a)

o 1( Ale+to)  Al) )

11 -
=0t \ JA(z+to)|| [ A(z)]

Caso @4 seja Lipschitz, entdo o resultado segue. De fato, sabe-se que dados p,q € R\{0},

temos
1
i lp—aqll- (3.26)
|HpH IIqIIH {Hp\l HqH}

Assim, para vermos que ¢4 é Lipschitz, basta usar(3.26), donde

ld(pa(x)vll =

lim ! —(pa(o+tv) - wA(:c))H

A H wiiiiiu - uﬁggu H

1 1 1
e N LG

1 1
lf%m{ [AG )] TA@)] } A
JAW)]
1A
1Al
m(A)

IA

IN

Dali,
m(A) A
AT < ldpa(@)| < m(A)
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Logo, uma vez que d(p(2),0a(y)) = |sen £(A(z), A(y))|, temos
m(A) _ [send(A(x),A@w)| _ |IA|
Al S send(wy)] - m(A)

O
Demonstracgao: Prova do Teorema 3.3.11: Vamos tratar o caso em que A toma valores em
SL(2,R) (a extensao para GL(d,R) é feita de modo similar ao que foi feito no Teorema 3.3.5).
Assim, considere € M como na conclusdo do Teorema 3.2.7, € A(2) = Amax (%) = —Amin (7).
O caso em que A(z) = 0 segue diretamente do Teorema 3.3.5 aplicado a F e F~1. Agora,
vamos assumir que A(z) > 0. Sejam E? =Rs(z) e E¥ = Ru(x) os subespagos dados pelo
Teorema 3.3.5 para F e F~!, respectivamente. Precisamos mostrar que essas duas retas

sao transversais.

Lema 3.3.13 Os vetores s(z) e u(x) sao ndo colineares para jpi—quase todo ponto de

{z: \Nx) >0}.
Demonstracao: Basta mostrar que
: 1 n S|
Jim o |47 () B3] = ~A(x)

para pu—quase todo ponto em {x: A(x) > 0}. Sejam

Unlr) = log [ A @) B e n(r) = —log (A" ()| ED)~ .

-n
Usando o Teorema 3.3.5 para F~! para u—quase todo ponto z € M a sequéncia 1,

converge, digamos para ¢(x). Usando (3.5), temos
(A" (f (@) By~ = A ()| BL.
Desse modo,
pnof (@) = log (A" @)}y
= gl A" @) B
= la).

Assim, ¢y 0 f7" = 1),. Por (3.10), para p—quase todo ponto x € M, o espago gerado por
s(x) é contraido a taxa exponencial de —\(x), ou seja, @, converge para —\. Em particular,

a sequéncia ¢, converge para —A em medida, isto é, para todo € > 0 tem-se

lim p({z € M : |on(z)+ A(z)| > €}) =0. (3.27)
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Como A é f—invariante, para todo k € Z temos
{r€M:|pn() +A@)| >} = {ze€M:|on(fM(@) + (M) > e}
= {ze M:|pu(ff(x) +A(2)] > e},
Em particular,
lin (€ M on(e) +A@)| > 2}) = i (e € M on(f (@) +A@)| > <)
= lim p({z € M: |¢n(z)+A(@)| > €}).

De (3.27), temos
lim p({z € M; [¢n(z)+Az)| > e}) =0. (3.28)

Tendo em vista (3.28), concluimos que 1, converge em medida para —\, e como ),

converge para 1, entdo ¢y = —\ para p—quase todo ponto. Assim, temos
1 _
lim —log | A™"(2) | Ez[| = —A(2).

Como

. 1 -n w|l
lim —log | A" ()| E2]| = A(x),

segue que E7 # EY.
O

Lema 3.3.14 Seja 0(y) = L(ES, EY). Para pu—quase todo ponto x com A(x) > 0, temos
v My

lim ~log|senf(f"(x))| = 0.
n

n—=+oo

Demonstracgao: Usando a Proposicao 3.3.12, temos

m(A(z)) _ [sen£(A(x) Eg, A(z)Ep)| _ [|A(z)]]
[A@I = [senL(EREY)|  — m(A(z))

Relembre que A(x) € SL(2,R), logo m(A(z)) = ||A(z)||~!. Usando que os espacos ES e

EY sao invariantes pelo cociclo, obtemos

s e8] _
m(A@)? < S < A

Tomando logaritmo nesta desigualdade, obtemos

|log |sen6(f(x))| —log|send(z)|| < 2log || A(z)[.



ol

Integrando ambos os lados dessa desigualdade, temos

/!10glsen9(f(x))! —log[senf(x)||du(z) < 2/10g\|A($)Hdu(flf) < 00

Portanto, log|sen®(f(x))| —log|senf(x)| € L' (). A luz do Coroldrio 3.2.6 aplicado &

fungao p(x) = log|sen(z)| temos

1
lim —log|sen&(Efn gy, Efn(y))| = 0.

n—=+oo n,

Isto finaliza a prova do Teorema 3.3.11.
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4 DESIGUALDADE DE RUELLE

Neste capitulo, provaremos um resultado béasico da teoria ergddica para di-
feomorfismos, que relaciona entropia e expoentes de Lyapunov. O resultado ¢ uma
desigualdade, conhecida como desigualdade de Ruelle, e foi provado por David Ruelle
na década de 1970. Mencionamos que Grigory Margulis provou uma versao particular
da desigualdade anteriormente a Ruelle, para aplicagoes que preservam volume. Por essa
razao, alguns autores chamam-na de desigualdade de Margulis-Ruelle. Os resultados deste

capitulo podem ser encontrados em [5].

4.1 Desigualdade de Ruelle

Teorema 4.1.1 (Desigualdade de Ruelle) Seja f € Diff '(M), onde M ¢é uma varie-
dade compacta sem bordo. Para toda jp€ My(M), tem-se

ha(f) < [ (uZ) Omx:c»i(x)) dp(x). (4.1)

Por simplicidade da demonstracio, restringimos a prova ao caso em que M C R¢
com a métrica euclidiana. Isso evita o uso de mapas exponenciais que, embora causem
pouca distor¢ao local da métrica, carregam a notacao.

Primeiro vamos supor que p é ergddica. Dessa maneira, teremos que \;(z) = \;
¢ constante para pu—quase todo ponto. Logo, basta provar que

hu(f) < - mii. (4.2)
Ai>0
Podemos supor que su]\%demH > 1, pois quando suj\%dezH < 1, existe o > 0 tal que
ze z€

sup ||dfz|| < o < 1. Dessa maneira, pelo Teorema de Mudanga de Variavel temos
xeM

Vol(M) = Vol(f(M)) = /f 7= /M\det df,| dy
< [ ldrlldy< [ o dy< [ dy=Vol(a),

o que é um absurdo.
A prova utilizard uma série de lemas. O primeiro deles envolve apenas a

diferenciabilidade de f.
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Lema 4.1.2 Para todo m, existe eg =eo(f™) > 0 tal que para todo € € (0,£0] e todo x € M

tem-se

S (Be(x)) € 2df;"(Be(0)) + f™ (). (4.3)

Demonstracdo: Como M C R? o mapa exponencial exp, : T,M — M ¢é dado por
exp,(v) =v+z. Fixado x € M, escreva A = df)" e considere F' = eXp;"ll(x) of™ o exp,.
Temos que F(0) =0 e F é diferencidvel, com dFy = A. Como F(v) = f™(v+xz)— f™(z),

queremos mostrar que existe eg = £o(f"") > 0 tal que para todo ¢ € (0,e¢] vale
F(B:(0)) € 2A(B:(0)),

ou seja, para cada z € B:(0) devemos encontrar 2’ € B.(0) tal que F(z) =2A(Z"). Seja
S = inf{m(df]") : v € M'}. Pela diferenciabilidade de F, existe 9 > 0 tal que

|zl <dgp = F=A+FE com |E(2)|<p|z]- (4.4)

Dado z com ||z]| < do, temos

, 2+ ATE(2)

F(2) =2A(Y) <= 2A(2) = A(2)+ E(2) <= 2/ =24+ A7'E(2) <= 2 5

Por (4.4), temos [|E(2)|| < B]lz[| < [A7!] 7|z e, portanto,
IATE@) < JATH - IEE)] < l=].

. / . . p 7 . . . . .
< . = _— e —
Assim ||2'|| <|z||. Tomando £¢ := min {50, ST ||df;”||+1} onde p é o raio de injetividade
de M, o resultado segue.

O

O préximo lema constréi particdes que se relacionam bem com bolas.

Lema 4.1.3 Seja (M, F,u,g) um sistema que preserva medida. Para todo r >0, existe
uma particio A com as sequintes propriedades:

a) diam(A) < 2r.

b) Para todo A € A, existe y € A tal que

Br(y) CAC B(y).

[l

Demonstragao: Usando a compacidade de M, podemos considerar T' = {z1,...,2)} C M

um conjunto de pontos r— separado maximal. Temos

d(z;,2;) > r, para todos z;,2; €', i # j.
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Como I' é maximal, para todo = € M existe z € I" tal que d(x,z) <r, caso contrario o

conjunto I'U{z} é r— separado, o que contradiz a maximalidade de I". Assim

M = U BT(Zk)
k=1

Para cada z; € I, defina
Ai={y € M :d(y,z) <d(y,zj) para todo j # i}.

Veja que para cada j € {1,...,(}, A} é mensurédvel e, ainda, {Aj,..., A}} cobre M, pois
M é compacta (mas nao constitui uma partigdo pois os A, podem se intersectar). Dado

xE Bg(zi), temos para todo j # i

r<d(z,zj) <d(z,v)+d(x,25) < g—l—d(x,zj) = g <d(z,zj), (4.5)

onde r € A; e x ¢ A para todo j # i. Por outro lado, se existe y € A}\B;(z;), entdo para
todo j # i tem-se

r<d(y,z) <d(y,zj) = r<d(y,z),

ou seja, ['U{y} é r—separado, o que contradiz a maximalidade de I'. Portanto, para todo
je{l,...,0} temos

By (2) C A} C Br(2). (4.6)

Vamos agora definir a parti¢ao {A1,..., Ay} por

-1
Ap=A7 e AjZA;-\(UA;) para j=2,...,0.
i=1

Note que para todo j € {1,...,¢} tem-se que A; é mensuravel e, por construcao, A;NA; =1

para todos i # j. Assim, A= {Aj,..., Ay} define uma partigio de M. Por (4.5), para

todo j vale que Br (2j) C Aj. Ademais, segue de (4.6) e da construgao da partigao que
Aj C By(2;). Em particular, diam(.A) < 2r, o que prova os itens a) e b).

O

Assim, se m for suficientemente grande e n > 0, pelos Lemas 4.1.3 e 4.1.2

temos que para todo ¢ € (0,min{eg(f™),e1(f™,n)}) existe uma particao A de M com as

seguintes propriedades:

a) diam(A) <e.
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hy(f7A) 2 h(F™) = 1. (4.7)

c) existe r € (0,6/2) tal que para todo A € A existe y € A tal que

Br(y) C AC B.(y); (4.8)

(V]

d) Para todo z € M vale

f"™(Bar(x)) C 2df)*(B2,(0)) + f™(x). (4.9)

Fixe uma tal particdo. Como f é invertivel, podemos aplicar a Proposicao 2.2.8 e obter

que

h#(fva) = hﬂ(f_va)
= lim Hy, (A" (A)V (A Vv 7 (A)) (4.10)
= inf Hy (AU (A)V AV )

< Hu(Alfm( )
= Z Z MAQD) og<'u(AmD)> (4.11)

Defm(A ) i wD) uA)

= Y wWD)H.(AD)
De fm(A)

< Y u(D)log#{Ac A: AND#0}, (4.12)
De fm(A)

onde na ultima desigualdade utilizamos a Proposicao 2.1.4. Agora, temos o interesse em
limitar #{A € A: AND # (}. Para tal, facamos os seguintes lemas. O primeiro deles
estabelece uma estimativa uniforme, independente das propriedades dos expoentes de

Lyapunov.
Lema 4.1.4 Para todo D € f™(A) tem-se
#{Ac A: AND # 0} <12%sup ||df.||™. (4.13)
rxeM

Demonstragao: Seja ' =r/2. Sabemos que para todo A € A existe y € A tal que
B, (y) C AC By(y) C Bar(y). Em particular,

diam(A) < 2r. (4.14)



Seja D = f(A) € f™(A). Pela desigualdade do Valor Médio, temos
diam(D) < sup ||df)"|| - diam(A") < sup ||df || - 2r.
€A zeM
Dado ¢ > 0, uma d—vizinhanga de D ¢é definida por

Bs(D):= | Bs(z).
xeD
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(4.15)

Caso AND # () entdao, usando (4.8), temos A C Ba,(D). Note que diam(Ba, (D)) <

diam(D) +4r, pois dados x,y € Bay(D), existem 2’ € D e y € D tais que ||z —2'|| <2r e

ly— /|| < 2r e portanto pela desigualdade triangular temos

lz =yl < llz = 2|+ 12" = /Il + ly = /Il <[l = y/l| + 4r.

Dessa maneira Ba; (D) C Bgjam(p)+4r(?) Para qualquer z € D. Usando (4.15), temos

Vol(Bzr (D)) < Vol(Baiam(p)44r(2)) < wa- (diam(D) +4r)”

d
< wyg- (sup deme-Qr—i-er)
xeM
d
= wg- (sup deme—l—2> (2r)d,
xeM

d
onde wq = Vol(B1(0)). Como Bz (y) C A, temos wy - (%) < Vol(A). Assim

H{AC A AﬂD%@}-wd-(;)d < Y Vol(A).

AND##(D

Como Vol D < Vol By, (D), usando (4.16), tem-se

J d
#{Ac A: AﬂD#@}-wd-<g> < wg- (sup ||dfx||m+2> (2r)4.
xeM

Por conseguinte,

d
#{Ac A: AND#0} < (Sup ||dfm||m+2> 44
zeM

1 1 d
< sup ||df. md <+ ) 2dyd
xEMH JCH 2 SupxeMdeJCHm
< 12d~sup ||alfg;||md7
zeM

onde na ultima desigualdade usamos que sup,c s ||dfz||™ > 1 para m grande.

(4.16)
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Observe que o lema acima nao envolve a dindmica de f, tampouco as proprie-
dades de expansao e contragao determinadas pelos expoentes de Lyapunov. Nossa meta
agora é levar em conta a dindmica de f e refinar a desigualdade (4.13). Para tal, vamos

introduzir o conjunto dos pontos “quase regulares”. Seja
1 . .
Rpy= {:U e M: 'klogai(dfz) —\i| <n, para todo k>m e z},

onde \; é o i—ésimo expoente de Lyapunov da medida ;. Observe que Ry, ¢ mensurdvel

e para todo n > 0 vale que
p(M\Rp(f,n)) — 0 quando m — oo. (4.17)
Lema 4.1.5 Seja D € f™(A) tal que [~ (D)N Ry, # 0. Entao
#{AcA: AND #0} <48%.emnd TT emiatmm, (4.18)
A >0
Demonstracao: Sejam Ag = f~"(D) e x € AgN Ry, . Seja B := Ba.(x). Por (4.8) e
(4.9), temos que D = f"™(Ag) C f™(B) C Ep := 2df]"(B2,(0)) + f™(x). Assim, para todo

A e Atal que AND # () tem-se AN Ey # (). Ainda por (4.8), sabe-se que existe y € A com
Br(y) C A, donde

e portanto
r\ ¢
H{ACA: AND #0}-wy- (2) < 3 Vol(A). (4.19)
AND#(

Seja E1 = Bay(Ep). Se ANEy # () entdo A C Eq, logo por (4.19) temos
d
B{ACA: AND£0}-wy- (2) < Vol(Ey). (4.20)

Vamos estimar o volume de E; colocando-o dentro de um elipsdide que se relaciona com
Ey. Sejam Aq,...,; Ay os expoentes de Lyapunov positivos, e considere seus respectivos
valores singulares o1 (df}"),...,o0(df2"). Seja E := E(k-8r-o1(df"),...,k-8r-op(dfl"), k-
8r-e™ ... k-8r-e™") um elipséide, onde k > 0 serd determinado de forma que F; C E.

Veja que o;(dfi") < e™ para todo \; < 0. Seja z € Ey. Escreva T =x+2' com z € Ej e
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|2'|| < 2r. Usando que (a+b)% < 2(a?+b?) para a,b € R, temos

¢ (z; +2)? 4 (x;+a))? 2 z? d z?
7 + K3 7 S = 1 + 1
2 TSP 2, Gesrom? S R\ S Grodd)? T 2, e
2 («)? L ()
+ 5 ’ + J
2\ & ol d)? 2z, B
d 2 d /\2
2
S = Z xl 5 _|_72 (xz)z
k2 \ = (8- ai(dfm)) k2 \ = (2r)
4
< 12
Tomando k = 3, segue que E; C E. Logo
l d
Vol(E1) < Vol(E) =wg-3%- (8r) [] ou(df™) T ™
i=1 i=0+1
< wg-3%-(8r)d. emnd 11 emitmm:. (4.21)
Ai>0

Combinando (4.20) e (4.21), obtemos
d
#{A€A: AND #0}-wy- (72“) < wg-3. (8)% . emmd T[ emOutnmi
>\i>0

o que implica

#{AcA: AND #0} <48%.emnd TT emPitmmi,
;>0

O
Agora temos todos os ingredientes para estabelecer a desigualdade de Ruelle
para medidas ergddicas.

Demonstracio: (Desigualdade de Ruelle - caso ergédico) Combinando (4.7) e

(4.10), temos

hu(f™)—n< > p(D)log#{AecA: AND #0}. (4.22)
Defm(A)
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Usando os Lemas 4.1.4 e 4.1.5 e o fato de que p é f—invariante, segue que

h(f™)=n < Y p(D)log#{Ac A: AND#0}
Defm(A)

= Y uf (D)) log#{AEA:

f*m(D)ﬁRm’n:@

S alf D) log#{A € A:

f_m(D)ﬂRm,n#@

IN

=™ (D)NRm,n=0

AND #0}+

AND#0}

3 1(D)log (12d sup ||dfx||md> +
rxeM

f_m(D)mRmﬂ]?é@ )\'L>O

IN

mnd + Z m(\i +n)m;.
;>0

Dividindo por m, obtemos que

dlog12 dlog48

) < 2 [ P22 atog (sup 471 )| OO0\ R+

Fazendo m — oo, segue de (4.17) que

hu(f) < nd+ Y- (Ni+n)m;.
A >0
Como 7 ¢é arbitrario, fazendo n — 0 concluimos que
hﬂ(f) S Z my,
;>0

o que estabelece (4.2).

[dlog 12 +mdlog (sup deﬂ\)] p(M\ R ) +dlog 48 +
zeM

(4.23)

+nd+ > (Ni+n)m.
Ai>0

O

Agora, vamos supor que p nao é ergddica. Seja {up: P € P} a decomposicao

ergbdica de p1. Devemos escrever a entropia h,(f) em termos de sua decomposicao ergodica,

e para tal precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 4.1.6 (Jacobs) Suponha que M é um espago métrico completo separdvel. Seja

(M, F,pu, f) um sistema que preserva medida, onde p é uma de probabilidade, e seja

{pp: P €P} a sua decomposicao ergodica. Entdo

hu£) = [ e (1) dR(P).

(4.24)
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Demonstracao: Vide [7, Teorema 9.6.2].

O
Demonstragao: (Desigualdade de Ruelle - caso nao-ergédico) Como cada up é
ergddica, podemos utilizar o resultado mostrado para medidas ergddicas. Dessa maneira,

usando o Teorema 4.1, temos

hy,

J
/ S mi(r ) dji(P)
/
/{

hu(f) =

IN

O

Corolario 4.1.7 Seja f € Diff 1(M), onde M ¢é uma variedade compacta sem bordo. Se
pe My(M) ergodica é tal que h,(f) >0, entdo p possui pelo menos um expoente de
Lyapunov positivo e pelo menos um negativo. Em particular, quando M ¢é uma superficie,

entdo seus dois expoentes de Lyapunov sao tais que Amax > 0 € Apin < 0.

Demonstracgao: Usando a Desigualdade Ruelle, temos
0< h'u(f) < Z mi)\i,
Ai>0

o que implica a existéncia de algum 7 tal que A; > 0. Por outro lado, como h,,(f) = hu(f_l),
segue que f~! tem um expoente positivo. Uma vez que o espectro de f~1 é simétrico ao

de f, segue que existe j tal que \; <O0.
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5 UM CONTRA-EXEMPLO PARA A DESIGUALDADE DE RUELLE
NO CASO NAO-COMPACTO

Neste capitulo, vamos mostrar que a compacidade da variedade no Teorema
4.1.1 nao pode ser retirada. Sera feita a construcao de um sistema dindmico similar
a um fluxo de suspensao sobre uma transformacao de intercambio de intervalos, cujo
comportamento local é o de uma translacao. Os resultados desse capitulo foram obtidos

por Riquelme [9].

5.1 Construgao da variedade Riemanniana nao-compacta

No que segue, iremos introduzir o conceito de intercambio de intervalos, que

sera utilizado na construcao da variedade.

Defini¢ao 5.1.1 (Transformacgido de IntercAmbio de Intervalos) Uma transforma-
¢io de intercambio de intervalos (TII) é uma transformagao invertivel T : [0,1) — [0,1)
satisfazendo as sequintes condigoes:
a) Eziste uma sequéncia estritamente crescente {x;}i>o C [0,1) e uma sequéncia
{ai}i>0 C R tal que 9 =0, lizmxi =1eT(x)=x+a; para todo x € [T;,Tit1);

b) O tnico ponto de acumulagiao do conjunto {x;+a;} U{xiy1 +ait1}i>o € 1.

Denote por m a medida de Lebesgue em [0,1) e seja T" uma TII. Como T é
definido por partes por translagoes, T' preserva a medida m. Vamos denotar por Z a
partigao de [0,1) definida por {[z;,z;11)}i>0. Essa partigdo satisfaz a seguintes propriedade

de entropia.
Proposigao 5.1.2 (Blume) Seja T uma TII. Se hy,(T) > 0, entao Hyy(Z) = 0.

Demonstracao: Vide [3, Corolario 3.3].

O

Definicao 5.1.3 (Sistema aperiddico) Seja (X,m,T) um sistema dindmico ergédico.
Dizemos que T’ € aperiodico se é invertivel e o conjunto dos pontos periodicos tem m—medida

nula.

O préximo teorema nos diz que estudar sistemas aperiodicos é equivalente a estudar T1I’s.
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Teorema 5.1.4 (Arnoux-Ornstein-Weiss) Todo sistema dindmico aperiodico é ergo-

dicamente equivalente a uma TII munida da medida de Lebesgue.

Demonstracao: Vide [2, Teorema 2].
O

Para qualquer h € (0,00], existe um shift de Bernoulli tal que sua entropia
métrica é igual a h. Como o conjunto dos pontos peridédicos do shift é enumeravel e a
medida de Bernoulli ndo tem atomos, eles tém medida nula, segue do Teorema 5.1.4 que
existe uma TII que é ergodicamente equivalente a um shift de Bernoulli com entropia h.
Uma vez que a entropia é invariante por conjugagao, segue que para todo h € (0, 00| existe
uma TII T em [0,1) com entropia hy,(T) = h.

Escreva I =10,1), e seja T': I — I uma TII. Escreva Iy = [xg,21) e I; = [z, 2i11)
para todo i > 1. Por simplicidade, sejam l; = m(I;) e S = {x;}i>0. Como T é uma
translagao por partes, ela é suave em I\S.

Agora, vamos construir uma fungao 7 : I — R U{+oc} tal que 7| 1\s ¢ suave e
xh_%lr(x) = 400 para todo i > 0. Ademais, essa funcao serd constante e igual 1 em um
conjunto de medida de Lebesgue grande. Para todo ¢ > 0, tomamos 0 < b; < [;/2, a ser
escolhido a posteriori. Divida I; em cinco subintervalos:

bi bi
lin = l%wﬁ-é) , lig = [$i+227$i+bi> , Lig = [mi +bi,xip1 — bi)

b‘
Liy = [xiﬂ —bi, Ti11 — 22> eljs= 5

b;
Ti+1 — 55 Tit1 | -
Veja a figura abaixo:

Figura 3 — Particao do Intervalo I;.

X

=

|
x; + 51 ) Ti+1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja a: R — [0,1] uma fungdo suave tal que af(_y g =1, a restricdo afr é
estritamente decrescente e oc][LJroo) =0.
Considere também ;2 : I; 2 — [0,1] € via : I; 4 — [0,1] definidas por

b.
x—(x; + % x— (x1; l_b'
o) = TIEE) oy - Sl b,

2 2
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Figura 4 — Grafico da funcao a.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, considere «; : I; — R definida por

1, sexel;,
(ovig)(z), se x € 2,
ai(r) = 0, se x € I; 3,

1 —(aovya)(x), se x €4,

1, sex € I;5.

Veja que para todo @ > 0, a fungdo «; é suave por construcao, veja seu grafico abaixo.

Figura 5 — Grafico da funcao «;.

Byl

i "‘ b; Tit1 — b w1 — *’i Tit1

Fonte: Elaborado pelo autor

Defina a funcao f; : I; — R™ por

1—log <x;xl> ,8e T € (xi,xijt%],
fi(z) = i (5.1)

Ti+1 — T .
1—1log (Zb) , 8e T € [Tip — %,l’i+1).
7
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A fungao f; é suave em (x;,x; + %) e (xjy1 — %,xi+1>. Defina agora a funcao r;: I; = R
por

ri(z) = a;i(z) fi(x) + (1 — i)
Tal funcao é suave em [;. De fato, o tinico ponto em que ela poderia nao ser suave é

Figura 6 — Gréfico da Funcgao r;.

I I I I ]

Fonte: Elaborado pelo autor.

T =1 +% € I; 3. Note também que r; ¢ igual a 1 em [; 3, concluimos que r; é suave. Veja
também que r; = f; em I; 1 UI; 5.

Finalmente, definimos r : [0,1) — R™ por

ri(z), se x € I;,
r(z) = @) © (5.2)

400, caso contrario.

Desse modo, vamos considerar 7' e r como na Defini¢ao 5.1.1 e (5.2), res-
pectivamente. Definimos o espago topolégico M = M (T, r) igual ao quociente I x R/~
com a topologia induzida de I x R, onde a relacdo de equivaléncia ~ é definida por
(@,r(x)) ~ (T(x),—r(z)).

Chame 7: I xR — M a projecao candnica definida por essa relacdo. Por
simplicidade, vamos denotar por [z,y] a imagem do ponto (z,y) € I x R por m. No que
segue, vamos mostrar primeiro que M adimite uma estrutura suave nao-compacta, e em
seguida que M possui uma métrica Riemanniana. Seja M* o subconjunto de M definido
por

M*={[z,y] e M: z€(0,1), —r(T"Yz)) <y <r(z)}

e seja F' o subconjunto de M definido por

F={lz,r(z)]e M: zeI\S}.
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Figura 7 — Espaco topologico M.

(T'(x),0] [=,0]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 5.1.5 O espago topoldgico M = M (T, r) possui uma estrutura suave de variedade.

Demonstrac¢ao: Vamos considerar duas familias de cartas locais de M. Para z = [z,y] €
M* | seja e > 0 tal que a bola euclidiana centrada em (x,y) e raio e, definida por Be((z,y)),
estd contida em 7~ 1(M*). A carta ao redor de z ¢ definida pela inversa ¢¢ =771 :
m(B:((z,y))) = B:((z,y)), a qual chamaremos de carta de Tipo 1.

Agora, se z = [z,y] € F' a defnigao da carta ao redor de z é um pouco mais

delicada. Considere & € I, para algum j > 0. Escolha ntimeros reais 0 < € < 4 min{|# —

zjl,|zj1 =2} e0<n< %, e defina os seguintes conjuntos:

Vi) = {(@y): lr—2<e, r(z)-n<y<r(x)} e

Val(z) = {l@y): l2-T@)| <e, —r(x) <y<—r()+n}.

Veja que o conjunto V='(2) = m(V1(2) UV=1(2)) é uma vizinhanga aberta de

z. Ademais, a aplicacao ¢ : VE'(z) — R? definida por

x,y—r(x)), se (x, Vol(2),
S (o) = (z,y—r(z)), se(z,y) €V j(2)
(z,y+r(x), se(zy)eVIl(2)

¢ um homeomorfismo, com inversa dada por (¢37) ™1 : Vl(z) UVE(2) = Vo (2) dada
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Figura 8 — Vizinhcas Vj?(z) e V—EZ(Z)

Fonte: Elaborado pelo autor.

por

[z,y+r(2)], se (z,y) € VI(2)

[,y —r(@)], se(z,y) € VE](2).

(WM z,y) =

Chamaremos 95" de carta de Tipo 2. Agora vamos mostrar que as transi¢oes entre
cartas sao suaves. Quando temos uma transi¢ao entre cartas do Tipo 1 ou cartas do Tipo 2,
a transicdo é simplesmente a identidade em R?, e, portanto, uma aplicacdo suave. Assim,
considere 11 uma carta de Tipo 1 e 12 uma carta do Tipo 2.
A transicio 10ty ! serd da forma (z,y) — (z,y —r(z)) ou (z,y) — (T(z),y —
r(z)), dependendo apenas do dominio Vi’g(z) ou V_EZ?(Z) que contém (z,y). Se con-
siderarmos a transicdo v oty |, teremos as formas (z,y) — (z,y +7(z)) ou (x,y) —
(T~Y(z),y—r(T~1(x))), dependendo apenas dos dominios como anteriormente. Em ambos
0s casos, as transi¢oes sao suaves, pois 1" e r sdo suaves em seus repectivos dominios.
O
Observe que M* é a imagem de N = {(z,y) € R?: z € (0,1), —r(T 1 (2)) <
y <r(z)} pela projecdo canodnica w. Como 7|y ¢ um difeomorfismo, a métrica euclidiana
3¢ em R? induz de modo candnico uma métrica Riemanniana g€ := (|5 )*§¢ em M*. A
métrica ¢ nao pode ser estendida para toda a variedade M, pois nas cartas ao redor de

pontos de F', onde r ndo é localmente constante, a métrica euclidiana sofre distorcao.

Definicdo 5.1.6 Seja M uma variedade suave. Sejam g' e g? duas métricas Riemannianas

em M. Dizemos que g* e g sdo pontualmente equivalentes se para todo p € M eziste uma



67

constante C(p) > 1 tal que para todo v € T,M tem-se

<C(p).

Proposicao 5.1.7 A wvariedade suave M = M(T,r) admite uma métrica Riemanniana g,

que € pontualmente equivalente a métrica g¢ quando restrita ao conjunto M*.

Demonstragao: Seja z € F', escolha € > 0 e escolha 0 < 6§ < % tal que a carta de Tipo 2
ao redor de z esteja bem definida. Defina a métrica A% em V&9 dada por (¢§’5)*§e. Como
a transicao entre duas cartas de Tipo 2 é uma translacdo, segue que h9 estd bem definido.

Considere o seguinte conjunto:

RO = {lz,y] e M : xz € I\S, —T(Tﬁl(x)) <y< —T(Tfl(x)) +oour(x)—d<y<r(x)}

Note que R® € V9 (w) para algum w € F. Considere a funcio suave ps : M — [0,1] tal
que p5|M\R5 =1, pslr=0e 0< ps <1 em qualquer outro caso. Desse modo, a métrica
Riemanniana definida por ¢° = psg€ + (1 — ps)h® coincide com g¢ em M\R®.
Afirmacdo: As métricas ¢° e ¢° sdo pontualmente equivalentes em M*.

De fato, seja z = [z,y] € M*. Vamos denotar por || - || respectivamente || - ||¢) a norma
induzida por ¢° (respectivamente ¢¢) em T, M. Sejam Z € F e £,0 > 0 tais que ¢§’5 esta

bem definido. Seja ||dZ7,/J§’5|| a norma do operador linear

A+ (T M, g%) — (R, ¢°).

Entao, se z € ij(i) em coordenadas locais temos

1 0 1 0
0 Oy—
d:95" = e (d:97°)7' =
—r'(z) 1 r(x) 1
Por outro lado, se z € Vf?(i), teremos em coordenadas locais
1 1 0

e (')t =

dey)s’ =
(T (z)) 1 —r'(T7Y(z)) 1
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Vamos limitar ||dzw§’§||. Para tal, podemos supor, sem perda de generalidade, que

z € V‘E 6( ). Temos (d Z@D?é)(dzw?a)*, logo:

—'(z) 1J\0 1

cuja equagao caracteristica é

1—)\ —r'(z) o )
det =0 — 1-(24+(r'())A+ A" =0,
—r'(z) 1+("(2))2 =\
2
donde encontramos o maior autovalor A\ = 24+’ (2))*++/ 5 " (x))z. Por um lado, A > 1

o que implica Hdzwg"SH =+v/A>1. Por outro,

"(@))2 4/ (7 ()t + 40 ()2 o 20407 @)*+ (@)
2 - 2

1+ (' () + 7' (z)]

(14 (2)])?

< A1+ (@)])?,

IN

logo Hdzw?é <2(1+]r'(z)]). Usando o mesmo argumento para H(dzwg’d)_lH, concluimos

que 1 < |y(dz¢§’5)—1|| < 2(1+]r'(x)|). Assim, para todo v € T, M temos

([ID? = g2(v,0) = ps(2)gS(v,v) + (1= ps(2))hS(v,0)
= ps(2)g(v,0) + (1 — ps(2))gS (13 (v), dop° (v))
< ps(2)g5(v,0) + (1 — ps(2)) |15 | 295 (v, 0)
< ps(2) 2Pl (0,0) + (1= ps ()| da 5 |95 (v, 0)

A5 179 (v, 0) = 2P ([lollS)*.

Por outro lado,

(092 = (I(d:22°) 7t dop2® (v)]|)?

< dA2”) TP (0)]16)?

= [(d=03°) MR = ps(2)) |02 )1+ ps(2) |daw2’ (0)[16)
(@))2((1 = ps(2)) 2+ 2] () |0]|S + s (2) (2 + 21 (2)])[[0]|<)?
(@) (v )12

< (2+2|r’ x)| 2

)
= (2+27(2)])
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Para z = [z,y] € M*, defina C(z) = (24 2r'(x))?. Logo, para todo v € T, M temos
C)~ "ol < oll2 < C =) - o]l

o que prova a afirmagcao.

5.2 O difeomorfismo suave ¢

Agora, vamos considerar a variedade Riemanniana (M, g‘s) construida na secao

anterior.

Definigdo 5.2.1 (Fluxo de suspensao sobre M*) Um fluro de suspensio (¢') em M*
é um fluzo tal que para todo t € R a aplicagdo ¢t : M* — M* satisfaz ¢'([z,y]) =[x,y +1].

Vamos denotar por ¢ := ¢! a transformacio igual ao tempo ¢ = 1 do fluxo, veja

a Figura 9. Em outras palavras,

x, 1|, se 1<r(z
Sl = | YT
[T(x),y+1—2r(z)], se y+1>r(zx).

Veja a figura abaixo:
Proposicao 5.2.2 A aplicacio ¢ : M — M € suave.

Demonstragao: Sejam z = [z,y] € M e 14,13 cartas locais. Vamos mostrar que o mapa
ba,8 = Ya o¢o¢6_1 ¢ suave em z. Se 1), e ¥g sao cartas do Tipo 1, entdo ¢, g ¢ da forma
(z,y) = (z,y+1) ou (x,y) = (T'(x),y+1—r(z)), logo ¢ s é suave em z nesse caso. Se Y,
¢ uma carta do Tipo 1 e 13 do Tipo 2, entdo ¢, 3 ¢ igual a (z,y) — (T'(z),y+1—r(z)),
que ¢ suave pois suas coordenadas o sao. Quando v, ¢ uma carta de Tipo 2 e 13 do Tipo
1, entao ¢, g ¢ igual a (x,y) — (T'(z),y+1—r(z)), que também é suave. Por fim, se 9, e
1 sao cartas de Tipo 2, entdo ¢, 5 ¢ igual a (z,y) — (z,y+1) ou (z,y) — (z,y+1—7(x)).
Assim, tem-se que ¢, g ¢ suave, e portanto, ¢ ¢ suave em M.
U
Seja ||d¢||® a norma do operador em relacdo a g°. Quando z € M* N ¢~ (M*),
podemos considerar também a norma ||d,¢||¢ de d¢ com respeito a norma euclidiana g°.

A préxima proposicao nos diz como comparar essas duas normas.
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Figura 9 — Tempo 1 do fluxo de supensao.

s

z

(2)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 5.2.3 Existe uma fun¢io mensurdvel B : M* N ¢~ (M*) — RT tal que
ld=6]1° < B(=)lld:0|° (5:4)

para todo z € M*N ¢~ (M*).

Demonstragio: Usando a Proposicao 5.1.7, para todos z € M*N¢~(M*) e v € T, M,

temos

ld=6(v)ll5) < C(o(2))lld=0(0)]15)

C(o(2)) - lld=ol°- 0]l

C(6(2)) - O(2) - | d=0]|° - Iloll2

(2427 (2))* - max{ (2 + 20" (2)])%, (2 + 20" (T(2)))*}Hd= |- [[]]2-

INIA

IN

Lembramos que g€ e g coincide em M\ R?. Seja K° definido por K = {[z,y] € M : —r(T~1(z))+
d<y<r(z)—(1+9)}. Entdo podemos tomar [ por

B(z) = (2+2]r"(2)])* - max{(2+2[r'(2))%, 2+ 21" (T(@) )} ap ko + Lga,  (5.5)

0 que termina a proposicao.
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Lembre que para z = [z,y] € M*N ¢~ (M*), temos as seguintes representagoes
para d,¢ em coordenadas:

e Sey+1<r(x), temos

10
d.p =
01
e« Sey+1>r(z) comxzel\S, temos
1
d2 =
—2r'(z) 1

Vamos agora definir uma medida de probabilidade invariante pelo fluxo (¢?).

Para todo conjunto boreliano A C M, considere a medida p dada por

B 1 pr(z)
a(A) _/0 /—r(Tl(a:)) L1y (2, y)dydz.

Como a medida de Lebesgue m ¢ invariante por translacoes e ¢! age por

translacdes em linhas verticais, a medida fi é ¢! —invariante.
Proposicao 5.2.4 A medida ji € finita.

) 1

Demonstracao: E suficiente mostrar que / r(z) dm ¢ finita.Considere r restrito a ;
0

com i >0, assim 7;(z) = a;(x) fi(x) + (1 —ai(z)) < fi(x), onde fi(z) é dada por (5.1).

Temos as seguintes estimativas:

e Quando x € I; 1 Ul; 2, temos 7i(x) <2 —log (x;f’)
e Quando z € I; 41U, 5, temos r;(z) <2 —log (%)
+ Quando x € I; 3, temos r;(z) = 1.

Desse modo,

/01 /Or(m) ldydzr = Z/Lr(x)d:r

120

x;+b; — s x; L
Z/ <2—10g$ $Z)d$+/ o (2—logw>dx
i>07 T bl Tiy1—b; bZ

Tit1—b;
+ / dx
T;+b;

b;
- Yo/ <2—10g$)d:1: L2,
0 bz

>0

= Z4bi+li
>0

< 5,

IN
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o que conclui a prova.

O

Definigdo 5.2.5 (Medida invariante para o fluxo (¢')) Definimos a medida de pro-

balidade 1 em M como sendo a normalizacao da medida . Essa medida é ¢p—invariante.

5.3 Contra-exemplo para a Desigualdade de Ruelle

Nesta secao, vamos dar um exemplo de um difeomorfismo em uma variedade
nao-compacta que nao satisfaz a desigualdade (4.1). Dessa forma, concluimos que a

condi¢ao de compacidade é necessaria para a Desigualdade de Ruelle ser verificada.

Teorema 5.3.1 (Riquelme) Para todo h € (0,00), existem uma variedade Riemanniana
nao compacta M, um difeomorfismo f: M — M de classe C*° e uma medida de probabili-
dade v em M que é f—invariante tal que h,(f) =h e para p—quase todo ponto de M os

expoentes de Lyapunov sao iguais a zero. Em outras palavras:
0= / S mi(@)Ai(@)dp < hy(f) = h < oo, (5.6)
Ai(z)>0

Para provar o Teorema 5.3.1 vamos precisar de alguns lemas. Para tal, considere
uma TII (I,m,T') com entropia h € (0,00]. Considere também a variedade Riemanniana
(M, g‘;) construida na Secdo 5.1. Sejam também a aplicacio C™ dada por ¢ = ¢! e a
medida de probabilidade i construida na secao anterior, construida na Secao 5.2, que é

¢—invariante.

Lema 5.3.2 Defina a fungdo
2+42|r'(x)|, se x € I\S
0, se caso contrdrio.

Se =Y bilogh; < 0o, entdo log* (k) é m—integrdvel.
1>0

Demonstracgao: E suficiente provar que x — log(1+ |r/(z)|) é m—integrével em I, pois
log™ (h(z)) <log2+log(1+|r'(z)|).

No intervalo I;, temos r(x) = () fi(x) + (1 — a;(x)). Assim,

(@) = loj(2)fi(x) + ai(2) fi(x) — aj(x)] < |aj(2)||fi(z) = 1+ |fi(2)],
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e dai

——,sex €l
r— T

Bﬁ,SGJTE_QQ
)

' (2)] <40, se z e I3

i sex €y
(2

se T € I; 4,
Tit1 —T

onde C' > 1 ¢ uma constante que depende apenas de sup,cg |/ ()| < co. Em particular,

/0110g+(1—|—|7"'(x)|)dx = ZZ/ log(1+ |r'(z)])dx

1>075=1

< Z/ 10g< )dﬂf
120
C
+/ 1og<1+b>da:+/ log(1)dz
b;
+/ log<1—|—c>dx+/ log<1+>d“f’
14 b7f Lig1 =&
< Z(?)-i-log(QC))li—bilog(bi)
120
< 3+410g(2C) = > b;log(b;
>0
< +oo,

como queriamos.

O
Note que na prova do Lema 5.3.2 é crucial assumir que — Z bilogh; < co. Em
i>0
particular, se a TII possui entropia h > 0, segue da Proposicao 5.1.2 que — Z l;logl; = o0,

i>0
em cujo caso nao podemos escolher b; uniformemente proporcional a [; de modo que

—Zbilogbi < 00.
i>0

Lema 5.3.3 Se —Zbilogbi < 00, entdo
1>0

108" dol|“dy < 00 e [10g™ ||~ |“dn < .

Demonstragio: Note que M*N¢~'(M*) é uma conjunto de medida total com relacdo a

p, uma vez que (M*N¢~L(M*))¢ = (M*)°U (¢~ (M*))¢ tem medida nula, pois (M*)¢ =
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{[z,y]: y=r(z) ouy=r(T" (x))} possui medida nula e

(o (M) ={le.y):y+1=—r(T" (2)) ou y+ 1 =7(z)}

também possui medida nula. Sabemos que a diferencial d,¢ é a matriz identidade se

ze{lr,y)e M: —r(T () <y <r(z)—1} e a matriz

1 0
—2r'(z) 1

se z € {[v,yle M: r(z)—1<y<r(x)}. Em particular, ||d.¢||® < 2+2|r'(x)], logo

1 rr(z)
J1o5* llazolian< [ 08" =0l dady < [ 108" (B)dm < +oc.
rT\x)—

O Lema 5.3.2 nos diz que a ultima integral é finita. De modo similar, prova-se a finitude

da segunda integral.

Como vamos trabalhar com ||d.¢||?, precisamos também do seguinte lema.

Lema 5.3.4 Se _Zbi logb; < 0o, entdo
>0

/1og+ ldo||ody < o0 e /1og+ ldo™ Y|P dp < oc.
Demonstracao: Pela Proposicao 5.2.3, temos

J1ogt -0l du(=) < [10g¥(B(2) d:0])dp(2)
< [log" a6l du(z)+ [10g* B(z)du()

Pelo Lema 5.3.3, a primeira integra é finita. Para a segunda integral, temos
1 p—r(T~Y(x))+6
g p(z)di = [ log™ B[, yldzd
/og p(z)dp o Loy 18 Ble,yldedy

1 pr(x)
log™ dzd
+/O /M)_(H&) og” B([z,y])dxdy

IN

(1+2) /01 Alog(2+ 2| (x)]) + 2log(2 + 2| (T (x))|)dx

— 6(1+20) / log™ (h)dm.

Na ultima igualdade foi usado o fato de que T preserva a medida de Lebesgue dx em (0,1).

De maneira similar, prova-se que a segunda integral é finita.



(6]

Antes de prosseguir com a prova do Teorema 5.3.1, precisamos de uma maneira
sucinta de calcular a entropia de ¢ em funcao da TII e de r. Para isso, usaremos a fomula

de Abramov:

hn (T)
h =/, 7
M(gb) Q/Tdm (5:1)

Uma prova desta formula pode ser encontada em [8, p.90]. Ao longo da prova, também

faremos uso do seguinte teorema.

Teorema 5.3.5 (Aaronson) Seja (M,B,m) um espago de Lebesque, onde m é uma
medida de probabilidade. Suponha que T : M — M ¢ uma transformagdo ergodica que
preserva a medida m. Se h: M — R ¢é uma fungio mensurdvel tal que log™ (|h|)dm < oo,

entao
n—1

2 h(Ti(x))‘ =0

1
lim — log™
nn £
=0

para m—quase todo ponto x € M.

Demonstracao: Vide [1, Teorema 2.3.1].

O

Observagao 5.3.1 Se hy,(T) = oo, como a funciao r é m—integravel, seque da formula
de Abramov que a entropia do fluro de suspensio h,(¢) € infinita. Escolhendo os b;’s de
modo que _Zbi logh; < 00, 0o Lema 5.3.4 nos permite aplicar o Teorema de Oseledets, e
em partz'culalfrzo
mi(z)Ni(z)dp < oo.
:0;(2)>0
Veja que a entropia de ¢ com respeito a p € maior que a soma dos expoentes de Lyapunov

positivos, o que contradiz a Desigualdade de Ruelle.

Demonstracao: (Teorema 5.3.1)

Suponha que 0 < h,,(T) < co. Vamos mostrar que os expoentes de Lyapunov
em relacdo & métrica ¢° sdo nulos em p—quase todo ponto. Para tal, primeiro vamos
calcular os expoentes de Lyapunov em relagdo a métrica g¢ sobre M*.

Como M* nao é um conjunto ¢— invariante, vamos trabalhar no conjunto

¢— invarinte ﬂ gbk(M ), que possui medida total em relagdo a pu. De fato, note que
keZ
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C

( N M) | = U (¢*(M*))¢ tem medida nula, pois é a unido enumerével de conjuntos
keZ keZ

de medida nula. Para calcular os expoentes de Lyapunov em relacao ¢¢, faremos uso

do Teorema 5.3.5. Para ulilizar esse teorema, precisamos que o sistema (M, F,u, ¢) seja
ergédico, o que ndo é necessariamente verdade. Por outro lado, o fluxo (¢!) é ergédico,
caso contrario existe um conjunto invariante por (¢') com medida em (0,1); tal conjunto

necessariamente é da forma
{l,y]: vede —r(T ' (2) <y <r(x)}

e portanto A C [0,1) é invariante pela TII e possui medida 0 < m(A) < 1, o que gera uma
contradigdo, pois a TII é ergédica. De todo modo, a ergodicidade de (¢') nio implica
na ergodicidade de ¢! para um ¢ particular. Por outro lado, essa condicdo implica que
existem infinitos ¢ € R tais que ¢! é ergédico, veja [6, p.220].

Considere 7 tal que ¢ é ergddico e sejam (\;)<;<k 0s expoentes de Lyapunov

de ¢. Os expoentes de Lyapunov de ¢™ sao (7A;)<i<k. De fato, dado v € T, M\ {0} temos

min {m(dy6")} - 146" ()] < ld-6™ @)I| < masx {lldy' ]} - d6 7 (0)]).
yeEM yeM

Passando logaritmo e dividindo por n, por um lado temos
1 1
loglld:o™| < nlog[max{ndwtn}-||dz¢“”J<v>||]

0<t<1
yeM

_ log[max{deaﬁtH}-Hdzcb“”J(v)H]

|Tn]-n Ofgﬂg/ll
1 ™
< rrilog [gggé{udywu}-ucw J(v)H] 5:5)
yeM

e pelo outro temos

U 1og[mm{m(dy¢f>}~||dz¢w<v>|| < Slogdd™ @) (69

n |Tn] 0<t<1

yeM
Fazendo n — oo em (5.8) e (5.9), obtemos o afirmado.

Em particular, se a soma dos expoentes de Lyapunov de ¢” é zero, entao o
mesmo acontece com a soma dos expoentes de Lyaounov de ¢. Desse modo, podemos
supor, sem perda de generalidade, que ¢ é uma mapa ergddico.

Para todo 7 > 0 escolha as constantes 0 < b; < l;/2 de forma que — Zbi logb; <
i>0
co. Seja z =[x,y € () ¢"(M*). Para todo n >0, tome k(n) de forma que ¢"(z) =
keZ



(s

[TF(") (1),4/] para algum ¢’ € (—r(T*M=1(z)),r(TF) (2))). Entdo

1 0
dZQSn = k(n) )
=23 (TH () 1
j=0
dai
k(n) (n) -
lds™ | <2423 |¢/(TH™M Z (24 2|7 (TF) Z
=0 =0 j=0

onde h ¢é definida no Lema 5.3.2. Usando o Teorema 5.3.5, temos

7=0

1 n—1
hm—log”dng””e < hm—log (Z h(T( ))) =0.

Em particular, os expoentes de Lyapunov positivos de ¢ com respeito a métrica ¢g¢ sao

nulos para p—quase todo ponto de M, pois para todo v € T, M temos
.1 n e 1 nie e 1 nie
lim ~log||d:¢"(v)|| < lim —log(]|d-¢"(|*[|v]]°) = lim ~log|ld.¢" || =

O mesmo argumento, aplicado a ¢~', implica que os expoentes de Lyapunov negativos de
¢ sao nulos em p—quase todo ponto de M com respeio g°.
Dados z € M e v € T, M, seja \°(v) o expoente de Lyapunov de v com respeito

& métrica ¢°. Se z € N ¢*(M*), pela Proposicio 5.2.3 temos
keZ
Nw) = lim > lo ld.6™ (V)]
- g oslidz ¢ (2)
1
< tip ~logd.o" o
T 1 n|o
— i L log .07
1 ! 4
< h}lnﬁlog(Q—l—Q]r (x)])
1
+lim - logmax{(2+2]r"(x)))%, (242 (T"") () )*}]
1
+1lim —log||d,¢" ||
non

< lim2> log h(T*™) (z)).
non

Como log™ h é m—integravel, o Corolario 3.2.6 implica que

1
0 < lim = log h(T*™ ()) = lim

m log h(T*™ ()) = 0

log h(T*™ (z)) < lim

k(n) 1



78

para m—quase todo ponto x € I. Portanto, os expoentes de Lyapunov positivos de ¢ com
respeito a métrica ¢° sdo nulos em p—quase todo ponto. Utilizando o mesmo argumento
para ¢!, tem-se a mesma conclusdo para os expoentes de Lyapunov negativos.

Usando a férmula de Abramov em 5.7, segue que
hon (T
() = L) (5.10)
2 / rdm

Usando o fato h,(¢%) = |s|h,(¢) para todo s € R (isso também é devido a Abramov),

temos

hu(f) = h, (5.11)

onde f = gb2f rdm - Como os expoentes de Lyapunov de f sdo todos nulos para u—quase

todo ponto de M, o Teorema 5.3.1 esta provado.
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