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Assinale as cinco questoes escolhidas:
() Questao 1 () Questao 2 () Questao 3 () Questao 4

() Questao 5 () Questao 6 () Questao 7

Numero de Inscricao:

Resolva 5 das 7 questoes abaixo.

Questao 1. Determine se a afirmacgao a seguir sobre séries de niimeros reais é verdadeira
ou falsa. Se for verdadeira, prove-a. Se for falsa, dé um contra-exemplo justificando devi-
damente a convergéncia ou divergéncia das séries envolvidas.

Afirmacao: Se as séries > a, e Y b, sdo convergentes, entao y (a, - b,) é convergente.



Questao 2. Resolva os itens a seguir.

(a) Prove que toda sequéncia limitada de nimeros reais tem subsequéncia convergente, ou
seja, prove o Teorema de Bolzano-Weierstrass. (A completude de R pode ser usada
sem ser provada, mas quaisquer outros conceitos ou propriedades que forem utilizados
devem ser demonstrados.)

(b) Prove que toda sequéncia ilimitada de nimeros reais possui uma subsequéncia que
converge para 400 ou para —oo.

Questao 3. Considere a funcao f : R — R definida por:
1
e =2, se x # 0,
la) = { .

0, se x = 0.
(a) Prove que f é derivavel em z =0 e que f'(0) = 0.

(b) A série de Taylor de f em x = 0 converge pontualmente para f(z) em algum intervalo
da forma (—e¢,¢), com ¢ > 07

Questao 4. Seja f : [a,b] — R definida por f(z) = 0, se z é irracional, e f(x) = 1/q,
se x = p/q é uma fracao irredutivel e ¢ > 0. Prove que f é integravel em [a,b] e que

f;f(x) dr = 0.

Questao 5. Seja I' = {1} ea um conjunto de intervalos fechados e limitados de R, onde A
é um conjunto arbitrario de indices. Suponha que cada I, € IT" intersecta uma quantidade
finita de intervalos de I". Além disso, assuma que existe € > 0 tal que o comprimento de I
seja maior do que ou igual a ¢ para todo A € A. Prove que:

(a) Uyea In € um conjunto fechado da reta.
(b) U,ea In é um conjunto compacto se, e somente se, I' tem cardinalidade finita.
Questao 6. Resolva os itens a seguir.

(a) Sejam I C R um intervalo aberto, g € I e f : I — R uma fun¢ao derivavel em I,
com f’ continua em zg € I e tal que f'(xg) # 0. Mostre que f é monétona em alguma
vizinhanca de xg.

(b) Prove que a hipétese sobre a continuidade de f” do item (a) ndo pode ser removida,
ou seja, de exemplo de uma funcao f : I — R, derivavel em um intervalo I, tal que
f'(x0) # 0 em algum x4 € I e que ndo seja monétona em nenhuma vizinhanga de z.

Questao 7. Seja f : (a,b) — R uma funcio de classe C2, f € C?((a,b)), tal que f* >0 em
(a,b). Prove que f é convexa, ou seja,

f( =)y +tzg) < (1 —1t)f(21) + tf(72),

para todos z1,z2 € (a,b) e t € [0, 1].



