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. Seja f : R — R® diferencidvel, com f(0) = 0. Se f’(0).v # v para todo v # 0, prove
que existe uma vizinhaga VW de 0 em RS tal que f(x) # z para todo x € W\{0}.

. Para os pares de espacos abaixo apresente um homeomorfismo ou prove que nao pode
existir um.

(a) STe={(z,y) eR? | 2® +y* =1} e [0,27];
(b) R*\ {0} e S? x R;
(c) {(z,y,2) ER3 | 2 >0,y >0,2>0} e {(x,y,2) e R® | 2 > 0}.

. Seja f : M3(R) — S(R?) definida por f(x) = z.2%, onde S(R?) e z! denotam, respecti-

vamente, o conjunto das matrizes simétricas e a transposta da matriz x.

(a) Prove que f estd bem definida e que f'(x) é sobrejetiva se x é inversivel.

(b) Conclua que I3 é um valor regular de f, e determine a dimensao do conjunto
O(R3) = {x € M3(R) : z.2* = I3}, onde I3 denota a matriz identidade.

. Seja F': R® — R™ uma aplicacao de classe C! ¢ X C R™ um conjunto de medida nula.
Mostre que F(X) também tem medida nula.

. Demonstre o Teorema do Green para regioes planares do tipo:
D={(r,y) eR*|a<z<b 0<y< f(z)},
onde a,b sao dois nimeros reais dados com a < b e f : [a,b] — R ¢ uma fungao C'.

. Seja f : U — R™ de classe C! no aberto Y C R™. Se no ponto a € U, a derivada
f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, prove que

[ det( (o) = tim (“ 0, ()

onde B(a;p) é a bola aberta centrada em a com raio p.

(i) Sejam A € S(R3) com autovalores positivos e S4 a superficie que é a fronteira
topoldgica do conjunto By := {p € R3: (Ap, p) < 1} orientada através da normal
exterior & By. Mostre que dada uma 2-forma diferencial w fechada em R3\ {0}
a quantidade [ s, w nao depende da matriz A.

(ii) Se w = ady N dz — ydx \dz + zdv A dy) , calcule [ w.
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Questao 1: Solucao Parcial 0.5pt

Se f é assumida C! entao da para usar o Teorema da Aplicacao Inversa para a aplicacao

gla) = f(z) —x

no x = 0.
Solucao Geral Ipt
Da defini¢ao da differencial de f em 0 temos

f@) = f(0) + f(0)x +r(z) = f'(0)z + r(z)

com lim,_,o ‘qf‘)‘ =0.

Para x # 0 temos
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Como f/(0) — I ¢é injetora segue que infjy = |(f'(0) — I)v| = a > 0. EScolhe 6§ > 0 tal que

a
= N ) 0
|1:| 27 |'T| < ) x #

Segue do (2) que |f(z) — x| > §|z| para || <d ez #0. = Q.E.D.
Questao 2:

(a) Nao pode existir porque S*\ {p} fica conexo seja quem for o ponto p € S!, enquanto
0, 27] \ {c} vira disconexo se pegar ¢ € (0, 27).

(b) A aplicagao
S?x R — R*\ {0}, (v,t) — e'v

é homeomorfismo com inversa  — < - ln(|x|))

ma
(c) Considere os seguintes subconjuntos de R?:
Ay ={(z,y,2) eR |2 >0,y >0,z >0}
Ay = {(2,y,2) eR [ 2 >0,y > 0}

Az :={(z,y,2) e R | 2 >0}

Temos A; ~ Ay (homeomorfo) e também Ay ~ Aj via os seguintes homeomorfismos
SO:Al _>A27 gD(iL’,y,Z) = ($,2y2,y2—22)
w : A2 _>A3a ¢($,y, Z) = (25Uya1'2—y2>z>
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A justificativa disso vem do fato que tanto ¢ quanto @ sao de tipo idy X« onde
X = [0, 00) respectivamente X = R e a é um homeomorfismo entre os dois conjuntos
do plano

{z=2z+iyeClz>0,y>0} e {z=zx+iyecC|z>0}

Questao 3:

(a)
entdao f(z) € 8§(R?)

f'(z)(A) = Az + z A"
Se z ¢ inversivel a equagao para B € §(R?)
.1

tem solucio A = (27 'B)!. Pegando transposta em tem-se

1
2

1
Azt = §B ou seja

Ar' +zA'= B
o que prova que f é sobrejetora para z inversivel.

(b) A codimensio de O(R?) em M;(R) é igual a codimensao do ponto {/} em §(R?). Isso
implica que

dim O(R?) = dim M3(R) — dim §(R?) = 3% — % =3

Questao 4: Isto é o Teorema 6, Cap. 8, Segao 2 do livro de Analise vol. 2, Elon Lages
Lima.
Passos a serem feitos:

(1) f de classe C' entdo pelo Teorema de Valor Medio f é localmente Lipschitz
(2) f Lipschitz entao f conjunto de medida nula pra conjunto de medida nula

(3) da cobertura de X com abertos onde f é Lipschitz pode-se extrair uma subcobertura
enumeravel

(4) unido enumeravel de conjuntos de medida nula é um conjunto de medida nula
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Questao 5: Duas observagoes.

(i) O ponto do exercicio nao foi de usar Stokes para provar Green, porque nessa situagao
precisaria apresentar a demonstragao do Teorema de Stokes. Quem fez assim (mas nao
demonstrou Stokes) recebeu 0.3 pontos.

(i) A funcao f precisa ser assumida C*.

Teorema do Green Seja F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j um campo de classe C' definido
num aberto que contem a regiao planar dada D. Entao

//a—Q—a—dedy:/ Pdzx 4+ Qdy
dy oD

onde 0D é a curva que limita D orientada no sentido anti-horario.

/ / d:cdy— / Pdz (4)

// Qd:cdy— Kz (5)

(i) A relagao é ra pida e demonstrada em Stewart,vol 2, pag 972 . é usado o fato que
D é regiao de tipo L.

Basta mostrar que

(ii) A relacao NAO é feita de forma analoga para regioes de tipo L. Segue a prova.

ﬂ_
4
/'f\g /

\ (1}

Tem-se [, Qdy = 0. DEpois

/ Qdy =
CoUCy b

Por outro lado, por Fubini:

] = [ ([ %) M
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f(a) b
Q1) dt / Qatyd [ Qay-- / QU FO)F(1) dt (6)



Usamos a relacao

f(=z) f(z)
s | ewna= [ S+ roae @) ®)

A relagao sai rapido da regra da cadeia para a fungao
z— H(z, f(z))

onde .
Hmw:AQ@w@

Integrando em z entre a e b e usando o Teorema Fundamental do Célculo para o lado
esquerdo da na seguinte igualdade

f(®) f(a) b f(@) oQ b ,
| awma- | @@@@:A(A Eﬁomwlf@WWﬂwwx

Comparando com @, e reorganizando obtem-se GReen.

Questao 6: Segue pelo TEorema da Funcao Inversa e do fato que f é de classe C! e f'(a)
¢ isomorfismo que existem U 3 a e V' 3 f(a) aberto tal que f: U — V é difeomorfismo.
Para p pequeno tal que B(a,p) C U e f(B(a,p)) C V temos a mudanca de variavel

/“ |@umedx=/‘ 1 dy = vol(f(B(a. p)))
B(a,p)

f(B(a,p))

ou seja

S N O 0 0-IC0))
B 8 N 0 =S

Para finalizar, use agora o fato que para uma fungao continua g : U — R , que no caso sera
g(x) = | det(f'(x))] tem-se

1

})i{f[l) vol(B(a,p) /B(a’p) 9(x) dz = g(a) (9)

Essa propriedade se demonstra rapido. Da continuidade para todo € > 0 existe o > 0 tal
que para |z| < p < J tem-se

gla) —e < g(z) <gla) +¢
Integra em x sobre B(a,p) e depois divide por vol(B(a, p)) para concluir que para p < 0

tem-se
1

9) =€ < i Bla )

/ g(x) dr < g(a) + ¢
B(a,p)
Segue @

Questao 7: Uma observacao: Stokes nao se aplica em regoes onde a forma nao é definida.
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(1)

Os conjuntos B, sao compactos com fronteira uma superficie regular. A superficie S4
é preimagem do valor regular 1 para a fun¢ao p — (Ap, p).

Para toda A € 8(R?) com autovalores positivas existe uma bola euclidiana B.(0) tal
que
B.(0) C Ba

_ 1
e 0B.(0) N 0B4 = . Basta pegar € < T e

Aplica Stokes sobre D := B4\ (B.(0)\ 95.(0)) que é um domenio compacto de R® com

fronteira S U Se(0).
0= / dw = / w — / w
D SA 6(0)

Do mesmo jeito, Stokes aplicado sobre By(0) \ B.(0) implica

/ /
S1 (0) Se (0)
SI S1 (0) € (0) SA

Basta calcular [ g, W € reparar que 4w é a forma que calcula o elemento de area na

Segue

esfera de raio 1 em R3. Ou seja



