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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Estudante:



Escolha apenas 5 problemas, dentre os listadas abaixo, para resolver e mar-
que os selecionados.

Problemas escolhidas: 1 2 3 4 5 6

Problema 1. Seja Bn = {x ∈ Rn; |x| ≤ 1}. Para s > 0, defina Fs : Bn → Bn por

Fs(x) =

{
0 se x = 0

|x|s−1x se x ̸= 0
.

Prove que Fs está bem definida e é um homeomorfismo de Bn. Adicionalmente,
determine todos os s > 0 tais que Fs é um difeomorfismo.

Problema 2. Sejam α, β : [a, b] → R2 caminhos diferenciáves de classe C1. As posśıveis interseções
entre eles ocorrem no conjunto I = α((a, b))∩ β((a, b)). Suponha que, nos pontos de
interseção, os vetores velocidades de α e β são linearmente independentes. Demons-
tre que o conjunto I é finito.

Problema 3. Seja M uma superf́ıcie de dimensão m, compacta, orientada, sem bordo e de classe
Ck, k ≥ 2.

(a) Se f, g : M → Sn são aplicações de classe Ck com |f(x)− g(x)| < 2 para todo
x ∈ M , demonstre que f e g são Ck homotópicas, k ≥ 2.

(b) Demostre que, se ω é uma m-forma diferencial de classe C1, fechada, em Sn,
então

∫
M f∗ω =

∫
M g∗ω.

Problema 4. Sejam M ⊂ Rm e N ⊂ Rn superf́ıcies compactas e conexas, de classe Ck, e seja
f : M → N , de classe C1, tal que para todo x ∈ M a derivada f ′(x) : TxM → Tf(x)N
é um isomorfismo. Prove que existe k ∈ N tal que #f−1(y) = k para todo y ∈ N .

Problema 5. Sejam M,N e f : M → N como no problema anterior, e ω uma n-forma diferencial
de classe C1 em N . Prove que

∫
M f∗ω = k

∫
N ω, onde k ∈ N é dado no problema

anterior.

Problema 6. Resolva os itens abaixo.

a) Prove que não existe um homeomorfismo h : [0, 1] → [0, 1]2.

b) Dê um exemplo de uma função continua e sobrejetiva f : [0, 1] → [0, 1]2.

c) A função do exemplo anterior pode ser Lipchitz?
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