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Questao 1. Sejam a e b dois nimeros racionais nao negativos. Mostre que /a + Vb é
racional se, somente e se, \/a e Vb sdo ambos racionais.

Solugdo. Se v/a e Vb sdo ambos nimeros racionais, entio existem ntmeros inteiros
P1,p2, 1 # 0 e g2 # 0 tais que /a = Be Vb = 2. Assim,

+
\/a+\/’:12+12:P1Q2 DP2q1
q1 q2 q1Q2

¢ um numero racional.
Reciprocamente, suponha que /a + Vb é um ntamero racional. Se @ = b = 0, entdo o
resultado é imediato. Assuma, a # 0 ou b # 0. Pela igualdade (v/a+v/b)(y/a—vb) = a —b,

segue que \/a — Vb = \/gjrlz/g também é um nimero racional. Assim,
b — Vb
Ji= Wit VD=V o

Como a e b sdo arbitrarios, trocando a por b e b por a, podemos concluir que v/b também é
um nimero racional.

Questao 2. Seja p: R — R um polinémio. Mostre que p é uniformemente continua se, e
somente se, p tem grau < 1.

Solugao. Seja n = grau(p(z)) =0 ou 1. Se n = 0, entdo p(x) é um polinémio constante
e o resultado é imediato.
Se n = 1, escrevemos p(z) = a1x + ag, onde a; # 0. Para quaisquer z,y € R, temos que

p(2) = py)| = larz + a0 = (ary + ao)| = |arr + ag — ary — ao| = a1z — ary| = |aa||z -yl

Por defini¢do, = — p(x) é uma fun¢do Lipschitz em R. Portanto, p(z) é uniformemente
continua em R.

Se n > 1, escrevemos p(x) = Zaixi, onde a, # 0. Vejamos que x +— p(x) nao é
i=0
uniformemente continua. Tome ¢ = 1. Seja § > 0 arbitrario. Definimos um polindémio
5(z) == p (z + %) — p(z). Pela identidade

k—1
a* — b = (a —b) Z aF i
i=0
onde a,b € R e k € N, segue que

() =p (:c + g) —plx) =




Observe que g5 tem um termo nao constante an%xnfl, pois n > 2. Desse modo, g5 é
um polindmio nao constante. Neste caso, lim |gs(x)| = co. Assim, pela defini¢ao de limite,
T— 00

existe R > 0 tal que para x > R, temos que |gs(z)| > € = 1.
Agora, tomando x5 := R+ 1leys =R+ 1+ g, temos que |xs — ys| < J, mas

(as = o000 = o+ 1)~ (R 14 5 )| = las( 1) 2 1,

de onde podemos concluir o resultado desejado.

Questao 3. Seja f: R — R uma funcdo C'. Mostre que f é uma fung¢do Lipschitz com
constante K se, e somente se, |f'(x)| < K, para todo € R. (Lembre que uma fungao
f: R — R é Lipschitz com constante K se |f(a) — f(b)| < K|a — b|, para todos a,b € R).

Solugido. Suponha que f: R — R ¢ Lipschitz com constante K e f ¢ C'. Entao

|f(z 4+ h) — f(2)| < K|z + h — x|, para todos x,h € R
|f(z+h) — f(x)| < K|h|, para todos z,h € R

|ﬂx+@—f@ﬂSk;mmum%xeReo%heR

]
f(x—l—h})l—f(x) < K,paratodosx € Re0#heR
lim fle+h) - f(z) < lim K, para todo z € R
h—0 h h—0
lim fleth) - f(z) < K, para todo z € R
h—0 h

|f'(7)] < K, para todo = € R.

Reciprocamente, suponha que f: R — R ¢ uma fungao C* tal que |f'(x)| < K, para todo
r € R.

Dados a,b € R, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (a,b) tal que f(a) — f(b) =
f'(c)(a—10). Desse modo, |f(a)— f(D)] = |f'(c)(a—b)| = |f'(c)||a—b] < K|a— 1|, para todos
a,beR.

Solucao.

b
Questao 4. Seja f: [a,b] — R uma fun¢ao continua com a < b. Mostre que se / " f(x)dr =

0, para todo nimero natural n, entao f = 0.

Solugao. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, existe uma sequéncia de polinomios { P, }

n
convergindo a f uniformemente sobre [a,b]. Como P, é da forma P,(x) = Z et e cada
k=0

b
um dos termos leva a uma integral que é igual a zero, segue que / P,(x)f(z)dz = 0, para
a

todo natural n.



Como f e P, sao limitadas em [a, b], pois sdao continuas e [a,b] é compacto, e P, — f
uniformemente, temos que fP, converge uniformemente para f2. De fato, considerando
M = sup,ci0y £(2)]. temos que

SUP,efa | f(2) Pa() = f(2)°] < Msup,py | Pa(2) — f(2)] = 0

para n — 00. Agora, a convergéncia uniforme de fP, para f? implica que

/b f(@)?dz = lim [ f(z)Py(z)dz = lim 0=0.

n—oo n—oo

b
Sabemos que f(z)?> > 0, para todo x € [a,b], f* é continua em [a,b] e / fidr = 0.
Portanto, f(x)? = 0, para todo x € [a, b]. Logo, f = 0. ’

Questao 5. Seja {x, } uma sequéncia de nimeros reais positivos. Mostre que se x,, converge,
entao o seu limite é nao negativo.

L
Solugao. Suponha, por contradicao, que x,, — L, onde L > 0. Assim, para e = —3 > 0,
L
existe N tal que para todo n > N, temos que |z, — L| < —5 Desse modo, para todo n > N,
L -
segue que — < z, —L < ——, o que implica x,, < —§+L =3 < 0, o que é uma contradicao.

Portanto x,, — L, onde L > 0.

Questao 6. Seja f: R — R uma funcao continua. Assuma que f(x) > 0 para todo z € [0, 1].

1
Prove que se f(c) > 0, para algum c € (0, 1), entao / f(z)dz > 0.
0

Solugao. Como f & continua, existe § > 0 tal que se |z — ¢| < 9, entdo |f(z) — f(¢)] <

@, isto ¢, —@ < f(z) — fle) < @, o que implica —@ + f(¢) < f(z), ou seja,
f)

o < f(x), para todo x satisfazendo —§ < x—c < §, ou equivalentemente, c—9§ < = < c+9.

Desse modo,

B f(C) B f(C) c+4 B c+46 f(C) c+6 1
0< fle) = 7.25— T/c—d ldx = » de < /c—(s f(z)dx g/o f(z)dz.

1
Portanto,/ f(z)dz > 0.
0

Questao 7. Seja f: R — R uma fungao continua tal que |f(z) — f(y)] < (z — y)?, para
quaisquer x,y € R. Prove que f é constante.



f(t) = fz)
t—ux
f@) — fl@)] _ (¢t — =)

|t — x| |t — x|

Desse modo, 0 < lim |¢(¢)| < lim |t — 2| = 0. Portanto, lim |¢(¢)| = 0 e, assim, lim ¢(¢) = 0,
t—x t—x t—x t—x
isto é, lim

f{t) - fx)

Afirmacao. Se f'(x) = 0, para todo x € (a,b), entdo f(z) = ¢, para alguma constante

c. Com efeito, sejam z; < xs quaisquer dois nimeros reais em (a,b). Como f é continua

em [zq,xo] e diferenciavel em (x1,x2), pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (z1, 23) tal

que f/(c) _ f(xQ) — f(xl)
To — X1

f(z2) = f(x1), para quaisquer z1 < x5 em (a,b). Logo, f(x) é constante em (a,b).

Solucao. Fixe z € R e seja ¢, = . Temos que

0 < |o(t) ‘f — (z)

=0, o que significa que f’(z) = 0, para todo = € R.

. Agora, como f'(c) = 0, segue que f(z2) — f(z1) = 0. Portanto,

Questao 8. Suponha que f é uma funcao real continuamente diferenciavel em [a, b], tal que

b
fla)=f(b)=0ce / f?*(z)dx = 1. Prove que

[as@r@i=-3e [k [ 2w

Solucao. Sejam u = zf(z) e dv = f'(z)dzx. Assim, du = (f(z) + zf'(x))dz e v = f(x).
Integrando por partes, temos que

[ cr@r@ar =02 0) - o / P () + 27 (@))de

/abxf(x)f/(x)dxzo—/a f2(x)dx_/a of () f(2)d

Desse modo, por hip6tese, podemos concluir que

2/ zf(z)f (z)de = -1

b / 1
/ of (z)f(z)de = —5

a

Finalmente, pela desigualdade de Holder, temos que

[ @] < [r. [ @ e,

a

2

o que implica



