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Questdo 1. Sejam A C R? um retangulo fechado e f : A — R uma funcio continua.
Mostre que existe ¢ € A tal que

1
m/}qf(x)dxzf(c)‘

Solug¢ao. Como f é continua e A é compacto, f admite um valor minimo mg e um valor
maximo m; em A. Isto é, existem ag,a; € A tais que f(ag) = mo e f(a1) = m;. Como
mo < f(x) < my para todo x € A, segue que

1

Considere a fungao ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = f((1 — t)ag + ta;). Como o retangulo
A é conexo, segue que a fungao estd bem definida. Além disso, por ser uma composicao
de fungbes continuas, g é continua. Como ¢g(0) = mg e g(1) = my, segue do teorema do
valor intermediario que existe t € [0, 1] tal que

1
Toonl) [ 7= 0(6) = F((1 =)o + 1),

Concluimos a demonstra¢ao tomando ¢ = (1 — t)ag + ta; € A. O

Questdo 2. Sea € R" er > 0, denotamos por B(a;r) a bola aberta de centro a e raio
r. Sejam X e U subconjuntos de R” tais que X é compacto, U é aberto e X C U. Mostre
que existe £ > 0 tal que B(z;¢) C U para todo = € X.

Solug¢ao. Como X C U, para cada x € X, existe um r, > 0 tal que B(x,r,) esta contida
em U. Considere a cobertura de X dada pelos conjuntos abertos B(z,7,/2). Como X
¢ compacto, existe uma subcobertura finita B(z1,74,/2,. .., B(Tm, s, /2). Seja agora
£ = minj<i<;,(r;/2). Afirmamos que a escolha de € como acima satisfaz as condigoes do
enunciado. De fato, seja © € X. Por construgao, temos que x € B(x;,7,,/2) para algum
ie{l,2,...,m}. Assim, se y € B(z,¢), temos que

Te.
ly—zi| <y —z[+|v -2 < e+ 21

S Ti.

Ou seja, y € B(x;,r;) C U. Como z € X ey € B(x,e) foram escolhidos de forma
arbitraria, o resultado segue. O



Questdo 3. Seja f:[0,1] x

(i) Para todo = € [0,1], a funcdo g, :

decrescente;

(ii) Para todo y € [0,1], a funcdo h,

decrescente.

Mostre que f é integravel.

Solugao. Seja € > 0 dado. Mostreremos que existe uma partigao P de [0, 1] x

que

S(f; P) —

[0,1] — R satisfazendo as seguintes condigoes:

[0,1] — R dada por g¢.(y) = f(z,y) é ndo

: [0,1] — R dada por hy(xz) = f(x,y) é nao

0,1] tal

s(f; P) <e,

onde S(f; P) e s(f; P) denotam, respectivamente, a soma superior e a soma inferior de
f relativamente & particao P. Isso basta para mostrar que f é integravel.

Seja n um inteiro positivo e sejam a; = i/n, b; = j/n; i,j € {0,1,...

,n}. Considere

a particao P, formada pelos retangulos R;; = [a;—1,a;] X [bj_1,b;]; .7 € {0,1,...,n

Usando as condigoes (i) e (ii), temos

S(P,, f) = ZZf a;,b;) - area(R ZZ]‘ a;, b;
=1 j=1 =1 j5=1
€ n n n n
Pn;f Zz.faz—hg 1 area zj ZZfal 17] 1i2
=1 j=1 i=1 j=1
Assim,
S(Par f) = (P £) = 30 57 (i) — Flai1,by-)
i=1 j=1
= Z Z (f(ai,bj) — flai,bj—1) + flai,bj—1) — f(ai-1,bj-1)) %
i=1 j=1
n n 1
=> (Z flai, bj) — f(ai,bj—ﬂ) )
i=1 \j=1
+ Z (Z flaibj—1) — f(ai-, bj—l)) %
= 3 ) = 0w 0) 5+ 35 Flon )~ Fa ) ni
Como
f(aiabn) - f(ai;bO) S f(17 1) - f<070> € f(anabj—1> - f(a07bj—1) S f(17 1) - f(070)7
encontramos
S(Pn, f) . S(Pn, f) S 2n (f(17 1712_ f(oa O)) _ 2 (f(L 1>n_ f(oa O)) )
Tomando n suficientemente grande, obtemos
S(me)_s(me) <e¢




Questdo 4. Seja f : R?> — R duas vezes diferenciavel. Suponha que g%’; = 02% em

todos os pontos de R?, onde ¢ é uma constante nao-nula. Prove que existem funcoes
¢:R =R, ¢ : R — R, duas vezes diferenciaveis, tais que f(x,y) = ¢(x —cy) +(x +cy).

Solugao. Seja g(u,v) = f(*F2, %*). Entao

@< )_lg u+v v—1u _lﬁ u+v v—1u
AT 2 7 2 2c Oy 2 7 2

Derivando a expressao acima com respeito a v, encontramos que

829( )_182f utv v—u) 1 &3f futvv—u 0
dvou Y T 4052 2 7 2 4¢2 Oy? 2 7 2 ) 7

A partir da igualdade %(u, v) = 0, podemos deduzir que g—z(u, v) nao depende de v, ou
seja, existe uma funcao ® : R — R tal que

%(u,v) = O(u).

Seja ¢(u) = fou ®(t)dt. Vemos que a igualdade acima é equivalente a

T (g(u,) — o) = 0

Repetindo o argumento acima, podemos encontrar uma funcao ¢ : R — R tal que

u+v v—u

g(uw)Zf( 5 o

):am+ww»

Tomando u =y — cx, v = y + cx concluimos a demonstragao. O]

Questdo 5. Sejam A = {(z,y); v > 0}, B=R?\ {(2,0); 2 >0} e f: A — B dada
por
flz,y) = (2° = y*, 22y).

(a) Mostre que f esta bem definida, ou seja, mostre que se (z,y) € A, entao f(x,y) € B.

(b) Mostre que f: A — B é um difeomorfismo.

Solugio. (a) Seja (z,y) € R? tal que y > 0, devemos mostrar que se 2ry = 0, entao
2% —y? < 0. De fato, observe que se 2zy = 0, como y > 0, devemos ter que x = 0, logo
22 — 9y = —y? < 0, como querfamos.

(b) Calculando a derivada de f, obtemos

2v 2y

A =1a, 2s

’ =4(2* +¢7),



que ¢é diferente de zero para todo (x,y) # (0,0). Em particular df é nao-singular em
todos os pontos de A. O resultado seguira se porvarmos que f é uma bije¢ao. Para isto
basta observar que a funcao

g:B— A

s . e
\/2(\/u2 + 02 —u) 2

estd bem-definida e satisfaz go f =id |4 e fog =id|p, 0 que é uma tarefa trabalhosa,
porém completamente elementar. O

Questdo 6. Suponha que F : R? — R? ¢ uma funcao de classe C*! tal que a derivada
de I é nao-singular em todos os pontos de R?.

(a) Mostre que se V' C R? é aberto, entdao F(V) C R? é aberto.

(b) Suponha que F(0,0) = (0,0) e que ||F(z,y)| > 1 para todo (x,y) € R? tal que
1,9 = 1. Mostre que F(U) 5 U, onde U = {(z,9) : [|(,»)]| < 1}

[Sugestao: Mostre que F'(U)NU ¢ aberto e fechado em U].

Solugdo. (a) Suponha que yo = F(zg), xo € V. Por hipotese, F”(x¢) é invertivel. Logo,
pelo teorema da fungdo inversa, existem vizinhangas Vo C U de xy e Wy de F(z0) tais
que Fly, : Vo — Wy é um isomorfismo. Em particular F/(U) contém a vizinhanca aberta
Wy de F(xg). Como xq foi tomado de maneira arbitraria, o resultado segue.

(b) Como U é conexo, se provarmos que F'(U) N U aberto e fechado em U, teremos
F(U)NU =U ou F(U)NU = (). Observe que F(U)NU nao pode ser vazio (0 esta dentro
tanto de U quanto de F(U)). Logo deveremos ter F(U) NU = U (o que significa que
U C F(U)). Javimos no item (a) que F(U)NU é aberto em U. Para ver que F(U)NU é
fechado em U, suponha que tenhamos z,, € F(U)NU, x, — z* € U. Temos z,, = F(y,),
com y, € U C U. Como U é compacto, existe uma subsequéncia y,, — y € U. Como F

é continua, F(y,, ) — F(y) = x*. Se tivéssemos ||y|| = 1, entao, por hipotese, teriamos
|F(y)|| > 1= 2* ¢ U. Contradi¢ao. Logo y € U, o que significa que z* € F(U)NU, o
que conclui a demonstagao. O]

Questdo 7. Em R?\ {(0,0,0)}, considere a 2-forma

1
R P e (zdy A dz + ydz A dx + zdx A dy) .

(a) Calcule dw.

(b) Considere a esfera S* = {(x,vy,2); 2? + y* + 22 = 1} com uma orientagao fixada.

Mostre que
/ U'w #£ 0,
S2

(c) Existe uma 1-forma 6 em R3\ {(0,0,0)} tal que df = w? Justifique sua resposta.

onde ¢ : S — R3 é a inclusao.



Solugao. (a) Temos
w = fdy Ndz+ gdz A\ dz + hdx N dy,
onde
x Yy 2

(x2+y2+22)3/2’ 9 (.T2+y2+22)3/2 € ($2+y2+22)3/2

f =
Como as formas dy A dz, dz A\ dx e dx N dy sao fechadas, temos

dw =df Ndy Ndz+ dg Ndz N\dx+ dh A\ dx A dy
= (fodx + fydy + f.d2) ANdy A dz
+ (g.dx + g,dy + g.dz) Ndz A dx
+ (hydz + hydy + h.dz) Adx A dy
= (fo+ gy + h)de Ndy Ndz.
Como
—22? 4+ y* 4 2° x? — 2% + 22 22 + y? — 222

x = ) = h, = )
f (1'2+y2+22)5/2 Gy ($2+y2+22)5/2 € (x2+y2+22>5/2

obtemos que dw = 0.
(b) Em R3, considere a 2-forma

a =xdy \Ndz +ydz N\ dz + zdx A dy.

Obviamente, temos ¢t*w = (*«a. Assim, por um lado, temos

w = Ca.
2 s?

Por outro lado, como da = 3dzAdyAdz e S? = B3, onde B® = {(x, vy, 2); 2 +y*+22 < 1},
o Teorema de Stokes nos da

/ Vo= / do = 3Vol(B?) = 4.
S2 B3

/ Uw # 0.
S2

(c) Se 6 existisse, como dS? = (), o Teorema de Stokes nos daria

/ L*w:/ L*df = 0,
s2 s2

o que nao ocorre, pelo item (b). Portanto, tal § nao existe. O

Logo,



