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Resolva 5 das 8 questoes abaixo

Questao 1. Dado a > 0 prove que lim {/a — 1.
n—oo

Solucao. Dado a > 0, como a funcao exponencial é continua no conjunto dos ntimeros
reais, temos que

[
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lim {/a = lim a* = lim (e™@)% = lim e » =env0 n  =¢ =1

Questao 2. Sejam R o conjunto dos niumeros reais e Z C R o conjunto dos niimeros inteiros.
Mostre que:

a. Se X C Z é limitado inferiormente, isto é, existe a € R tal que a < n para todo n € X,
entao X possui um elemento minimo.

b. Podemos escrever R = U (n,n+1].
neZ

Solucao.

a. Levando em conta que Z é ilimitado inferiormente, escolha m € Z tal que m < a e
considere o seguinte subconjunto de N:

A={n—-m:ne X}.

Pelo principio da boa ordenacao existe ng € X tal que ng — m < n — m para todo n € X,
ou seja, ng ¢ um elemento minimo de X.

b. Dado a € R seja X C Z o conjunto dos inteiros n + 1 tais que a < n + 1. Pelo item
a. sabemos que X possui um elemento minimo ny + 1. Entao, pela minimalidade de ng + 1,
obtemos ny < a. Portanto, R = U (n,n+ 1].
nez

Questao 3. Sejam X C R e a € R. Prove que a é um ponto de acumulacao de X se, e
somente se, a é o limite de uma sequéncia de elementos de X, dois a dois distintos.



Solugao. Relembre que um nimero a € R é dito ponto de acumulacao do conjunto
X C R se dado € > 0, existir x € X tal que 0 < |z — a| < e. Equivalentemente, para todo
e >0, tem-se (a — e,a+¢€) N (X — {a}) #0.

Seja a um ponto de acumulacao de X. Existe z; € X tal que 0 < |21 —a| < 1.
Tomando €, = min{|x1 —al, %}, temos que existe zo € X tal que 0 < |z3 — a| < €3. Seja
€3 = min {|z5 — af, 3 }. Existe z3 € X tal que 0 < |23 — a| < €3. Prosseguindo desse modo,
vamos obter uma sequéncia de elementos x,, € X com |z,41 — a| < |z, —al e |z, —a] < L.

Assim, os elementos z,, sao dois a dois distintos, pertencem a X e lim x, = a.
n—oo

Reciprocamente, se li_>m x, = a, entdo para qualquer nyg € N, o conjunto {z, | n > ng}
n oo

¢ infinito, pois do contrario existiria um termo x,, que se repetiria infinitas vezes e isto
forneceria uma sequéncia constante com limite x,,, # a. Portanto, para todo € > 0, tem-se

(a—ea+e)N(X —{a}) #0.

- o . R
Questao 4. Prove que para todo polinomio p(x) de grau superior a 1 a série Z m
— D
converge. h=l
Solugao. Seja p(zr) = Z a,x”, onde a,, #0 e m > 2. Note que
n=0
pk) =Y a k" = k™ agk" "
n=0 n=0
. |p(k)| S
Logo, encontramos khm el la,,|. Entao, existe ky € N tal que
—00
Ip(k)| > km@ para todo k > k. (1)
. o 1 ) — 1
Levando em conta e a convergéncia da série Z T concluimos que Z ) converge.
" p
k=1 k=1

Questao 5. Sejam f : [a,b] — R continua e p,v : I — [a,b] ambas de classe C'. Mostre
que F': I — R dada por

¢ de classe C! e vale para todo = € I,

F'(z) = (fou)(x) - ¢(z) — (f o) (z) - ¢ (2).

Solugao. Considere a fungao G : [a,b] — R dada por

b
G(zx) = / £() dy.
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Pela integrabilidade de f temos

G(m):/ f(y)dy—/xf(y)dy para todo x € [a,b].

Analogamente, encontramos

b o(z)
F(z) = / fly)dy — / fly)dy — G(¢(z)) para todo z € I.
Usando o Teorema Fundamental do Célculo e a regra da cadeia, obtemos

F'(z) = =G'((2)) - ' (x) = (feo@)(z) - ¢ (z) = (f o) (x) - ¢'(x) — (f o ) () - ¢ (2),

para todo x € I. Finalmente, como as fungoes f, 1, ¢, 9" e ¢’ sd@o continuas em I concluimos
que F é de classe C! em 1.

Questao 6. Seja [ : [a,b] — R uma fun¢do continua. Mostre que se f ndo é identicamente

b
nula, entao / |f(z)|dz > 0.

Como a funcao |f(z)| é continua e ndo é identicamente nula em [a, b], existem um su-
bintervalo [c,d] de [a,b] e uma constante M > 0 tais que |f(z)| > M para todo = € [c,d].
Portanto, se considerarmos uma particao de [a, b] construida a partir de [c, d], obtemos

/ |f(x)|dz > M(d—¢) > 0.

Questao 7. Seja f : [a,b] — [a,b] continua.
a. Mostre que existe zo € [a,b] tal que f(zg) = zo.
b. Suponha que {z,},en sd0 pontos fixos de f. Mostre que todos os pontos de aderéncia

de {z,} sdo também pontos fixos de f. Em particular, conclua que se {z,} é denso em |a, b|
entao f é a funcao identidade.

Solugao.

a. Seja G : [a,b] — R a fungao continua definida por

Podemos supor que



Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe xy € [a, b] tal que G(z¢) = 0.

b. Se x € [a,b] ¢ um ponto de aderéncia de {x, }nen, entdo existe uma subsequéncia (x,, )
de {x, }nen tal que klim T, = z. Pela continuidade de f obtemos
—00

F0) = i f(a) = fim 0, =
Finalmente, se {x,},en € denso em [a,b], entdao todo = € [a,b] é ponto de aderéncia de
{Zn}nen. Portanto, pelo o que ja demonstramos, x é um ponto fixo de f.

Questao 8. Seja f : [a,b] — R uma fungao derivéavel.
1. Mostre que se f(a) = f(b) = 0 entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0;

2. Mostre que, de forma mais geral, existe ¢ € (a,b) tal que

b—a
Solugdo. 1. Observe que o minimo m e o maximo M de f em [a,b] sdo atingidos, em
virtude do Teorema de Weierstrass, pois f é continua no compacto [a,b]. Se ambos fossem
atingidos nas extremidades, terfamos m = M e f seria constante em [a,b]. Neste caso,
f'(c) = 0, para todo ¢ € [a,b]. Caso contrario, f atingira o seu minimo ou o seu maximo em
um ponto interior ¢ € (a,b). Se f tiver um minimo local em ¢, entdo existe 6 > 0 tal que
f(z) > f(c), para |x — c| < 6.

Se ¢ <z < ¢+ 0, entdo L—f(c) >0 e, assim, f’(¢7) > 0.
x_

Sec— 0 < x < c, entao @) = /() < 0 e, assim, f'(c7) <0.
r—c

Como f é derivavel em ¢, concluimos que f’(¢*) = f'(¢7). Portanto, f'(c) = 0.
Se f tiver um maximo local em ¢, entdo — f tem um minimo local em c¢. Assim, (—f)'(c) =
—f'(e) = 0.
2. Seja g(z) o polindomio de grau < 1 tal que g(a) = f(a) e g(b) = f(b). Entao ¢'(z)
b) —
W, para todo z € [a,b]. A funcdo ¢: [a,0] — R

definida por ¢(z) = f(x) — g(x) & tal que ¢(a) = f(a) — gla) = 0 ¢ p(b) = F(b) — g(b) =0,
o que implica ¢(a) = ¢(b) = 0. Logo, pelo item 1., existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0.
f(b) — f(a)

b—a

¢ constante e, de fato, ¢'(z) =

Consequentemente, f'(c) = ¢'(c) =



