EXAME DE SELECAO DE DOUTORADO Gabarito © PGMAT/UFC 2024.1

Questao 1. Seja X uma superficie de dimensao n. Prove que para qualquer aplicagao
F: X — S de classe C! existe uma aplicacao continua H : X x [0,1] — S™™! tal que
H(xz,0) = F(z) e H(x,1) = N para todo x € X, onde N é o polo norte da esfera.

Observagao: S = {(x1,...,&p0) E R" 1 2f 4o 422, =1}
Pelo teorema do Sard a aplicacao nao pode ser sobre. Retirando um ponto qualquer de

esfera recebemos o espaco homeomorfo ao R"*!. Seja N corresponde o origem. Como R"!
eh contratil, podemos construir a familia H(z,t) = F(z) .

Questao 2. Achar um exemplo de um conjunto X C R? que é conexo mas nao ¢ conexo
por caminhos.

Tomamos reuniao do segmento ligando os pontos (0,-1) e (0,1) no plano R? e o grafico
da funcao F(z) = sen(1/z).

Questao 3. Para cada x € [0, 1], seja (x1,x2, ...) sua representacao na base 2, ou seja
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onde z,, € {0,1} e x, # 0 para infinitos n > 1. Defina a funcao f : [0,1] — [0,1]* por
f(x) = (fi(z), f2(x)), onde
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(a) Prove que f é sobrejetiva e que existe C' > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < C|lz — y||'/*.

(b) Existe uma funcao f : [0,1] — [0,1]? e constantes C > 0, > 1/2 tais que

1f(x) = fW)l < Cllz —yl®

para todos z,y € [0, 1]?

a) Observe que 1/2"™! < ||z — y|| < 1/2" se e somente se z; = y; para todo 1 <i < ne

Tnt1 7 Ynt1-
Pegue a norma do maximo em [0, 1], pela definigao de f se z; = y; para todo 1 <i <n

[
€ Tns1 # Yos1 entao || fu(@) — fuly)| < 1/2"/ para x = 1,2. Se n é par ||fi(z) — fi(y)]| >
1/200/2 se 6 fmpar || fo(x) — fo(y)|| = 1/20272,

1/

Logo [If(x) = f(y)l < 4flx — ylI'"
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Para provar que ¢ sobrejetiva observe que dado (z,y) € [0, 1]* podemos escrever p € [0, 1]
com as coordenadas na base dois impares dadas pelas de x e as pares pelas de .

b) Nao existe pois f([0,1]) tem medida nula em R?. Para provar isto observe que para
todo N € N podemos particionar [0,1] em N intervalos de tamanho 1/N, logo a f(]0,1])
pode ser coberta pela imagem destes intervalos.

Observe que o diametro de f([k/N, (k + 1)/N]) é menor ou igual a C/N®, logo esta
contido num quadrado de arestas iguais a 2C'/N®. Entao podemos cobrir f([0,1]) com N
cubos de volume 4C?/N?* o que da a soma dos volumes igual a 4C?/N?*~1 como 2o > 1
quando N vai para infinito isto vai para zero.

Questao 4. Sejam M C R™ e N C R” superficies compactas conexas C*, e seja f : M — N
tal que para todo x € M a derivada D f(x) : T,M — Ty N é um isomorfismo. Prove que
existe k € N tal que #f~!(y) = k para todo y € N.

Como D f(x) é um isomorfismo temos que f é uma aplicagao aberta, como M é compacta
temos que f(M) C N é aberto e fechado em N, como é conexa temos que f(M) = N. Logo
para todo y € N, f~1(y) # 0.

Vamos a provar agora que para todo y € N, f~1(y) é finito. Caso nao seja, por M
ser compacto, podemos pegar uma sequencia de pontos x, € f~!(y), x; # x; para i # j,
que converge a x, por continuidade f(z) = y. Pelo teorema da aplicacdo inversa existe
uma vizinhanca de x onde f é um difeomorfismo nela, mas para n grande x, esta nesta
vizinhanca, contradicao.

Provemos que para todo y € N existe 6 > 0 tal que para todo z € Bs(y), #f (z) =
#f1(y). Para todo z € f~!(y) pelo teorema da aplicagao inversa existe um a > 0 tal que
f restrito a B,(x) é um difeo, pegando o menor a nos pontos de f~*(y) e tal que as bolas
B (z) sejam disjuntas, temos que Ugcs-1(y) f(Ba(r)) é um aberto que contem y.

Logo existe § > 0 tal que Bs(y) tem pelo menos #f~*(y) pre imagens. Agora vamos
a provar que a menos de reduzir § todo ponto tem exatamente a mesma quantidade de
pre imagens: Por absurdo se isto nao acontece para todo n existe z, ¢ Uycr-1(y)Ba(2) €
d(zn,y) < 1/n, temos que M \ Uzes-1¢)Ba(z) é compacto logo a menos de pegar uma
subsequencia temos z, — z e por continuidade f(z) = y, contradigao.

Logo para todo k € N o conjunto de pontos tais que #f'(y) = k é aberto, como N é
conexo so um deles pode ser diferente de vazio.

Questao 5. Sejam u,v : U — R de classe C? definidas num aberto U C R™. Seja V C U
tal que OV é uma superficie compacta C.

(a) Use o teorema da divergéncia para provar a férmula de Green

v
/ (uAv + Vu - Vo)dr = / u—do
v av 0N
onde 7 é o vetor normal exterior ao bordo de V.
(b) Uma funcao u é dita harmoénica se Au = 0. Prove que se u,v sdo harmonicas tais que
u(x) = v(zx) para todo x € IV, entdo u(x) = v(z) para todo x € V.
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a) Pegue uVv = (u 88; - ,ua‘%) logo temos que
" Ou 0
- (uVv) _UZ Zaza;:uAv—l—Vu-Vv

Aplicando o teorema da divergéncia em V temos o resultado.
b) Pega g = u—wv, pela linearidade de A g é harmonica. Aplicando a parte anterior para

u = v = g temos que
[ Ivalas = o
14

entao Vg = 0 o que implica g constante, como no bordo é zero implica g = 0.



