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Questdo 1. Se X é um subconjunto de R, denotamos o supremo de X por sup(X).
Sejam S e T subconjuntos de R e seja S + T o subconjunto de R dado por

S+T={s+t|seSteT}

Mostre que sup(S + 7T') = sup(S) + sup(7T).

Solugao. Como, para todo elemento s € S et € T, temos que s < sup(S) e t < sup(7T),
segue que todo elemento x = s+t € S+ T satisfaz x < sup(s) + sup(7’). Donde
sup(S + T) < sup(S) + sup(T'). Por outro lado, dado ¢ > 0, existem s € Set € T
tais que s > sup(S) — 5 et > sup(T) — 5. Assim, existe v = s+t € S+ T tal que
x > sup(S)+sup(T’) —e. Portanto, sup(S+71") > sup(S)+sup(7’)—e. Como € é arbitrario,

concluimos a demonstragao da outra desigualdade e, consequentemente do problema. [J

Questdo 2. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua tal que f(a) = f(b). Mostre que
existe pelo menos um namero ¢ no intervalo [a, (a +b)/2] tal que f(c) = f(c+ (b—a)/2).

Solugdo. Se f((a+b)/2) = f(a), tome ¢ = a. Caso contrérion, seja g : [a, 2] — R dada
por g(x) := f(z+(b—a)/2)— f(x). Note que, neste caso, temos g(a) = —g((a+0b)/2) # 0.

(
Assim, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (a,(a + b)/2) tal que g(c) = 0, que é
exatamente o que foi pedido no enunciado O

Questdo 3. Seja a € (0,1). Mostre que qualquer sequéncia {x,},en que satisfaz a
relagao de recorréncia

Tpao = aTpi1 + (1 — @)z, Vn €N,
¢ convergente.
Solucao. Pela formula geral das solugoes de recorréncias lineares de grau 2, é possivel

deduzir que
T, =A-1"+B-(a—1)".
n—oo D

Como 0 < o — 1| < 1, segue que (o — 1) — 0 quando n — oco. Logo x, —— A.

Questdo 4. Mostre que o conjunto P(N), formado por todos os subconjuntos de N, é
nao-enumeravel.



Solugao. Suponha, por absurdo, que exista uma enumeracao {5, }nen de P(N). Construa
o seguinte conjunto

S:={neN;n¢gsS,} CP(N).

Vamos mostrar que S # 5, para todo n € N. De fato, se n € S, isto significa que n € S,
e analogamente, se n ¢ S, significa que n € S,,. Isto significa que, de qualquer maneira,
S # S,. Como isto vale para todo n, teriamos que S & P(N), o que é um absurdo. [

Questao 5. Prove que todo subconjunto fechado de R se escreve como intersecao de
uma quantidade enumeravel de subconjuntos abertos de R.

Solugao. Seja X um conjunto fechado e, para todo n € N, defina
1 1
zeX
Como X,, é a uniao de conjuntos aberto, é , ele mesmo, aberto. Afirmamos que

X:ﬂXn.

neN

E facil ver que X C (Nnen Xn- Considere agora y € X°¢. Como X ¢é fechado, X¢ ¢ aberto
e, portanto, existe 6 > 0 tal que (y — d,y + ) C X Ou seja, ndo existe x € X tal que

re(y—ody+d)eye(x—ao,x+9).

Em particular, para todo n € N com % <0,y & X,. O que implica que y & (U, ey Xn-
Como y ¢ um elemento arbitrario de X¢, segue [,y Xn C X, 0 que conclui a demon-
stracao. O

Questdao 6. Resolva os itens a seguir.

(a) Seja f: R — R uma fungao diferenciavel tal que f’(z) > f(z) para todo x € R e
f(zo) = 0 para algum z, € R. Mostre que f(z) > 0 para todo x > .

(b) Seja ¢ um numero real positivo. Mostre que a equacao

possui exatamemte uma raiz real.

Solugao. (a) Provaremos algo um pouco mais forte, cujo enunciado é o seguinte:

Se f: R — R € uma funcgao diferencidvel tal que f'(x) > f(x) para todo x € R, com
a igualdade ocorrendo em no mdzimo um ponto, e f(xo) = 0 para algum xo € R, entao
f(z) > 0 para todo x > g e f(x) < 0 para todo x < xy. Em particular, xo € a inica raiz
de f.

Temos
d

@] = e [f'(2) = f(2)]

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, se b > a, entao

e F(B) — e fla) = / e F(6) — £(8)] dt > 0.



Assim, se x > g, entao,

f(z) > ™) f(wo) = 0,
e, se ¥ < xg, entao,

0 =@ ) f(zq) > f(x).

(b) Seja g(z) = ce” —1—x—— Temos
2
x
¢(@)—gla) = = 20,
com a igualdade ocorrendo somente em x = 0.
Como ¢ > 0, temos
lim g(x) =—0c0 e lim g(z) = co.
T——00 T—>00

Como g é continua, temos, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe x5 € R tal
que g(zg) = 0. Pela solugao do item (a), temos também que zy é a tnica raiz de g.

]
Questdo 7. Mostre a desigualdade i i < il
. g 2 5 <3
Solu¢ao. Como 1%3 < x% para todo x € (k— 1,k) e f(z) = :713 é continua, segue que
1 Pl
— < —d
k3 /k 7P L
Somando a desigualdade acima para k = 3,.. .,
1 /°° 1 1
S < [
o= k3 8
Logo,
1 1 1 1 1 5 4
—=14-= —<l+-+-=-<-.
2 ETltgtl mltgtg=1<3
k=1 k=3
O

Questdo 8. Seja { f,, }neny uma sequéncia de fungoes de [a, b] em R tal que f,, é integravel,
para todo n € N. Mostre que se {f,},en converge uniformemente para uma fungao
f:la,b] = R, entao f é integravel.

Solucao. Dado € > 0, sejat n € N tal que |f,(z) — f(z)] < 35y Para todo z € [a, b].

Segue que
/f dx</fn da;—/fn dm—i——

pois f, é integravel. Analogamente,

/ab falw)do =& < ZZf(w) da
|7if(x) dx—f;f(x) iz

Como € é arbitrario, concluimos. O

Em particular,

<€




