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Candidato:

Importante:
1. Apresente suas solugoes de forma clara e bem organizada.

2. Os argumentos devem ser cuidadosamente justificados para serem elegiveis a pon-
tuacao.



Questao 1. Seja M,,«,(C) o conjunto das matrizes de ordem n x n com entradas em C. Con-
sideramos M,,,(C) equipado com a norma euclidiana via identificagao natural de M,,,,(C)
com C™. Mostre que

{A € Myyn(C) : det(A) £ 0}

é conexo por caminhos.

Questao 2. Sejam K C R™"! um subconjunto compacto e p um ponto de R*"* — K.
Suponha que: para cada vetor unitdrio v € S", a semirreta {p +tv : ¢ > 0} intersecta
exatamente um ponto de K. Mostre que K é homeomorfo a esfera S™.

Questao 3. Seja A C R? aberto. Mostre que ndo existe f: A — R injetiva e de classe C.

Questao 4. Seja X = {(z,y) € R? 2% = y3}. Mostre que nao é possivel escrever X = f~1(c)
onde f: R? — R é de classe C* e ¢ é um valor regular de f.

Questao 5. Sejam M C R™ um dominio compacto, conexo e com fronteira regular, C*>°(M) =
{u : M — R; u ésuave} e A : C°(M) — C>®°(M) o operador Laplaciano, dado por
Au=> " 4 Dig-se que um numero real A é um autovalor de Dirichlet para M quando

i=1 922"
existe uma fungdo nao nula u € C*°(M) tal que Au = —Au e u|gy; = 0. Similarmente, diz-se
que A é um autovalor de Neumann quando existe uma tal funcao satisfazendo Au = —\u e

g—Z’aM = 0, em que 7 denota o campo normal unitario exterior a OM.
(a) Prove que todo autovalor de Dirichlet é estritamente positivo.

(b) Demonstre que 0 é um autovalor de Neumann, e que os demais autovalores de Neumann
sao estritamente positivos.

(c¢) Exiba todos os autovalores de Dirichlet e todos os autovalores de Neumann para M =
0,1] C R.



Questao 6. Sejam k € Re f : R® — R uma funcao suave tal que f(txr) = t*f(z), para
quaisquer x € R" e t € RT.

(a) Demonstre que
[ sr@de= [ ki
n Sn—
sendo B" = {z € R"; |z| <1}, S"! = 0B" e dp o elemento de volume de S"!.

(b) Conclua que, no caso em que f(z,y,z) = 3x2y? + 6y*2? + 62222, ocorre

. f(p)dp = 4.

Questao 7. Seja F' C R™ um conjunto fechado e ¢ : F' — R™ uma funcao suave.

(a) Mostre que existe uma func¢ao suave ¥ : R” — R™ tal que ¥(z) = ¢(x), para todo
x e F.

(b) Dé um contraexemplo para mostrar que a conclusao do item anterior é falsa se F' nao
for fechado.

(c) Dé um contraexemplo para mostrar que a conclusao do item (a) é falsa se o contra-
dominio de v nao for o espaco R™.



