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Importante:
1. Apresente suas solugoes de forma clara e organizada.

2. Os argumentos devem ser cuidadosamente justificados para serem elegiveis a pontu-
acao.



Questao 1. Prove que uma funcao f : R™ — R" é diferenciavel no ponto a € R™ se, e
somente se, existe uma aplicagdo A : R™ — L(R™;R"™) satisfazendo as duas condigoes a
seguir:

e f(a+h)— f(a) = A(h) - h, para todo h € R™;

e A é continua no ponto h = 0.

Questao 2. Seja f : R® — R™ de classe C*, com (f'(x) - v,v) > 2023 - |v|?, para quaisquer
x,v € R". Prove que f é um difeomorfismo de R™ sobre si mesmo.

Questao 3. Seja f : U — R duas vezes diferenciavel no aberto conexo U C R™. Demonstre
que f” é constante se, e somente se, existe uma forma bilinear simétrica B : R" x R" — R,
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um vetor ¢ € R" e um escalar d € R, de modo que f(z) = 5B(z,r) + (¢, z) + d.

Questao 4. Sejam c e « reais positivos dados e () um quadrado no plano, também dado.
Prove que néo existe fungao sobrejetiva f : [0,1] — @ tal que, para todos 0 < z,y < 1,
tenhamos

1f(z) = F)l| < |z —y|*2,

em que || - || denota a norma euclidiana em R?.

Questao 5. Seja B C R? a bola fechada unitdria de R3, centrada na origem. Calcule o valor
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da integral fB ;—‘zdx, em que x = (x1, T2, 73) € R? e dor denota o elemento de volume usual

de R3.

Questao 6. Sejam B a bola fechada unitaria em R3, centrada na origem, e S? = 9B. Mostre
que

/ r]cosxy do = / (cosxy — xy sinzy) dx,
s2 B

em que x = (11,22, 73) € R® e do e dv denotam os elementos de volume usuais de S? e R?,
respectivamente.

Questao 7. Mostre que o conjunto SL(n;R) = {X € R™; det X = 1} é uma hiper-
superficie suave de R, com plano tangente na identidade igual a T;,SL(n;R) = {X €
R™; traco(X) = 0}.



