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Parte 1

Questao 1. Resolva os itens abaixo:

a) Considere a fungao f : R™ — R definida por

1
— . if z#0,
fl@)=1 |z|"*t2 ?
0, if x=0.

Mostre que para cada § > 0 a fungao f ¢ integravel em B§ := {x € R" : |z| > §} e existe
uma constante C' = C(n,d) > 0 tal que

flx)dx < C.
B§

Demonstracao. Para cada k > 0 defina
1

A, = {x e R": 286 < |z| < 2FF1§ e = .

Considere o conjunto A = {x € R" : 1 < |z| < 2}. Usando a propriedade de dilatacao da
medida de Lebesgue obtemos

m(Ay) = (256)"m(A).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, encontramos
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Por outro lado, temos a uniao disjunta B§ = U Aj.. Entao, dado x € Bj§ existe Ay, tal que

k=0
x € Ay, e assim, obtemos
fla) = mf(m%) < <2k5)*(n+%) — ng(m)
k=0



Logo, pela monotonicidade da integral, estimamos

- flz)dx < /Rn (Z gk(x)> de = %,

o0

onde Cy = m(A) (Z 2;) O

k=0

b) Seja T': R" — R™ uma transformagao linear invertivel. Assuma que para cada F C R"
mensuravel temos |E| = |det T||T~Y(E)|. Se f € Li(R"), mostre que

@ =taar) [ )y )

para todo ' C R™ mensuravel.

Demonstracdo. Inicialmente, assuma que f = xyg, onde G C E é um conjunto mensuravel.
Levando em conta que

F(TW) = xc(T(Y)) = xr-1c)(y), paratodoy € T~ (E),

obtemos

» el /Ef(x) dzx
‘ijmmwzw<mb“mﬂ=|wﬂ.

Assim, para G C R™ mensuravel, encontramos

/E f@)de = [E  Xweaa)do

= |detT| xena(T'(y)) dy
T-1(E)

= Jdetl [ AT iy )

Usando concluimos que vale quando f ¢ uma funcgao simples. Entao, via o Teorema
da convergéncia mondtona, a igualdade (|l)) é verdadeira se f é uma fungdo mensurdvel
nao-negativa. Finalmente, para f € L;(R"), usamos a igualdade f = f* — f~ para obter

0) 0
Questao 2. Seja f:[0,1] x [0,1] — R tal que para cada z a fungao f(x,y) é integravel em

ye a—(x, y) é uma fungao limitada de (x,y). Para cada z, prove que == (z,y) é uma funcao
x
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Demonstragao. Para cada x € [0, 1] sabemos que f(z + 1/n,y) e f(x,y) sdo fungbes men-
suraveis de y. Ademais, temos

of .
5, & Y) = lim Fu(z,y), para todoy € [0,1],
of ) - )
onde Fy(z,y) =n(f(x+1/n,y) — f(z,y)). Logo, a—a:(x,y) ¢ uma funcao mensurdvel de v.

Seja C' > 0 uma constante tal que

of
ox

(x, y)‘ < (C, paratodo x,y € [0,1].
Entao, pelo Teorema do Valor Médio, encontramos

|Falz,y)| < sup
z€[0,1]

ox

g(m, y)‘ < C, paratodoy € [0,1].

Portanto, pelo Teorema da convergéncia dominada em g, obtemos

1

1
i/ flz,y)dy = lim [ F,(x,y)dy
dz J,

n—oo 0

= [ (i Autew)

L
= /Oa—i(:my)dy-

]

Questao 3. Seja { K}, uma aproximacao da identidade. Se f € L,(R"™), onde 1 < p < +o0,
prove que a convolugao f * Kj converge para f em L,(R") quando § — 0.

Demonstragao. Precisamos mostrar inicialmente que (f*Ks) € L,(R™). De fato, se Z—l)—i-% =1,
encontramos

|/ o+ Ks(z)] <

[ e sty
< | = 9)llEs@)ldy
= [ = pIEsI 1K)l dy

< ([t -wrara) ([ i w)
— L1 K ()] 1

4



para quase todo x, onde usamos a desigualdade de Holder na penultima desigualdade (lembre
que (|f]? * |Ks|)(x) é finito para quase todo z, pois (|f|? * |Ks|) € L1(R™)). Logo, obtemos

P
I1f o+ Kl < ([P [l LS5l < oo,

ou seja, (f*Ks) € L,(R™). Agora provaremos que || f * Ks[, — 0 quando 6 — 0. Com efeito,
levando em conta que fRn Ks(y)dy = 1 e aplicando a desigualdade de Hélder novamente,
podemos estimar

|(f + Ks)(x) = f2)] =

l/Jﬂm—w—fu»waaﬁ
- Rﬁﬂx—w—fwnmawﬁmxwﬁ@

< ([ =0 - somssia)” ([ swia)’ o

Integrando (3) em z, obtemos

(K@) - s@rde < sl ([ [ 15— = @il ayae)
= IS [ 1, IS dy (W

RTL

onde f,(z) = f(x —y). Agora escolha dy > 0 tal que
1fy = flI} < —, para todo y € B,

e considere as integrais
= [ - TRl e L= [ - K] dy
Bsg Bs,

onde Bs, denota a bola aberta de centro na origem e raio d; > 0. Por outro lado, sabemos
que existe uma constante C' > 0 que satisfaz:

1. |Ks(z)| < & para todo § > 0 e para todo = € R™.
2. |Ks(z)| < Irr\T“ para todo 6 > 0 e todo x € R™\ {0}.

Assim, encontramos

L - / 1y — FIEIE ()| dy

BO

g
< 3 |Ks(y)| dy

360

g
< —||K
< 2|| sl

g
< =C 5
< 50 (5)



para alguma constante Cy = Cy(n, C'). Agora use a desigualdade triangular em L, (R") para
obter

Bo= [ = SRy

cé
< 21| / e

5
20115
6
< =5 (0
Portanto, combinando (4], e () e fazendo & — 0 obtemos || f * Kj||, — 0. ]

Questao 4. Resolva os itens abaixo:

a) Seja F': [0,1] — R uma fungao absolutamente continua tal que F’(z) = 0 a.e. . Use o
recobrimento de Vitali para provar que F' é constante.

Demonstracao. Dado ¢ € (0, 1], sejam e > 0 e

F(x+h)— F(x)

:0}.

x € (ag,by), (bpy—ay)<n e |F(by)— F(az)| <e(by — ay). (7)

E = {xe (0,¢) : lim

h—0

Dados z € E e n > 0 existe (a,,b,) C (0,c) tal que

Considere o recobrimento de Vitali de E dado por g = U B2, onde

n€(0,00)

B2 = | J {(az,b;) € (0,¢) : (ag,by) satisfaz (7)} .

zel

Como F' é absolutamente continua, podemos escolher o > 0 tal que

WE
] =

|[F(b) — Fap)| <&, se
h=1 =1

(bk — ak) < 2(5, (8)

onde os intervalos (ay, by) sdo subintervalos de (0, ¢) disjuntos. Pelo Lema de recobrimento
de Vitali, existem intervalos abertos disjuntos I}, = (¢, dy) € [ tais que

S Il = |E[ =6 =(c—0)-4. (9)



Usando @D podemos escrever

[0, ]\ U I, = U [a, by] (10)

onde os subintervalos (ay, b) de (0, ¢) sdo disjuntos e satisfazem

N
(bk — ak) < 0 < 29.
k=1

Portanto, combinando a desigualdade triangular, e , obtemos

[F(c) = F(0)| < Y |F(dx) = F(ex)|+ Y |F(b) — Fla)]

5 (Z |Ik|) +e
< g(c —ijl),

IN

ou seja, F'(0) = F(c). O

b) Mostre que existe uma fungao continua F' : [0,1] — R e crescente tal que F(0) = 0,
F(l)=1e F'(z) =0 a.e. .

Demonstragao. Seja C C [0,1] o conjunto de Cantor. Sabemos que

C= ﬁ Cr.
k=1

onde C} é definido indutivamente por
0,1/3]U[2/3,1], se k =1,
2k—1

Cr-1\ U I;, I; é o terco médio do i-ésimo subintervalo de Cj_1, se k > 2.
i=1

Ck =

Note que Cy possui 2% subintervalos. Considere a sequéncia de fungoes continuas Fj, : [0, 1] —
R definida por Fi(0) = 0, Fi(1) = 1, Fj é a funcdo linear e crescente em Cj e constante em
0,1] \ Cy tal que

Fu(z) - Foaa(2)] < —

<o (1)

para todo x € (0,1). Usando concluimos que (F}) converge uniformemente para uma
fungdo F' : [0,1] — R continua e crescente. Finalmente, levando em conta que C possui
medida nula, obtemos F'(x) = 0 a.e. z. O



Parte 11

Questao 5. Sejam 2 C RY um aberto e limitado e g € L*(€2). Mostre que

min / g — xPde = / 19— goldz,
HGR Q Q

onde gg = ﬁ Jo 9(z)dx.

Solugao: Para g € L*(Q),

F(k) = / lg — k|*dx
Q
¢ convexa e diferencidvel na varidvel & e
P = [ 2= 9)
Q

Portanto F'(k) = 0 ocorre precisamente para k = f g. Como F é convexa, um ponto
. . . ! J€2 ’
critico possui um minimo. W

Questao 6. Sejam E, F' espacos de Banach e M C E subespaco e T': E — F um operador
linear limitado sobrejetor. Mostre que T'(M) é fechado em F' se, e somente se, M + Ker(7T)
é fechado em E. (Aqui, T(E) representa o conjunto imagem de 7' : E — F e Ker(T) = {z €
E : Tz = 0} o nicleo)

Solugao: Vamos iniciar com duas observagoes:

1. Como T' é continua e sobrejetiva, e F e I’ sao espacos de Banach = T' é uma aplicacao
aberta.

2. Ademais, vale que T (M) = T(M + Ker(T)) e que T-HT(M)) = M + Ker(T).

(=) Assuma que T (M) é fechado. Entao T(M)¢ (complementar) é aberto, e como 7" é
continua, T-YT(M)) = M + Ker(T) é aberto. Como T ¢ sobrejetiva

T-HT(M)) = (T"H(T(M)))" = (M + Ker(T))",

o qual implica que M + Ket(T") é fechado.

(<) Agora suponha que M + Ket(T') é fechado. Como T é aberta, isto implica que
T(M + Ker(T)) = T(M) é fechado.

Daé concluimos o resultado. W

Questao 7. Seja £ um espaco normado. Dizemos que um conjunto A C E é fracamente
limitado se para toda ¢ € E* (espago dual de E) o conjunto ¢(A) C R é limitado. Mostre que
A é limitado se, e somente se, é fracamente limitado. Conclua que toda sequéncia fracamente
convergente é limitada.



Solugao: Suponha A limitado. Entao existe constante ¢ > 0 tal que [|z| < ¢ para todo
x € A. Portanto, se ¢ € E*, entdo para todo z € E temos que |¢(z)| < ||o|lg«- ||| < ¢||d] m-
Portanto ¢(A) é limitado.

Reciprocamente, seja J : & — E** a injecao canonica. Por hipétese, para cada ¢ € E*
existe ¢y, > 0 tal que |¢(z)| < ¢, para todo z € A. Portanto, temos que |Jz(¢)| = |p(z)]| < ¢
para todo x € A. Em outras palavras, a familia de operadores {Jz : x € A} em L(E*,R) é
pontualmente limitado. Portanto, pelo principio da limitagao uniforme temos que

sup ||| = sup || Jz|| < oo,
T€EA €A
ou seja, A é limitado. W

Questao 8. Para uma fungao f:[0,1] - R e o € (0, 1] vamos definir

[f]COa' = Ssup M
U gy Tl

Ademais, definimos o espago das fungdes a-Holder continua em [0, 1] como
Co([0,1]): ={f:[0,1] = R : [f]con < 00}.
Vamos equipar C%*([0, 1]) com a norma || f[|co. : = || fllaot[flcow, onde || flloo: = sup,coq |f(2)]-

a) Mostre que a bola Bgo,e: = {f € CO’O‘([O, 1]) : ||f||CO,a < 1} é relativamente compacto
em C'([0,1]), isto é, seu fecho com respeito & norma || - ||« é um subconjunto compacto

de ([0, 1)).

b) Defina C'([0,1]) o conjunto de todas fungoes f € C([0,1]) que sdo continuamente
diferencidveis em (0,1) cuja derivada f’ extende continuamente para [0,1]. Equipe
C'(]0,1]) com a norma

[ llerqopy s = 1 lloo + 11 lloe-

Mostre que a bola Bei: = {f € CY([0,1]) : || fllcx < 1} ¢ relativamente compacto em
C([0,1]). (Sugestao: mostre que C*([0,1]) € C%1([0,1])).

c¢) Conclua que a aplicagio inclusao 1 : C*([0,1]) — C([0,1]), «(f): = f é um operador
compacto.

Solucao:
a) Primeiro note que [f]go.o < oo implica que
|f(x) = fW)] < [flevalz —y|* Va,y €[0,1].

Em particular, deduzimos que toda f € C%*([0,1]) estd em C([0,1]) e, portanto,
Beo.o € C([0,1]). O conjunto Beo.a é relativamente compacta em C/([0, 1]) se seu fecho

9



c)

é compacto ou equivalentemente, toda sequéncia (f,,)nen C Beo.w possui subsequéncia
convergente com relagao || - ||co-

Seja (fr)nen sequéncia. Vamos usar o Teorema o Teorema de Ascoli-Arzela. Note que

[falle + [falcoe = I fullcoa <1, VneN.

Portanto, temos duas estimativas
sSup ”anOO <1, sup |fn(x) - fn(y)| < ‘x - y‘a Vz,ye [Oa 1]'
neN neN

A primeira estimativa implica que (f,)nen é uniformemente limitada. Asegunda esti-
mativa implica que a sequéncia ( f,, ),en é uniformemente equicontinua (para todo € > 0,
sejad: = e/* > 0. Entdose |[x—y| < 0 = |fn(x)—fu(y)] < |z—y|* < 0% = € para todo
n € N ). Portanto, pelo teorema de Ascoli-Arzeld (f,)neny possui uma subsequéncia
convergente. Logo, Beo.a é relativamente compacto em C([0, 1]).

Seja f € C'(]0,1]) e seja z,y € [0,1] pontos distintos. Segue do Teorema do Valor
médio que existe 0 entre x e y tal que f(z) — f(y) = f'(0) - (r — y). Em particular,
segue que

[f(2) = F W) = 1F O] |z =yl < [1f'lloe - |2 =yl

Ademais, pelo Teorema fundamental do célculo,

[f(z) = f(y)l =

/ “r) dt\ </ PO < ) e — )

para r > y. De qualquer forma, isto implica que f € C%1([0,1]) com |f|con < || f/]|co-
Portanto, concluimos que

[fllcor = [1flloo + [fleor < 1 llscllf oo = Il (12)

Agora escolha f € Bgi. Entao segue de que f € Beoa. Portanto, concluimos
que B C Beoa. Pelo item a), mostramos que Beoi é relativamente compacto em
C'([0,1]) segue que Bet é relativamente compacto em C([0, 1]) (Aqui usamos o seguinte
fato: Seja (X,d) um espago métrico e B C X relativamente compacto. Entao todo
subconjunto A C B é também relativamente compacto. )

O resultado segue dos itens a) e b). W

10



