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Resolva as 6 questoes abaixo. Justifique as suas afirmacgoes rigorosamente,
citando os teoremas utilizados sempre que necessario.

Questao 1. Mostre que a aplicagao f: R"™ \ {0} — S" definida por f(z) = ﬁ ¢ uma
x
aplicagao aberta.

Solugdo. Se u € R"™ e r > 0, denote por B(u,r) a bola aberta centrada em u de raio
r > 0. Portanto, dado ¢ > 0, basta mostrar que

f(B(z,€) 2 f(B(z,e) N {y : Iyl = llll}) 2 B(f(z),e/ll=]])-




Questao 2. Seja (u,), uma sequéncia em R™ com a propriedade: para toda sequéncia
crescente (k;) C N, o limite

existe e é finito. Mostre que a sequéncia (u,), é limitada e, portanto, possui subsequéncia
convergente.

Solucao. Suponha que (u,), ndo seja limitada.
Entao existe k; > 1 tal que ||u,, | > 1.
Também existe ko > k1 tal que [Ju,,|| > 12 + ||t ||

Pelo mesmo motivo, existe k3 > ko tal que ||t || > 2% + ||, + s, ||

Prosseguindo assim indutivamente, deduzimos que existe uma sequéncia cresecente (x;); C N

tal que
i—1

E (O

J=1

ue, || = (0 —1)* + Vi> 2.

Com isso, podemos concluir que para todo N € N vale:

1 N N-1
N E um unN + E zni
i=1 i=1

=~

1 N-1
ZN [t |l — Zum )
i=1
1 N-1 N-1
(e | D] - | S )
j=1 i=1
> N,
contradizendo a hipdtese. O




Questao 3. Seja a: I — S? uma curva regular de classe C? parametrizada pelo comprimento
de arco (ou seja, ||&/(s)]| = 1,Vs € I) definida em um intervalo aberto I C R. Mostre que
Ka($) > 1 para todo s € I, onde k,(s) = ||a”(s)|| é a fungao curvatura de .

Solugao. Note que a(7) C S? implica (o, a) = 1. Derivando uma vez, obtem-se (o’ , a) = 0.
Derivando novamente, tem-se
(" )y +{a;a) =0

Usando Cauchy-Schwarz, segue que:

L= [lo/|? = {d, o) = —(a", @) < [|a"|| - [|a]| = K.




~ . n(n+1) . . C . L.
Questao 4. Seja U C R™ 2 o conjunto das matrizes simétricas positivas de tamanho n xn,

ou seja, A = [a;;] com a;; = aj; e (Az,x) > 0 para todo x € R™\ {0}. Prove que U é aberto
em R™5 ¢ que a aplicagao f(A) = A?, definida para toda A € U é um difeomorfismo local
com imagem contida em U.

Nota: neste problema estamos considerando a identificagao natural do espacgo euclideano
n(n+1) . 2 . T
2z com o subespaco vetorial de R™ formado pelas matrizes simétricas.

Solucao. Considere a aplicacao continua 7' : R™5 x §71 5 R definida por

T(A x) = (Ax, x).

Para cada A € U, a compacidade de S"! e o fato de A ser positiva implicam que existe
e >0 tal que T'(A,x) > ¢, para todo x € S"~1.

A continuidade de T e a compacidade de S™~! mais uma vez implicam que existe § > 0 tal
que T(B,z) > £, para todos ||A — B|| < d e x € S"~'. Mostrando assim que U ¢é aberto.

Considere agora f(A) = A?. Observe que

n(n+1)

f'(A)-V=AV 4+ VA, paratodoVeR z .

Afirmamos que f’(A) é isomorfismo, para todo A € U. Basta mostrar que se f'(A)-V =0,

entao V = 0. De fato, assuma AV = —V A. Como A é simétrica, o teorema espectral implica
n(n+1

que existe uma base ortonormal de R % formada de autovetores de A. Seja w autovetor

unitario de A com autovalor A. Observe que

A(Vw) = =V (Aw) = =V (dw) = =A(Vw).
A positividade de A nos leva a seguinte contradicao:

0 < (A(Vw),Vw) = —)\||Vw||2 = —<Aw,w)||Vw||2 < 0.

Sendo f’(A) isomorfismo para todo A € U, o teorema da aplicagdo inversa garante que f é
difeomorfismo local sobre a sua imagem.

Resta mostrar que f(U) C U. De fato, toda A € U é simétrica e Az # 0 para = # 0.
Portanto, A% é simétrica (A2)T = (AT)2 = A% e

(A?z,z) = (Ax, Az) > 0, para todo x # 0.




Questao 5. (a) Sejam f : @) — R uma funcao integrével definida no bloco  C R™ tal

(b)

que f(Q) C [0,1] e g : [0,1] — R uma funcdo continua. Prove que a fungao composta
go f ¢ integravel.

Determine se o resultado do item (a) deste problema continua vélido se a funcao
g :[0,1] — R for meramente integravel.

Solucao. (a) Primeiramente, observamos que o conjunto Dy dos pontos de descontinui-

dade de go f estd contido em na uniao Dy U f~1(D,) das descontinuidades de f com a
pré-imagem do conjunto de descontinuidades de g. Em seguida, observamos que D, ¢
vazio, pois g é continua. O teorema de Lebesgue e o fato de que f é integravel no bloco
() garantem que D tem medida nula. Portanto, D,y C Dy também tem medida nula.
Aplicando novamente o teorema de Lebesgue, concluimos que g o f é integravel.

O resultado do item (a) nao é valido com a hipétese de g ser meramente integravel.
Considere o exemplo a seguir. Seja ¢ : N — @ uma enumeragao de @), e defina as
fungdes f, g : R — [0, 1] pelas seguintes relagoes:

1
)% sex=p(k) )L, sex#0
Jx) = {O, sex ¢ Q ¢ glx)= {0, se x = 0.

As duas funcoes definidas acima sao integraveis em qualquer intervalo fechado, pois
seus conjuntos de descontinuidades tém medida nula. De fato, D; = Q é enumeravel
e D, = {0} tem um unico ponto. Por outro lado, a composta ¢ descontinua em todos
os pontos, pois

1, sexe@Q

(go f)(z) = {0 rdQ




Questao 6. Seja v : R? — R uma funcao de classe C?. Sobre essa funcao, resolva:

(a) Prove que, para todo x € R? e r > 0, temos

d 2m 2w
. </0 u(z + r(cos 0, sen 9))d6’> = /0 cos 6 - @6_;1 +sen 6 - g—;zde,

onde z = (z1,x2), % e g—g representam as derivadas parciais da funcao u, as quais

sao calculadas no ponto = 4 r(cos 6,sen ) na integral.

. . A . . 2 2
(b) Neste item, suponha que u seja harmonica, ou seja, % + % = 0. Prove que o valor
1 2
da expressao a seguir é independente de r > 0:

1
P s,

onde ds é a forma comprimento de arco do circulo.



Solucao. (a) Considere a funcao f : (0,+o00) x [0,27] — R definida pela expressao
f(r,0) = u(z + r(cos O,sen 0)). A regra da cadeia fornece

%(T, 0) =cos 0 - g—;(w + 7(cos 6,sen 0)) + sen 0 - g—;(:ﬂ + 7(cos 6,sen 0)).

Além disso, como u ¢ de classe C?, temos que % é continua em (0, 4+00) x [0, 27| e,

portanto, podemos aplicar o teorema de derivagao sob o sinal de integral de Leibniz
para concluir a demonstracao.

(b) Usamos o teorema de mudanca de variaveis, y = x + r(cos 6, sen 0), para escrever

2m
/ u(y)ds(y) = / u(x + r(cos 0,sen 0))rdo.
C(z,r) 0

Passando o fator r para o lado esquerdo da igualdade, derivando e usando o resultado
do item (a), conclui-se:

d (1 2 du ou
. <; /C(x,r) u(y)ds(y)> = /0 cos 6 - P +sen 0 - 8_1‘2d8'

Em seguida, aplicamos o teorema da divergéncia ao campo gradiente, Vu, no disco
D(z,r) de centro z e raio r:

27
/ div(Vu)dy = / (Vu,n)ds = / cos 0 - % +sen 6 - %de,
D(z,r) C(z,r) 0 0 16) 2

X1 X

onde n representa o campo de vetores unitarios normais apontando para fora de D(x, r),
ou seja, n(y) = (cos 6,sen 6) sempre que y = x+1(cos #,sen #). Com isto, concluimos

que
d (1 / ) / .
— | - u(y)ds(y) | = div(Vu)dy = 0,
dr (7‘ C(z,r) ( ) ( ) D(z,r) ( )

: . [ Ou Ou 9 ( du 0 (9u
div(Vu) = div (axl’ axg) O <3x1) * 015 (3@) -

pois




