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1. Seja x : N — R a sequéncia definida por:

1, se 1 < n <1000;
T, = 2

—, sen > 1000.

n

(a) Prove que {z,}>2, é convergente e calcule seu limite L.

1
(b) Dado ¢ = 200 encontre o menor m € N tal que se n > m entao
x, € (L—¢,L+¢).

Demonstracao.
(a) Como z, = 2 para todo n suficientemente grande, temos

2
L=1mgxz,=1lm—-—=0
n—oo n—oo M,

(b) Por um lado, se n < 1000, temos x,, = 1 & (—4—30, 4—(1)0). Por outro, n > 1001,
1

0<uz, :% < 2. = L Em particular, z, € (

1000 — 500° —mym)-

O



2. Sejam {z,}%, uma sequéncia de numeros reais mondtona, crescente e limitada.
Prove que {z,}°°, é convergente.

Demonstracao. Como a sequéncia é limitada, segue que o conjunto X formado pelos
valores da sequéncia é um conjunto limitado. Em particular, este conjunto possui
um supremo M :=sup M < oo. Vamos mostrar que a sequéncia converge para M.
Seja € > 0 um numero real qualquer. Como M é supremo de X, existe x € X tal
que M —e <z < M. Por definigao de X, existe no > 1 tal que z = x,,. Como a
sequéncia é crescente, temos que para todo n > ny,

M—-e<z,, <z, <M.

Em particular, para todo n > ng, |z, — M| < e. Como € foi tomado de forma
arbitraria, temos que, de fato, lim,_,, z, = M. ]

3. Seja f : [a,b] — [a,b] uma funcdo continua. Mostre que f possui um ponto fixo.
Isto é, existe = € [a, b] tal que f(z) = =.

Demonstragao. Note que se f(a) = a ou f(b) = b nao ha nada a provar. Caso
contrario, como f(z) € [a,b] devemos ter f(a) > a e f(b) < b. Defina entdo uma
fungao auxiliar g(z) = f(z)—z. Como f e a fungao identidade sao continuas, é claro
que g é uma fungao continua. Além disso, temos g(a) > 0 e g(b) > b. Portanto,
pelo teorema do valor intermedidrio, existe ¢ € [a,b] tal que g(¢) = 0. Ou seja,

fle)=c 0

4. Seja f :]0,+00) uma fungao continua tal que

lim [f(z+1)— f(z)] = L.

T—00

Mostre que lim Lm) =1L
r—00 X

Demonstracao. Dado €, existe a tal que para todo = > a temos
L—e<f(zx+1)—f(z)<L+e
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Como f é continua, f ¢ limitada no interalo [a,a + 1]. Seja M = sup,¢(q 011y [ f(2)]-
Agora, dado x > a + 1, seja N o unico inteiro > 1 tal quea <z — N <a+ 1. Em
particular, temos que |f(z — N)| < M. Segue do que vimos acima que
L—e<f(x)—flr—1)<L+e¢ ..., L—e<flt—N+1)—f(r—N)<L+e
Somando essas igualdades, obtemos

NL - Ne< f(x) — f(x —N) < NL+ Ne.

Por um lado temos

f(x) SNL+N€+M§IL+]Z€+M:>@—LSC—F%.
Por outro
f(x) zNL—Ne—Mzg;L—(a+1)L—xe+M;»@—Lz - —w.
Fazendo x — oo, concluimos O]

. Seja f : R — R uma funcao diderenciavel em a € R.
(a) Mostre que }llim flath)=Jla=h) f'(a).
—0 2h

(b) Dado a € R, encontre uma fungao continua f : R — R tal que o limite
L flat ) fa—h)
h—0 2h

existe mas f nao é diferenciavel no ponto a.

Demonstragao. (a) Como f é diferencidvel, segue que

Fa) = lim flath)—fla) _ i fla) — ]J:(a —h)
Donde,
2f'(a) = lim L@FEM — Sl )

h—o0 h
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(b) Seja f(z) = |z — a|. E fato conhecido que f ndo ¢ diferencidvel em x = a pois

limy, o+ M};MQ =1 e limy,_,o- f('”hh*f % = —1. Por outro lado,
o fath)—fla=h) . [¢l— Ikl
o 2h =y =0

. 0 t 10 0 1
6. SeJamA—(_t 0>,comt€R,[—(0 1)eJ—<_1 0).

(a) Mostre que para k € Z com k > 0 valem:

R B S N e
1 1 1
(b) Conclua que I + A+ 2'A2 - 3|A3 +...+ WAQ” = PSS () I +p5™ | (¢)J, onde

pS5(t) denota o polinémio de Taylor de ordem 2n € N de cost enquanto que
P52 | (t) denota o polindémio de Taylor de ordem 2n — 1 da fungao f(t) = sent.

Demonstragio. (a) Comegamos observando que J? = —I. Assim,
A=t]= A’ = I = A' =t'1.

Deste modo, é facil ver que
° A4k — (A4) t4k[k t4k:[
° A4k+1 _ A4k A _ t4k[tJ — t4k+1J
° A4k+2 A4k A2 t4k](—t21) — _t4k+2]
° A4k+2 — A4k+2.A — —t4k+21.tj — _t4k+3J
(b) usando o item (a), temos que
J L I SO S LT Y 17521 L3y S L( )T
2! 3! (2n)! 3! (2n)!
= pan(t)] + pan—1(t)J,

onde

( 1)n71t2n71

panaa(t) =t — % + f—); + G

que sao exatamente os polindmios de Talyor de cosz e sen x.

2 4 _1\n42n
{p2n(t) =1- tl + il + - A (12)71;1 )



7. Seja f:[—1,1] — R a funcao definida por:

f($)— 1—z se0<z< 1,
|l 1+, se —1<2<0.

(a) Prove que f é continua mas nao derivavel.

(b) Encontre uma primitiva £ : [-1,1] — R de f de classe C*([—1,1]). Podemos
encontrar F' de classe C*([—1,1]) ?

Demonstragao. (a) Como f é dad por um polinémio em todo ponto = # 0, f é
continua e derivavel em todos esses pontos. Em x = 0, temos

lim f(z) = lim f(z)=1.

z—07t z—0~
Logo, f é continua em também em x = 0. Por outro lado,
. f(h) = f(0) _ _ i J() = f(0)
hlg(r)l+ h =-l71l= hlgglf h '

Portanto, f nao ¢ derivavel em z = 0.

(b) Como F' é continua, obter uma primitiva de f fazendo

Pa)i= [ sty = {””“ wh=est

x+x—;, se —1<x<0.

F ¢é de classe C! pois F' = f e como j4 vimos, f é continua. Nao seria possivel
tomar F' de classe C? pois isso implicaria que f é derivavel. O que nao é

verdade.
O
8. Consideremos uma sequéncia (xl,xz, ey T 1, Ty - ) de nimeros reais tais que
x € {2,3,4}. Pondo x = (xl, T2y Tyl Ty - - ) considere

wlw

—
k=1
(a) Prove que f é bem definida, ou seja, a série é convergente.
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(b) Encontre o menor intervalo real [a,b] tal que a < f(x) <b.
(c¢) Encontre x e y tais que f(x) =ae f(y) =b.

Demonstragao. (a) Note que para toda sequéncia (xy) como no enunciado temos

T 4
#l<w

Além disso, a série ), -, gik converge (pelo critério da razao, por exemplo).
Portanto, a série ), ., 5t converge pelo critério da comparagio e assim, f(z)
¢ bem definida.

(b) e (c) Temos que para todo N > 1,

Fazendo N — oo e utilizando a férmula da soma de uma série geométrica,

tem-se que

1
5

Nota-se que as desigualdades acima sao estritas pois, temos

£(2,2,...,2,..)=1/2, f(4,4,...,4,..)=1.



