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Importante:

1. Apresente suas soluções de forma clara e organizada.

2. Os argumentos devem ser cuidadosamente justificados para serem eleǵıveis a pontu-
ação.
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Questão 1. Prove que uma função f : Rm → Rn é diferenciável no ponto a ∈ Rm se, e
somente se, existe uma aplicação A : Rm → L(Rm;Rn) satisfazendo as duas condições a
seguir:

• f(a+ h)− f(a) = A(h) · h, para todo h ∈ Rm;

• A é cont́ınua no ponto h = 0.

Prova. Inicialmente, admitamos a existência da aplicação A : Rm → L(Rm;Rn). Neste
caso, para cada v ∈ Rm, temos que

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= lim

t→0

A(tv) · (tv)

t
= lim

t→0
A(tv) · v = A(0) · v,

ou seja, vale ∂f
∂v

(a) = A(0) · v. Escrevendo

f(a+ h)− f(a) = A(0) · h+ r(h),

com resto r(h) = [A(h)−A(0)] ·h, observamos que |r(h)| ≤ ‖A(h)−A(0)‖ · |h| e conclúımos

que limh→0
r(h)
|h| = 0, uma vez que limh→0 ‖A(h)−A(0)‖ = 0. Isto significa que f é diferenciável

em a, com f ′(a) · v = A(0) · v, para todo v ∈ Rn.
Reciprocamente, a partir da existência de f ′(a) e da função r(h) tal que f(a+h)−f(a) =

f ′(a) · h+ r(h), com limh→0
r(h)
|h| = 0, definimos

A(h) · v =

{
f ′(a) · v + 〈h,v〉

|h|2 · r(h) se h 6= 0

f ′(a) · v se h = 0

e observamos que:

• A(h) ∈ L(Rm;Rn), para todo h ∈ Rm;

• A(h) · h = f ′(a) · h+ r(h) = f(a+ h)− f(a), para todo h ∈ Rm;

•
∣∣[A(h) − A(0)] · v

∣∣ =
∣∣ 〈h,v〉
|h|2 · r(h)

∣∣ ≤ |r(h)|
|h| · |v|, para quaisquer h, v ∈ Rn, com h 6= 0,

implica ‖A(h)− A(0)‖ ≤ |r(h)|
|h| , garantido a continuidade de A na origem 0 ∈ Rm.

Questão 2. Seja f : Rn → Rn de classe C1, com 〈f ′(x) · v, v〉 ≥ 2023 · |v|2, para quaisquer
x, v ∈ Rn. Prove que f é um difeomorfismo de Rn sobre si mesmo.

Prova. Para cada x ∈ Rn, tem-se que f ′(x) : Rn → Rn é um isomorfismo, pois f ′(x) · v = 0
implica |v|2 ≤ 1

2023
〈f ′(x) · v, v〉 = 0, donde v = 0. Pelo teorema da aplicação inversa, f é

um difeomorfismo local e, consequentemente, f(Rn) é um conjunto aberto, uma vez que f é
uma aplicação aberta.
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Para completar a demonstração, vamos mostrar que f é uma aplicação injetiva e fechada.
Ora, fixados x, y ∈ Rn, consideremos a função real ϕ : [0, 1] → R dada por ϕ(t) = 〈f((1 −
t)x+ ty), y − x〉. Tem-se que

ϕ(1)− ϕ(0) = 〈f(y)− f(x), y − x〉.

Mas, pelo teorema do valor médio, existe c ∈ (0, 1) tal que

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(c) = 〈f ′((1− c)x+ cy) · (y − x), y − x〉.

Dáı, obtemos

|y − x|2 ≤ 1

2023
〈f ′((1− c)x+ cy) · (y − x), y − x〉 =

1

2023
〈f(y)− f(x), y − x〉

≤ 1

2023
|〈f(y)− f(x), y − x〉| ≤ 1

2023
|f(y)− f(x)| · |y − x|,

donde |f(x) − f(y)| ≥ 2023 · |x − y|. Visto que x e y foram fixados de modo arbitrário, a
última desigualdade acima vale para quaisquer x, y ∈ Rn, garantindo, assim, a injetividade da
função f, que, agora, passa a ser um difeomorfismo global sobre f(Rn). Vamos concluir que f
é fechada a partir dessa mesma desigualdade. Com efeito, se K ⊂ Rn é um conjunto fechado
e y ∈ f(K), então y = limi→∞ f(xi), para alguma sequência (xi) ⊂ K. A desigualdade acima
nos dá a estimativa

|xi − xj| ≤
1

2023
|f(xi)− f(xj)|,

que implica que (xi) é uma sequência de Cauchy em K, uma vez que f(xi) é convergente
(logo, de Cauchy) em Rn. Sendo (xi) convergente e K fechado, existe limi→∞ xi = x ∈ K,
valendo f(x) = f(limxi) = lim f(xi) = y. Portanto y ∈ f(K) e f(K) = f(K). Em particular,
f(Rn) é fechado.

Dessa forma, f(Rn) é aberto e fechado em Rn, que é conexo e, consequentemente, f(Rn) =
Rn.

Questão 3. Seja f : U → R duas vezes diferenciável no aberto conexo U ⊂ Rn. Demonstre
que f ′′ é constante se, e somente se, existe uma forma bilinear simétrica B : Rn × Rn → R,
um vetor c ∈ Rn e um escalar d ∈ R, de modo que f(x) = 1

2
B(x, x) + 〈c, x〉+ d.

Prova. Admitindo que f(x) = 1
2
B(x, x) + 〈c, x〉+ d, para todo x ∈ U, tem-se que

f ′(x) · v = B(x, v) + 〈c, v〉,
f ′′(x)(v, w) = B(v, w),

para quaisquer v, w ∈ Rn, mostrando que f ′′ é constante.
Reciprocamente, partindo agora da hipótese de que f ′′ é constante, façamos B = f ′′(0).

Considerando a função ϕ : U → L(Rn;R), dada por

ϕ(x) · v = f ′(x) · v −B(x, v),

3



temos que ϕ′(x)(v, w) = f ′′(x)(v, w)−B(v, w) = 0, ou seja, ϕ′(x) = 0, para todo x ∈ U. Sendo
U conexo, ϕ é uma função constante, ou seja, existe um vetor c ∈ Rn tal que ϕ(x) ·v = 〈c, v〉,
para quaisquer x, v ∈ Rn. Considerando, agora, a função ψ : U → R, dada por

ψ(x) = f(x)− 1

2
B(x, x)− 〈c, x〉,

temos que ψ′(x) · v = f ′(x) · v − B(x, v) − 〈c, v〉 = 0, ou seja, ψ′(x) = 0, para todo x ∈ U.
Sendo U conexo, ψ é constante, ou seja, existe um escalar d ∈ R tal que ψ(x) = d, para todo
x ∈ U. Isto conclui a prova.

Questão 4. Sejam c e α reais positivos dados e Q um quadrado no plano, também dado.
Prove que não existe função sobrejetiva f : [0, 1] → Q tal que, para todos 0 ≤ x, y ≤ 1,
tenhamos

||f(x)− f(y)|| ≤ c|x− y|α+1/2,

em que || · || denota a norma euclidiana em R2.

Prova. Suponha que exista uma tal função. Sejam k > 1 inteiro e xj = j
k
, para 0 ≤ j ≤ k.

Dado um real x ∈ [xj, xj+1], temos |x− xj| ≤ 1
k
, logo,

||f(x)− f(xj)|| ≤ c|x− xj|α+1/2 ≤ c

kα+1/2
.

Portanto, sendo Cj o disco do plano com centro f(xj) e raio c
kα+1/2 , segue que

x ∈ [xj, xj+1]⇒ f(x) ∈ Cj.

Então,
Q = f([0, 1]) ⊂ C0 ∪ C1 ∪ . . . ∪ Ck−1,

o que implica (A(F ) denota a área da figura F )

A(Q) = A

(
k−1⋃
j=0

Cj

)
≤

k−1∑
j=0

A(Cj) = kπ
( c

kα+1/2

)2
=
πc2

k2α
.

Mas, como α > 0 e k > 1 é arbitrário, chegamos a uma contradição, uma vez que a relação
k2α ≤ πc2

A(Q)
não é verdadeira para k suficientemente grande.

Questão 5. Seja B ⊂ R3 a bola fechada unitária de R3, centrada na origem. Calcule o valor

da integral
∫
B

x2
1

|x|4dx, em que x = (x1, x2, x3) ∈ R3 e dx denota o elemento de volume usual

de R3.
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Solução. O teorema de mudança de variáveis garante que∫
B

x21
|x|4

dx =

∫
B

x22
|x|4

dx =

∫
B

x23
|x|4

dx := I.

Portanto,

3I =

∫
B

x21
|x|4

dx+

∫
B

x22
|x|4

dx+

∫
B

x23
|x|4

dx

=

∫
B

|x|2

|x|4
dx =

∫
B

1

|x|2
dx.

Agora, considere em B as coordenadas esféricas r = |x| e ω = x
|x| ∈ S2. Sendo dσ o elemento

de área de S2, segue dos teoremas de mudança de variáveis e de Fubini que

3I =

∫
S2

∫ 1

0

1

r2
· r2 drdσ = 4π.

Questão 6. Sejam B a bola fechada unitária em R3, centrada na origem, e S2 = ∂B. Mostre
que ∫

S2

x21 cosx1 dσ =

∫
B

(cosx1 − x1 sinx1) dx,

em que x = (x1, x2, x3) ∈ R3 e dσ e dx denotam os elementos de volume usuais de S2 e R3,
respectivamente.

Prova. Inicialmente, note que o campo normal unitário N em S2, que aponta para fora de
B, é dado por N(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3). Portanto, sendo f : B → R uma função de classe
C1 e X(x1, x2, x3) = (x1, 0, 0), temos∫

S2

〈fX,N〉dσ =

∫
S2

fx21 dσ.

Por outro lado, o teorema da divergência dá∫
S2

〈fX,N〉dσ =

∫
B

div(fX)dx =

∫
B

∂

∂x1
(fx1)dx =

∫
B

(
f + x1

∂f

∂x1

)
dx.

A igualdade do enunciado é o caso particular f(x1, x2, x3) = cos x1.

Questão 7. Mostre que o conjunto SL(n;R) = {X ∈ Rn2
; detX = 1} é uma hiper-

superf́ıcie suave de Rn2
, com plano tangente na identidade igual a TInSL(n;R) = {X ∈

Rn2
; traço(X) = 0}.
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Prova. Se GL(n;R) = {X ∈ Rn2
; detX 6= 0}, a continuidade da função determinante

garante que GL(n;R) é um aberto de Rn2
. Sendo Φ : GL(n;R) → R dada por Φ(A) =

det(A), temos SL(n;R) = Φ−1(1). Portanto, basta mostrar que Φ é uma submersão. Para
tanto, dados A ∈ GL(n;R) e X ∈ TAGL(n;R) ≈M(n;R), temos

Φ∗X =
d

dt
Φ(A+ tX)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
det(A+ tX)

∣∣∣
t=0
.

Sendo A = (aij) e X = (xij), a fórmula para a expansão de determinantes em função das
entradas da matriz dá

det(A+ tX) = det(aij + txij)

=
∑
σ∈Sn

(sgnσ)(a1j1 + tx1j1) . . . (anjn + txnjn)

=
∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1j1 . . . anjn

+
∑
k

∑
σ∈Sn

(sgnσ)a1j1 . . . âkjk . . . anjnxkjkt+ t2f(aij, xij, t)

= detA+ t
∑
k

det(A1 . . . Xk . . . An) + t2f(A,X, t),

em que (A1 . . . Xk . . . An) denota a matriz obtida de A, trocando sua k-ésima linha Ak pela
k-ésima linha Xk de X. Portanto,

dΦA(X) =
d

dt
(detA+ t

∑
k

det(A1 . . . Xk . . . An) + t2f(A,X, t))
∣∣∣
t=0

=
∑
k

det(A1 . . . Xk . . . An).

Em particular, sendo A ∈ SL(n;R) e X = λA, temos

dΦA(X) =
∑
k

det(A1 . . . λAk . . . An) = nλ detA = nλ,

que pode assumir qualquer valor real. Agora, sabemos que

TInSL(n;R) = {X ∈M(n;R); dΦIn(X) = 0}.

Fazendo A = In na expressão obtida acima para dΦA(X), temos

dΦIn(X) =
∑
k

det((In)1 . . . Xk . . . (In)n) =
∑
k

xkk = traço(X).

Portanto,
TInSL(n;R) = {X ∈M(n;R); traço(X) = 0}.
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