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Importante:
1. Apresente suas solugoes de forma clara e organizada.

2. Os argumentos devem ser cuidadosamente justificados para serem elegiveis a pontu-
acao.



Questao 1. Prove que uma funcao f : R™ — R" é diferenciavel no ponto a € R™ se, e
somente se, existe uma aplicagdo A : R™ — L(R™;R"™) satisfazendo as duas condigoes a
seguir:

e f(a+h)— f(a) = A(h) - h, para todo h € R™;
e A é continua no ponto h = 0.

Prova. Inicialmente, admitamos a existéncia da aplicacao A : R™ — L(R™;R"™). Neste
caso, para cada v € R™, temos que

lim flattv) = fa) = lim Alty) - (tv) = lim A(tv) - v = A(0) - v,

t—0 t t—0 t t—0

ou seja, vale %(a) = A(0) - v. Escrevendo
fla+h) = f(a) = A0) - h +r(h),

com resto r(h) = [A(h) — A(0)] - h, observamos que |r(h)| < ||A(h) — A(0)]| - |h| e concluimos
que limy,_, % = 0, uma vez que limy_,q [|A(h)—A(0)|| = 0. Isto significa que f é diferencidvel
em a, com f'(a)-v = A(0) - v, para todo v € R™.

Reciprocamente, a partir da existéncia de f’'(a) e da fungao r(h) tal que f(a+h)— f(a) =
f'(a) - h+r(h), com lim,_ % = 0, definimos

A(h)~v:{ f’(a)-v—l—%w(h) se h#0
fl(a)-v se h=0
e observamos que:
o A(h) € L(R™ R™), para todo h € R™;
o A(h)-h=f'(a)-h+r(h) = f(a+ h) — f(a), para todo h € R™;

o |[A(h) — A(0)] - v| = |<|};L’|”2> -r(h)| < ‘T(:')' - |v|, para quaisquer h,v € R", com h # 0,
|

implica ||A(h) — A(0)] < |r(:|)‘, garantido a continuidade de A na origem 0 € R™.

Questao 2. Seja f : R” — R™ de classe Ct, com (f'(x) - v,v) > 2023 - |v|?, para quaisquer
x,v € R". Prove que f é um difeomorfismo de R™ sobre si mesmo.

Prova. Para cada z € R", tem-se que f'(x) : R" — R" é um isomorfismo, pois f'(z)-v =0
implica 0> < 3= (f'(x) - v,v) = 0, donde v = 0. Pelo teorema da aplicacdo inversa, f é
um difeomorfismo local e, consequentemente, f(R™) é um conjunto aberto, uma vez que f é
uma aplicacao aberta.



Para completar a demonstragao, vamos mostrar que f é uma aplicagao injetiva e fechada.
Ora, fixados z,y € R", consideremos a funcao real ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = (f((1 —
t)z +ty),y — x). Tem-se que

(1) = p(0) = (f(y) — f(z),y — x).

Mas, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (0, 1) tal que

0(1) = 9(0) = () = (f(1 =)z +cy) - (y — 2),y — z).
Dai, obtemos
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donde |f(z) — f(y)| > 2023 - |z — y|. Visto que z e y foram fixados de modo arbitrario, a
ultima desigualdade acima vale para quaisquer x,y € R”, garantindo, assim, a injetividade da
fungao f, que, agora, passa a ser um difeomorfismo global sobre f(R™). Vamos concluir que f
¢é fechada a partir dessa mesma desigualdade. Com efeito, se K C R™ é um conjunto fechado
ey € f(K), entdao y = lim;_,, f(z;), para alguma sequéncia (z;) C K. A desigualdade acima
nos da a estimativa

ly—zff <

1
— ;] < M‘f(xl) — f(z;)l,

que implica que (z;) é uma sequéncia de Cauchy em K, uma vez que f(z;) é convergente
(logo, de Cauchy) em R"™. Sendo (x;) convergente e K fechado, existe lim; o, z; = = € K,
valendo f(z) = f(limx;) = lim f(x;) = y. Portanto y € f(K)e f(K) = f(K). Em particular,
f(R™) é fechado.

Dessa forma, f(R™) é aberto e fechado em R”, que é conexo e, consequentemente, f(R") =
R™. ]

|

Questao 3. Seja f : U — R duas vezes diferenciavel no aberto conexo U C R". Demonstre
que f” é constante se, e somente se, existe uma forma bilinear simétrica B : R” x R” — R,
1

um vetor ¢ € R" e um escalar d € R, de modo que f(x) = 5B(z,x) + (¢, z) + d.

Prova. Admitindo que f(z) = 3B(z,z) + (¢, z) + d, para todo = € U, tem-se que

fiw)-v = Blz,v)+(cv),
f'(@)(v,w) = B(v,w),

para quaisquer v, w € R™, mostrando que f” é constante.
Reciprocamente, partindo agora da hipétese de que f” é constante, facamos B = f”(0).
Considerando a funcdo ¢ : U — L(R"™;R), dada por

p(z)-v=[f(z) v—Bxv),
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temos que ¢'(z) (v, w) = f"(z)(v,w)—B(v,w) = 0, ou seja, ¢’ (x) = 0, para todo = € U. Sendo
U conexo, ¢ é uma funcdo constante, ou seja, existe um vetor ¢ € R” tal que ¢(z)-v = (¢, v),
para quaisquer z,v € R". Considerando, agora, a funcao v : U — R, dada por

V(@) = () — 5 Ble )  (e,2),

temos que ¥'(z) - v = f'(z) - v — B(z,v) — (¢,v) = 0, ou seja, ¢'(x) = 0, para todo x € U.
Sendo U conexo, 1) é constante, ou seja, existe um escalar d € R tal que ¢(x) = d, para todo
x € U. Isto conclui a prova. O

Questao 4. Sejam c e « reais positivos dados e () um quadrado no plano, também dado.
Prove que néo existe fungao sobrejetiva f : [0,1] — @ tal que, para todos 0 < z,y < 1,
tenhamos

1f(x) = FW)I| < el —y[**72,

em que || - || denota a norma euclidiana em RZ.

Prova. Suponha que exista uma tal fungao. Sejam k > 1 inteiro e x; = 7, para 0 < j < k.
Dado um real = € [z, ;41], temos |z — z;| < 1, logo,

a C
£ (@) = flap)ll < ela— a7 < .

Portanto, sendo C}; o disco do plano com centro f(z;) e raio Tat17zs Segue que
x € [rj,251] = fz) € Cj.

Entao,
Q= f(0,1) c CoUCLU...UCj_q,

o que implica (A(F') denota a drea da figura F')

k—1 k—1 c 9 7T02
A(Q) =A (U C]) S A(Cj) =k (W) = ﬁ.
=0

J=0 J
Mas, como a > 0 e k > 1 é arbitrario, chegamos a uma contradi¢ao, uma vez que a relagao

k2 < X(C;) nao é verdadeira para k suficientemente grande. O]

Questao 5. Seja B C R3 a bola fechada unitéria de R3, centrada na origem. Calcule o valor
2

da integral [, éﬁdw, em que z = (x1, 72, 73) € R? e do denota o elemento de volume usual

de R3.



Solugao. O teorema de mudanga de variaveis garante que
2 2 2
x x x
/—14dx:/—24dx:/—34dmzzl.
B |7| B |7| B |7]

2 2 2
3= | “hde+ | Ede+ [ hde
B || 5 || B ||
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Agora, considere em B as coordenadas esféricas r = |z| e w = é—‘ € S2. Sendo do o elemento

Portanto,

de drea de S?, segue dos teoremas de mudanca de varidveis e de Fubini que
)

1
1

3]:// —2-r2drda:47r.
s2Jo T

Questao 6. Sejam B a bola fechada unitaria em R3, centrada na origem, e S? = 9B. Mostre
que

/ z2cosxy do = / (cosxy — xy sinzy) dx,
s2 B

em que z = (11,22, 73) € R® e do e dr denotam os elementos de volume usuais de S* e R?,
respectivamente.

Prova. Inicialmente, note que o campo normal unitdrio N em S?, que aponta para fora de
B, é dado por N(xq,x9,23) = (21,22, 23). Portanto, sendo f: B — R uma funcao de classe
C' e X(x1, 29, 23) = (71,0,0), temos

/ (fX,NYdo = [ fa?do.
s2 s2
Por outro lado, o teorema da divergéncia da

/SQ<fX,N>dU:/Bdiv(fX)da::/Baixl(fxl)d:c:/]g(f+xlaa_jl> de.

A igualdade do enunciado é o caso particular f(z1,z9,x3) = cosz;. O

Questao 7. Mostre que o conjunto SL(n;R) = {X € R™; det X = 1} é uma hiper-
superficie suave de R™, com plano tangente na identidade igual a T, SL(n;R) = {X €
R traco(X) = 0}.



Prova. Se GL(n;R) = {X € R"; detX # 0}, a continuidade da fun¢ao determinante
garante que GL(n;R) é um aberto de R”. Sendo ® : GL(n;R) — R dada por ®(A) =

det(A), temos SL(n;R) = ®71(1). Portanto, basta mostrar que ® é uma submersao. Para
tanto, dados A € GL( ) e X € TyGL(n; R) M (n;R), temos
o, X = Lot ) = Laet(atex)
U dt =0 dt =0

Sendo A = (a;;) e X = (x;;), a férmula para a expansao de determinantes em fungao das
entradas da matriz da

det(A + tX) = det(a;; + tz;;)
= Z (sgno)(aij, +txijy) ... (anj, +tan;,)

O'ESn
= E (sgno)ayj, - .. anj,
O'GSn
E E ~ 2
+ (sgn U)a1j1 ¢ TR anjnl'kjkt +t f(aij, Lij, t)
k oc€Sn

=det A+t det(A;... Xy.. . A,) + 2 f(A X, 1),

em que (A;...X...A,) denota a matriz obtida de A, trocando sua k-ésima linha Ay pela
k-ésima linha X, de X. Portanto,

dd4(X) = i(detA+tZdet(A1 XA F (A X))
k

dt
= det(A;... Xp... Ay).
k

Em particular, sendo A € SL(n;R) e X = \A, temos

t=0

d04(X) =) det(A;...AA;... A,) = nAdet A = n),
k
que pode assumir qualquer valor real. Agora, sabemos que

Ty, SL(n;R) = {X € M(n;R); d®;, (X) = 0}.

Fazendo A = I, na expressao obtida acima para d® 4(X), temos
A0, (X) =Y det((In)i ... Xp... (In)n) = Y _ apx = trago(X).
k k

Portanto,
Tr, SL(n;R) = {X € M(n;R); traco(X) = 0}.



