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Parte 1

Questao 1. Seja {K;}; uma aproximacao da identidade. Se f € L,(R™), onde 1 < p < +o0,
prove que a convolucao f x K; converge para f em L,(R") quando 6 — 0.

Questao 2. Resolva os itens abaixo:
a) Considere a fungao f : R" — R definida por

1
—, if x#0,
fx) =4 |z"*2
0, if z=0.

Mostre que para cada § > 0 a fungao f ¢ integravel em B§ := {x € R" : |z| > §} e existe
uma constante C' = C'(n,d) > 0 tal que

flz)dz < C.

B§

b) Existe uma funcao continua e positiva f : R — R que é integravel e limsup f(z) = oo.
T—r00

Questao 3. Dada f € L;(R™) denote por f* a sua fun¢ao maximal. Mostre que:

a) f* é mensurdvel.
b) Existe uma constante C' = C'(n) > 0 tal que

m{z B f() > M) < Sl

para todo A > 0.

Questao 4. Se T : R" — R" é uma transformagcao linear invertivel, assuma que
| twan= [ f@e)aeds
T(Rn) Rn

para toda f € L;(R"). Seja F': R — R um funcao mensuravel e periédica de periodo 1, isto
é, F(z + 1) = F(x). Suponha que existe C' > 0 tal que

1
/ [Fla+¢)— Fla+d)lde < C,
0

para todo ¢,d € R. Prove que existe uma transformacao linear invertivel 7' : R? — R? tal

que
I/ Fly+a) = Fly—o)ldody =2 [ [ [F(y+a) = Fly—a)|dedy ()
T-1([0,2]%[0,2]) [0,1]x[0,1]

e use (1)) para concluir que F' € L*([0,1]).



Parte 11

Questao 5. Para 1 < p < oo, seja £, o espaco das sequéncias (z,)7>; C R tais que
> Jan|P < oo, munido com sua norma usual. Agora suponha 1 < p < oo e considere o

espago E = {x = (xp)p0, €N, : Zmn = 0}. Mostre que E é denso em /.
n=1

Questao 6. Seja X um espaco de Banach. Um operador linear 7: X — X é dito ser
idempotente se 7% = T, ou seja, T(T(x)) = T(z) para todo z € X. Mostre que:

(a) O operador linear T': {5 — {5 definido por
T<:C17 L2, X3,y - - - ) = (xlu 07 T3, X3, L5, L5, L7, L7y - )
¢ idempotente e calcule ||T||.

(b) Se T: X — X é idempotente entao 7' é limitado se, e somente se, ambos R(T") e N(T)
sao fechados, onde R(T') := T(X) (a imagem de T") e N(T') é o nucleo de T.

Questao 7. Seja X um espaco de Banach infinito-dimensional. Mostre que X é reflexivo e
separavel se, e somente se, X* é reflexivo e separavel.

Questao 8. Dados um espago de Hilbert ‘H e um operador T' € B(H), lembre que:

e o resolvente p(T") é o conjunto dos A € C tais que (T' — \I) ¢ invertivel;
e espectro o(T') é dado por o(T') = C\ p(A);

e ¢ 0 espectro pontual o,(T) é o conjunto dos A € o(T') tais que 7' — Al ndo ¢é injetiva.

Seja £5(C) o espago das sequéncias (2,)22; de nimeros complexos tais que Y > | |x,]? < oo.

Para © = (z,)52, € (5(C), defina |||l = (> o7, |$n|2)1/2. Sabe-se que ({5(C), || - ||2) é um

espago de Hilbert. Considere o operador linear T': ¢5(C) — ¢5(C) definido por
T(xy,29,...) = (axe, azxs,...), onde (ay)o>, € C\ {0} é limitada.
Suponha |;| > 0 para todo i € N e seja r = sup,,cy |, |. Mostre que:

(a) Se lim,,_,o ay, = 0 entao T' é compacto.

(b) 0,(T) ={AeC: |\ <r}. (Sgst.: Em algum momento, use z = (1, &, 2 X

Par? aran? arazaz? et

(c) o(T)={AeC: |\ <r}.



