PROCESSO SELETIVO DO PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM
MATEMATICA PARA O NIVEL DE MESTRADO
EpIiTAL PGMAT/UFC N. 02/2022

) Seja f : [a,b] — R continua e de classe C' em (a,b). Suponha que
f'(x) > 0, para todo = € (a,b) e com igualdade somente em um ponto
¢ € (a,b). Mostre que

(
(i) f é crescente;
(i) f possui inversa f~! derivavel no conjunto (f(a), f(b)) — {f(c)} com

1yi(y) = onde y = f(z c);
(Y(0) = o ooy = 1) # (o)

(iii) f~! nao é derivavel em f(c).

Solugao:
(i) Para quaisqer x1,xs tais que a < 1 < x5 < ¢, existe 0 € (z1,z5) tal

que
f(x2) — f(x1)
To — I

=f1(0)>0 = f(xz) > f(z1).

Da mesma forma, moste-se que f(x3) > f(x1), se ¢ < 27 < 29 < b. No
caso em que a < 1 < ¢ < x93 < byoua < 1 < ¢ < 29 < b, temos
f(z1) < fle) < f(x2), ou f(z1) < f(c) < f(z2). Portanto, f(z1) < f(z2),
sempre que a < 1 < 9 < b.

(ii) Pelo item anterior existe a inversa f~!: [f(a), f(b)] — [a,b] e dados
x # ¢, em (a,b), e k suficientemente pequeno, existe h tal que f(z + h) =
f(z)+k e, pela expansao de Taylor de f, temos que k = f'(x)h+ O(h?). Ou
seja,

[ @) + k) = S (@) heo 1
k F@h+0) ~ @)+ o)




Logo, f~! possui derivada em todo ponto f(z), onde z # ¢, e
1
fi(@)

(iii) Caso f~! possuisse derivada em f(c), entdo, utilizando a regra da
cadeia na identidade f~1(f(z)) = x, teriamos

(P (f)-fle)=1 = 0=1

uma contradi¢ao. Logo, f~! nao possui derivada em f(c).

(f) (=)

2) Seja f : [1,00) — R satisfazendo
{ (2% + f(2)*) f'(w) = 1

f) =1
Mostre que lim f(z) existe e ¢ menor que 1+ 7/4. Solugao:
T—r00
Temos 1
() = ——-— >0,
T = 2w

logo, uma fungao crescente, o que implica, f(x) > f(1) = 1 para todo = > 1.
Logo,

1 | >~ 1 T
’ — f(1) < dt < dt = —
Fw) = 57 /(@) f()—/l 1+ /1 11291
= f) <1+
Além disso, como f é mondtona crescente, existe o limte lim f(x).

T—00

3) Seja (an)n>1 uma sequéncia numérica tal que a,, > 0, para todon > 1,
e lim (a,41/a,) < 1. Mostre que a série

[e.9]

1
Z nk a,

n=1

¢é divergente para todo p € N.
Solugao:

1
Se denotamos por b, = ——, temos que
nPa,

by, ) Pa, ) 1
o S T e lim— >1
by, (n+ 1)Pa, 4 ol

an

lim



Pelo teste da razao, podemos concluir que a série é divergente.

4) Seja f : R — R de classe O, cujas derivadas satisfazem |f*)(2)| < C,
para todo x € (—R, R) e todo k > 0. Mostre que

X fk)
oy =510

k!
k=0

para todo = € (—R, R).
Solucgao:
Pela expansao de Taylor temos

x" +

— f%(0) JOO) 0
f(x):kz_() ol (n+ 1) :

para algum 0 € (—z,x). Por hipotese temos que, para x € (—R, R)

f(n+l) (9) n+1 il
m SO — 0, quando n — oo,
pois, pelo teste da razao, a série
s
vt n!

¢ convergente.

5) Seja ( fn)n>1 uma sequéncia de fungoes continuas, definidas no intervalo
[0,1], e satisfazendo |f,(z)] < M, para todo x € [0,1] e todo n > 1. Para
cada n defina F, : [0,1] — R por

Fu(z) = /0 ")t

Mostre que a sequéncia (F},),>1 possui subsequéncia convergente.
Solugao: De fato,

e A Sequéncia {F),} ¢ uniformemente limitada.

Com efeito, para todo = € [0, 1]

Fu(a)] < / 1 h0)ldt < Mz < M.



e A Sequéncia {F,} ¢ equicontinua.

Com efeito, para todo z,y € [0,1],

/Ox falt)dt — /Oy fa(t) dt‘

/y ") dt\ < / o) dr

< Mlz —yl.

[Fn(z) — Fu(y)] =

Portanto {F,,} é uma sequéncia equicontinua e uniformemente limitado
e, pelo Teorema de Ascoli-Arzela, admite uma subsequéncia { F,,, } con-
vergente.



