EXAME DE SELECAO DE DOUTORADO © PGMAT/UFC 2022.2

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

EXAME DE SELECAO DE DOUTORADO
(GABARITO)

PGMAT - Doutorado em Matematica

20 de junho de 2022

Candidato:




Questao 1. Um conjunto X C R” chama-se topologicamente homogéneo quando, dados
a,b € X quaisquer, existe um homeomorfismo h : X — X tal que h(a) = b. Prove que, para
todo n € N, o espago R" e a esfera S” sao topologicamente homogéneos. Por outro lado, o
intervalo fechado [0, 1] ndo é topologicamente homogéneo.

Prova:

(1) O espago R™ é topologicamente homogéneo.
Dados a,b € R™, basta considerar a translacao h : R" — R"™, definida por h(z) = z+ (b—a).
Tem-se que h é um homeomorfismo tal que h(a) = b.

(2) A esfera S™ é topologicamente homogénea.
Dados a,b € S™, fixe N € S"—{a, b} e considere a projecao estereografica 7 : S"—{N} — R".
Seja T : R" — R™ a translagao tal que T'(7(a)) = m(b). Defina h : S* — S™ por h(N) =N e
h(x) = (r71oTor)(x) parax € S"—{N}. Note que h é um homeomorfismo tal que h(a) = b.

(3) O intervalo fechado [0, 1] néo é topologicamente homogéneo.
Basta ver, por exemplo, que nao existe homeomorfismo A : [0, 1] — [0, 1] tal que h(0) = 1/2.
Caso contrario, a restri¢ao de h ao intervalo (0, 1] definiria um homeomorfismo do conjunto
conexo (0, 1] sobre o conjunto desconexo [0,1/2) U (1/2,1].



Questao 2. Sejam f : U — R” definida no aberto U C R™, coma € U, e g :V — RP
diferencidvel no aberto V- C R", com f(U) C V e b= f(a). Admita que ¢'(b) = 0.

(a) Para f Lipschitziana, mostre que g o f : U — RP é diferenciavel no ponto a, com

(9o f)(a) =0.

(b) Dé exemplo de uma fungao continua f tal que go f : U — RP nao é diferencidvel no
ponto a.

Prova:

(a) Temos que |f(x) — f(y)| < k| — y|, com k > 0 constante. Sendo ¢'(b) = 0, temos
que g(b+w) — g(b) + p(w)|w|, onde lin% p(w) = 0. Escrevendo w = f(a+v)— f(a), obtemos
w—

(go f)latv)=(gof)la) =g(b+w)—g(b) = pw)w] = a(v)|v],

onde o-(y) = p(U))M Note que % _ \f(a+1|)3‘—f(a)|

vl *

<ke 11)1_1)1% p(w) =0, logo 11)11% o(v) =0. Isso

mostra que (go f)'(a) = 0.

(b) Considere f,g: R — R dadas por f(z) = \/|z| e g(x) = 2. Note que ¢’(0) = 0, mas
(go f)(x) = |z| ndo é diferencidvel em 0.



Questao 3. Seja f : A — R tal que 0 < f(x) < M para todo x pertencente ao bloco A.
Considere o conjunto C(f) = {(z,y) € A x [0,M]; 0 <y < f(z)}. Mostre que

[ t@ar= [ e
LA < _Ax[0,M]

Prova:

Seja P uma partigao do bloco A. Dado B € P, seja mp(f) = inf{f(z);x € B}. Note
que P = {0, M}U{mp; B € P} é uma particao de [0, M] e, portanto, P x P’ é uma parti¢ao
de A x [0, M]. Considere mpyp/(x) = inf{xc(s)(z);x € B x B'}, para B x B’ € P x P".
Temos que

sixeg; Px PY= > mpupvol(B x B') = mpvol(B) = s(f; P).
BxB'ePxP’ BeP
Portanto,
[ @ =supps(f:P) = supppstuxcini P x P = [ xeupfalde.
A L_Ax[o,M]



Questao 4. Seja f: 2 — R", onde {2 C R™ é um aberto. Suponha que existam constantes
0 < B < A tais que
Ble—yl <|f(x) = fy) < Az —yl.

Mostre que Q e f(€2) sao homeomorfos.

Prova:

Pela desigualdade | f(z) — f(y)| < M|z —vyl|, f é continua. A desigualdade |f(x)— f(y)| >
B |x —y| diz que f é injetiva, logo f: Q — f(€2) é bijetiva, e que

-1 — Y lu—v
|7 (u) = f ()ISBI g

Logo, f~! é continua e 2 é homeomorfo a f().



Questao 5. Sejam u,v : U — R" duas funcoes de classe C? definidas num aberto U C R".
Seja V' C U um dominio limitado com fronteira 0V regular.

(a) Aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo de vetores F= uVv, obtenha a férmula
de Green

/ (uAv + Vu-Vo)dr = u@da,
v av 0N

onde 7 é o vetor normal exterior ao bordo dV'.

1

(b) Usando u = v, conclua que uma fun¢ao harmonica ' que se anula no bordo 0V é

identicamente nula em V.

Prova:

(a) Note que divF = div(uVv) = uAv + Vu - Vv e que (F,n) = (uVov,n) = ug—z. Pelo
Teorema da Divergéncia,

/(uAv—I—VwVv)dx:/divﬁdac:/ <F,77)da=/ u@da,
14 v v av On

(b) Fazendo v = v em (a), obtemos
/ (uAu + |Vul’) dz = [ u——do.
v

Se u é harmonica e se anula em 0V, entao

/ |Vul*dz = 0.
v

Assim, Vu = 0, donde u é constante e, portanto, u = 0.

n 8211._0

'Dizemos que u ¢ harmonica se Au = Y 1" | 54 =
k3



