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Questao 1. (2,0 pontos) Um conjunto X C R"™ chama-se topologicamente homogéneo
quando, dados a,b € X quaisquer, existe um homeomorfismo h : X — X tal que h(a) = b.
Prove que, para todo n € N, o espaco R" e a esfera S™ sao topologicamente homogéneos.
Por outro lado, o intervalo fechado [0, 1] ndo é topologicamente homogéneo.

Questao 2. (2,0 pontos) Sejam f : U — R" definida no aberto U C R™, com a € U, e
g : 'V — RP diferenciavel no aberto V- C R™, com f(U) C V e b = f(a). Admita que

¢ (b) = 0.

a) Para f Lipschitziana, mostre que go f : U — RP ¢é diferenciavel no ponto a, com
g

(9o f)(a) =0.

(b) Dé exemplo de uma fungao continua f tal que go f : U — RP nao é diferenciavel no
ponto a.

Questao 3. (2,0 pontos) Seja f: A — R tal que 0 < f(x) < M para todo x pertencente ao
bloco A. Considere o conjunto C(f) = {(z,y) € A x [0,M]; 0 <y < f(x)}. Mostre que

/f(x)dx:/ xc(p)(z)de.
LA < _Ax|[0,M]

Questao 4. (2,0 pontos) Seja f : @ — R, onde 2 C R™ é um aberto. Suponha que existam
constantes 0 < § < \ tais que

Bl —yl < |f(x) = fly)l < Az —yl.

Mostre que 2 e f(£2) sdo homeomorfos.

Questao 5. (2,0 pontos) Sejam u,v : U — R™ duas fungoes de classe C? definidas num
aberto U C R™. Seja V' C U um dominio limitado com fronteira 0V regular.

(a) Aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo de vetores F = uVv, obtenha a féormula
de Green

/ (uAv + Vu-Vo)dr = u@do,
14 av On

onde 7 é o vetor normal exterior ao bordo dV'.

1

(b) Usando u = wv, conclua que uma fun¢do harmonica ' que se anula no bordo 9V é

identicamente nula em V.

n 9u 0

'Dizemos que u é harmonica se Au = Y 1" | 54 =
i



