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Resolva 6 das 8 questoes abaixo. Escolha e resolva 3 questoes de cada parte

Parte 1

Questao 1. Sejam f € L'(R") e K uniformemente continua e limitada em R™. Prove que
f * K é limitada e uniformemente continua em R".

Questao 2. Prove que nao existe nenhum conjunto mensurdvel de [0, 1] que separe em
medida qualquer intervalo ao meio. Mais precisamente, prove que nao existe £ C [0,1]
mensuravel tal que

‘Eﬂ [O,x]‘ — /2, Vrelo,1].

Questao 3. Seja |A| < oo um subconjunto de R” e f : A — R uma fun¢do mensurével e
limitada. Prove que

Jimn [ fllzocay = 11z a)
Questao 4. Seja ()1 o cubo unitario em R". Assuma que para qualquer cubo Q C )7 vale
Haj €Q; |u(r) —ugl > aH < Ae”PYQ|, A,B>0
onde ug = fQ u(x)dx. Prove a seguinte estimativa para p > 0

1/p
1
sup —/\u—ug\pdx <C-B™, C=C(Ap) >0
acon \ 1Q] Jo

Conclua que u € LP(Q) para todo p > 0.



Parte 11

Questao 5. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Prove que todo funcional f € X*
atinge sua norma. Mais precisamente, mostre que V f € X*,3 zy € X com ||zy|| < 1 tal

que f(xy) = [|f]]

Questao 6. Prove o Teorema de Mazur que diz que se C' C X é um conjunto convexo em
um espago de Banach (X, || - ||) entao o fecho forte e o fecho fraco de C' em X coincidem.

Questao 7. Seja T : H — H um operador compacto num espago de Hilbert. Prove que
R(T), a imagem de T', ndo contém nenhum subespago fechado de dimensao infinita.

Questao 8. Seja 1 < p < co. Suponha que

{fatn>1 U{f} C LP[0,1].
Prove que as seguintes afirmagoes sao equivalentes

a) {fn}tn>1 ¢ uma sequéncia limitada em LP[0,1] e
/ fn(s)ds —>/ f(s)ds Yz €[0,1] quando n — oo
0 0

b) fn— fin LP[0,1] quando n — oo.



