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Questao 1. Sejam R o conjunto dos niimeros reais e Z C R o conjunto dos niimeros inteiros.
Mostre que se X C Z é limitado inferiormente, isto é, existe a € R tal que a < n para todo
n € X, entao X possui um elemento minimo.

Questao 2. Seja f : R™ — R uma funcao continua definida no conjunto dos niimeros reais
positivos e que satisfaz f(z-y) = f(z) + f(y) para z,y € Rt quaisquer. Prove que existe
c € R tal que f(z) =c-logx.

Questao 3. Considere @ > 0 e uma seqiiéncia (x,,) de nimeros reais tais que z; # 0 e, para
todo n € N,
Tnt1 — a4+ L
Ty, vn
oo
Mostre que (z,) converge se, e somente se, Z xr, € absolutamente convergente.

n=1

Questao 4. Sejam X C R e a € R. Prove que a é um ponto de acumulacao de X se, e
somente se, a é o limite de uma sequéncia de elementos de X, dois a dois distintos.

Questao 5. Sejam f,g : [a,b] — R continuas e diferenciaveis em (a,b). Entao existe
c € (a,b) tal que

(f(b) = fla))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).
Questao 6.

(a) Se F(z) = [ f(t)dt, onde f(t) = fl VH“ du, determine F"(2).

(b) Prove que
= o

— ( 2n+ 3 23

n

Questao 7. Sejam f € C?([a,b]) uma fungao real de classe C? em [a,b] e xg € (a,b). Dados
quaisquer x € (a,b) e m > 1, mostre que podemos encontrar § € (0, 1) tal que

Pl + 0@ —w) (=0

f(@) = f(xo) + f'(20)(w — m0) +

2m

Questao 8. Mostre que toda funcao f : R — R convexa e limitada deve ser necessariamente
uma funcao constante.
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6a.

. Observar que o infimo de um conjunto limitado inferiormente ¢ um nimero real. Uma

sequéncia (x,) de elementos de X que converge para o infimo deve ser uma sequéncia
constante, a menos de uma quantidade finita de termos, pois |z, — z,,,| € N para todos
m,n € N.

Provar, indutivamente, que f(z") = nf(x), para todos * € RT e n € N. Em seguida,
estender a propriedade para n € Z e depois para o conjunto dos nimeros racionais

0= (1) = fa" - a") = [(a") + (")

qf (@) = F((a?/9)7) = f(2P) = pf(x) = f(aP/7) = §f<x>.

Finalmente, usar a continuidade de f para estender a propriedade para todo expoente
real e concluir a solucao.

=) Como (z,) preserva sinal, podemos supor, sem perda, que z,, > 0. Sendo x,, — L
segue de L = o + \/%; que L = a- L. Note que L = 0 pois do contrario, a = 1 e
portanto x, 1 = (1 + \%) Ty > (1 + %) Tp = Tpy1 > (n+ 1)x; o que é absurdo. Por
similar argumentagao tem-se que a € (0,1). O resultado agora segue pelo Teste de
d’Alembert uma vez que para n suficientemente grande a + \/iﬁ < 1.

<) Como ) x, converge absolutamente temos trivialmente que x, — 0.

. =) Sabemos que a € X' se, e somente se, para todo ¢ > 0, X N (a —€,a + ¢) tem

infinitos pontos. Neste caso, escolhemos uma sequéncia (x,,) de forma indutiva tal que
x1 € X \ {a} e para todo n > 1,

1 1
xn+1€(Xﬂ<a— + ))\{a7x17x27"'7xn}'

,a
n+1 n+1

A sequéncia satisfaz a condicao desejada.

<) Seja (x,) tal que x,, —> a e seus termos sao dois a dois distintos. Isto nos leva a
concluir imediatamente que para todo e > 0, X N (a — €,a + ¢) tem infinitos pontos.
O resultado segue.

Considere a funcao
h(z) = (f(b) — f(a))g(x) — (9(b) — g(a)) f(z), € [a,b].

Observe que h(b) = h(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a). Logo, o Teorema de Rolle implica que
existe ¢ € (a,b) com a propriedade desejada.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo e a regra da cadeia, temos

Fla) = fa) e f’<t>=—”(;§t2)4-<2t>.



6b.

Derivando mais uma vez a primeira relagao, obtemos F”(z) = f'(x), logo

/1 + (22)4
F"(2) = f'(2) = % (2-2) =1+ 28
A férmula da soma das séries geométricas fornece, para todo |z| < 1,

o) o0

! L 2\ _ n 2n
1+x2:1_(_x2>:Z(_$) —Z(—l) c "

n=0 n=0

Integrando termo a termo no intervalo entre 0 e x, concluimos

0 _1)
arctg(z) — arctg(0) = Z 2(n —l—) a R

n=0
para todo || < 1. Tome z = \/Lg =tg (%) para concluir o que foi pedido.

Pela féormula de Taylor com resto integral, temos

f(x) = f(zo) + f'(2o)(x — x0) + (x — x0)2/0 (1 —t) f"(zg + t(z — x0))dL.
Escreva . 1
| a=or @+t —ana = [ a0 -0

onde g(t) = f"(xo+t(x —x0))(1—1)>"™. Fazendo a substitui¢ao s = (1 —¢)™, podemos
reescrever a integral na forma

L[yt iyt 20 _ Lot o= 500 =07

bl

para algum 6 € [0,1]. A peniltima igualdade segue do Teorema do valor médio para
integrais, e encerra a prova.

Uma funcao convexa deve satisfazer

(o) = fla) _ 10 = 1(b)

c—a c—b

Y

para todos a < b < ¢. Suponha, por contradigao, que f(a) < f(b) (o caso > é anélogo).

Entao
f()» ¢ (f<b> - C_bf(a)) > (c—ayfO=10),

“b—a c—a b—a

Fazendo ¢ — 400, obtemos f(c) — 4+o00. Uma contradicao.



