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Cada questao vale 2 pontos.

1) De um exemplo de um difeomorfismo local f : R — S*. Prove que nao
existe h : S' — R continua e injetiva.

Solugdo: Exemplo: f: R — S, f(t) = (cos(t),sin(t)), temos que f'(t) =
(—sin(t), cos(t)) # 0 para todo ¢t € R logo pelo teorema da aplicacdo inversa
f é um difeomorfismo local.

Seja h : S' — R continua e injetiva, como h é continua temos que h(S')
¢ conexo e fechado, ou seja h(S') = [a,b], seja a < ¢ < b, como h ¢ injetiva
h='(c) = {d}, entao h(S* — {d}) = [a,c) U (¢,b] uma contradi¢do pois a
imagem de um conexo nao pode ser desconexa.

2) Seja U aberto convexo, e f : U — R" diferenciavel, considere as
seguintes afirmagoes:

(a) ||f'(x)]| < ¢ para todo x € U.
(b) If (=) = f(W)Il < cllz —yll.
(¢) f é uniformemente continua.

Prove que (a)=(b)=-(c). As implicacoes (c¢)=(b)=(c) sao verdadeiras? Jus-
tifique.

Solugao: a) = b) Dado z,y € U, como U é conexo podemos aplicar a
desigualdade do valor médio logo

1f(z) = FW)ll < ellz =yl

b) = ¢) Dadoe > 0 tomamos § = ¢/c. Se ||z — y|| < d temos || f(z) — f(y)] <
E.

b) = a) Seja x € U e v € R", para t suficientemente pequeno temos
x+tv e Ulogo || f(x+tv) — f(z)]|/t < c|v]-



Fazendo t — 0 temos || f'(x)v|| < ¢|jv|, como v & arbitrario temos o
resultado.

¢) = b) Falso: Tomamos f(x) = /z, f : (0,1] — R, como a \/z esta
definido em R e [0, 1] é compacto temos que f ¢ uniformemente continua. Se
If(z) = f(y)|| < c|lx—yl| pela parte anterior teriamos f'(x) = 1/2y/x < ¢
uma contradigao.

3) Seja f: U — R™ U C R" aberto e ¢ : R® — R? ambas de classe C',
tal que po f(U) C R x {0}. Dado a € U e b = f(a), prove que a dimensao
do nicleo de ¢'(b) é maior que n — 2 ou det f'(a) = 0.

Solugdo: Seja p o f : U — R? temos que ¢(f(U)) € R x {0}, logo
po f'(z) € R x {0}.

Pela regra da cadeia ¢ o f'(a) = ¢'(f(a)) o f'(a). Se det f'(a) # 0 logo
f'(a) é um isomorfismo, entao dimIm f'(a) = n e dim Ker f’(a) = 0.

Do teorema do nicleo e imagem temos que dimKeryp o f'(a) > n — 2,
como Ker f'(a) = {0} logo dim Ker ¢'(f(a)) > n — 2.

4) Seja f : S* — R dada por f(z,y,z) = z, onde S? ¢ a esfera unitaria

em R3. Calcule/ f.
SQ

Solugio: Denotando por S2 = {(z,y,2) € S*; >0} e S* = {(z,y,2) €

S?; x < 0} temos que
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pois todo grande circulo na esfera tem medida nula.
Agora consideramos a isometria F : S* — S? dada por F(z,y,z) =
(—z,y,2), que satisfaz F(S3) = S?. Observamos que as parametrizagoes

¢ : By — S% dada por ¢(y,2) = (\/1—y?>—2%y,2) e  : By — S% dada
por P(y,z) = (—/1—y?—22,y,2) satisfazem )"' o Fop : By — Bj e

o Foy(y,z) = (y,2)
Logo, pelo Teorema da Mudanga de Varidveis

[i=[ger=] 1= [1=0
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5) Seja w : R?* — Ay(R?) a 2-forma diferencial dada por

w=zdr Ndy+ydx Ndz+ xdy N dz.

Restrinja w a esfera unitéria e calcule / w.
S2



Solucdo: E facil verificar que dw = dx A dy A dz e como o borda da bola
de raio um 0B, = S?, temos, pelo Teorema de Stokes,

/w:/ dw:/ dx AN dy N dz = vol(By)
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