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Parte 1

Questao 1. Seja R C R™ um retangulo. Usando a definicao de medida exterior, mostre que
R é Lebesgue mensurdvel e m(R) = Vol(R).

Questao 2. Resolva os itens abaixo:

a) Considere a fungao f : R" — R definida por

1
—, if x#0,
fl@) =4 |z"*2
0, if z=0.

Mostre que para cada § > 0 a funcdo f ¢é integravel em B§ := {x € R": || > §} e existe
uma constante C' = C'(n,d) > 0 tal que

f(z)dx < C.

b) Existe uma fungao continua e positiva f : R — R que é integravel e limsup f(z) = oo.
T—r 00

Questao 3. Suponha que f : R" — R ¢ integravel e que x é um ponto do conjunto de
Lebesgue de f. Considere

1

" Jp,

Alt) - [f(x —y) = f(x)ldy, set>0,

onde B; = {z € R" : |z| < t}. Mostre que

lim A(t) = 0.

t—0+
Conclua que existe C' > 0 tal que A(t) < C para todo ¢ > 0.

Questao 4. Seja f : R — R uma fungdo mensuravel e periddica de periodo 1, isto é,
f(z+1) = f(z). Assuma que existe M > 0 tal que

/0 @t — flz+d)| de < M,

para quaisquer ¢,d € R. Prove que f ¢é integravel em [0, 1].



Parte 11

Questao 5. Sejam X um espaco de Banach, Y um espaco vetorial normadoe T : X — Y
linear continua satisfazendo

ITz]| = Cllz, Ve X,

onde C' > (0. Prove que a imagem de 7' é fechado em Y.

Questao 6. Sejam FE, I’ espacos de Banach, T : E — F linear continua e sobrejetiva,
S : F — FE linear tal que T o S = I, a identidade de F', e cuja imagem S(F') é um fechado
em F. Mostre que S é continua.

Questao 7. Sejam H um espaco de Hilbert e F' C H um subespaco fechado préprio. Seja
xo € H. Mostre que

d(xo, F) = max{|(zo, y)|; y € F* e |ly| = 1},
onde F*t ={w € H; (w, f) =0, Vf € F}.
Questao 8. Mostre que se H é um espaco de Hilbert, T': H — H é um operador compacto

e (e,) é uma sequéncia ortonormal em H, entao Te,, — 0, quando n — oc.
Sugestao: utilizar a desigualdade de Bessel.



