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1. Mostre que a interseção de uma sequência descendente I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . . de
intervalos é um intervalo ou o conjunto vazio.

2. Seja ω ∈ R um número irracional positivo. Seja A = {m+nω : m+nω > 0 e m,n ∈ Z}.
Mostre que inf A = 0.

3. Mostre que se (xn) é uma sequência convergente, então a sequência (yn) definida por

yn =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
também converge e limn→∞ yn = limn→∞ xn. Dê um exemplo

que mostra que é possível que (yn) seja convergente mesmo que (xn) não seja.

4. Resolva os seguinte itens:

(a) Considere as séries
∑

xn e
∑

yn tais que, para todo n ∈ N, temos xn > 0 e yn > 0.
Suponha que existe k ≥ 1 tal que, para todo n ≥ k, vale

xn+1

xn

≤ yn+1

yn
.

Mostre que se
∑∞

n=1 xn diverge então
∑∞

n=1 yn diverge.
(b) Suponha yn > 0 para todo n natural e que existe k ≥ 1 tal que para todo n ≥ k

vale
n

(
1− yn+1

yn

)
≤ 1.

Mostre que
∑∞

n=1 yn diverge.

5. Dizemos que f : [a, b]→ R é interessante se é contínua em [a, b], diferenciável em (a, b),
possui infinitos zeros, mas não existe um ponto x ∈ (a, b) tal que f(x) = f ′(x) = 0.
Prove que se f é interessante então f(a) = 0 ou f(b) = 0. Dê um exemplo de uma
função f : [0, 1]→ R interessante.

6. Suponha que f é contínua em [a, b] e f ′′ existe em (a, b). Se existe um x0 em (a, b)
tal que o segmento que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) contém o ponto (x0, f(x0)).
Mostre que existe c em (a, b) tal que f ′′(c) = 0.

7. Seja f uma função integrável no intervalo [a, b] tal que f(q) = 0 para todo q racional
(não sabemos nada sobre o valor de f(x) quando x é irracional). Prove que∫ b

a

f(x)dx = 0.


