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1. a) Sejam f : U ⊂ Rn → R e g : V ⊂ Rn → R funções suaves definidas nos abertos
U ⊂ Rn e V ⊂ Rn respectivamente. Seja ϕ : U → V um difeomorfismo suave
tal que g ◦ ϕ = f . Mostre que p ∈ U é um ponto cŕıtico não-degenerado de f
se, e somente se, q = ϕ(p) é um ponto cŕıtico não degenerado de g.

b) Seja f : U ⊂ R2 → R um função suave, definida no aberto U ⊂ R2, com ponto
cŕıtico p ∈ U . Mostre que: se a matriz hessiana de f em p tem determinante
negativo, então, em qualquer vizinhança de p, há um par de pontos x e y tais
que f(x) < f(p) < f(y).

2. Seja A ⊂ R3 o subconjunto definido pela interseção de uma bola aberta cen-
trada na origem com o cone abaixo

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2 e z ≥ 0}.

Mostre que não existe uma aplicação diferenciável F : U ⊂ R2 → R3, definida
em aberto U ⊂ R2, com posto constante igual a 2, tal que sua imagem seja
igual ao conjunto A.

3. Mostre que toda função monótona f : [0, 1]→ R é integrável.
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4. Seja f : U → R definida em U = {(x, y) ∈ R2;x > 0, y > 0} por
f(x, y) = e−(x

2+y2).

a) Considere a exaustão U = ∪Lk, onde

Lk =
{
r · eiθ; 1

k
≤ r ≤ k,

1

k
≤ θ ≤ π

2
− 1

k

}
,

use coordenadas polares e conclua que a integral imprópria

∫
U

f(x, y)dxdy

é convergente e vale π/4.

b) Por outro lado, usando a exaustão U = ∪Ki, onde Ki =
[
1
i
, i
]
×
[
1
i
, i
]
,

mostre que

∫
U

f(x, y)dxdy =
(∫ ∞

0

e−t
2

dt
)2

.

c) Conclua que

∫ ∞
0

e−t
2

dt =

√
π

2
.

5. Seja T2 = S1 × S1 ⊂ R4 o toro bidimensional com a orientação determinada
pelo produto de variedades diferenciáveis orientadas. Calcule∫

T2

ω,

onde ω(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3 dx4 ∧ dx2.

6. Suponha que existe ω uma (n− 1)-forma em Rn \ {0} tal que dω = 0 e∫
Sn−1

ω 6= 0,

onde Sn−1 := {x ∈ Rn : ||x|| = 1} e n ≥ 2. Demonstre que ω não é exata.
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