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Questão 1. Prove que a esfera Sn =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

n∑
i=1

x2
i = 1

}
é conexa por cami-

nhos.

Questão 2. Seja f : R2 → R definida por

f(x, y) =


xy(x2 − y2)

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0),

0, se (x, y) = (0, 0).

A função f é de classe C2 em R2?

Questão 3. Seja B : Rn × Rm → Rp uma aplicação bilinear. Mostre que B é cont́ınua e
diferenciável com B′(x, y) · (u, v) = B(u, y) + B(x, v).

Questão 4. Seja γ : (a, b) → Rn um caminho diferenciável. Defina ϕ : (a, b) → R pondo
ϕ(t) = ‖γ(t)− p‖ (norma euclidiana), onde p é um ponto de Rn que não pertence à imagem
de γ. Prove que |ϕ′(t)| é o comprimento da projeção de γ′(t) sobre o eixo pγ(t).

Questão 5. Sejam B1 = B r
2
(x0) e B2 = Br(x0), respectivamente, a bola de raio r/2 e a

bola de raio r centradas em um ponto x0 ∈ Rn. Mostre que, se x ∈ B1,∫
B2

‖x− y‖λ−ndy ≤ (1 + 2n−λ)

∫
B2

‖x0 − y‖λ−ndy =
1 + 2n−λ

λ
σnr

λ

onde 0 < λ < n. (Aqui σn designa a área da esfera unitária de Rn).

Questão 6. Sejam Ω ⊂ R2 um domı́no compacto com fronteira regular e F = (f, g) : Ω→ R2

de classe C2, com suporte de f contido no interior de Ω. Mostre que∫
Ω

detF ′(x)dx = 0.

2


