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1. Mostre que todo subespaço vetorial E ⊂ Rn é um conjunto fechado. Além disso,
se E 6= Rn, então Rn − E = Rn.

2. Mostre que um conjunto K ⊂ Rn é compacto se, e somente se, toda função cont́ınua
f : K → R é limitada.

3. Dada uma sequência de caminhos retificáveis γn : [0, 1]→ Rm, suponha que existe
c > 0 satisfazendo `(γn) ≤ c, para todo n. Se (γn) converge simplesmente para um
caminho γ : [0, 1]→ Rm, i.e., para todo t ∈ [0, 1], lim

n→∞
γn(t) = γ(t). Mostre que γ

é retificável e l(γ) ≤ c.

4. Sejam U ⊂ Rm um conjunto aberto e f : U → R uma função que possui todas as
derivadas direcionais ∂f

∂v (a) num ponto a ∈ U . Mostre que se não existirem pelo

menos m − 1 vetores v1, ..., vm−1, linearmente independentes, tais que ∂f
∂vi

(a) = 0
para i = 1, ...,m− 1, então f não é diferenciável no ponto a.

5. Dada f : Sm → Rn, defina a extensão radial de f como a aplicação F : Rm → Rn

tal que F (0) = 0 e F (x) = ‖x‖ · f
(

x
‖x‖

)
, se x 6= 0. Mostre que F é diferenciável

na origem se, e somente se, f é a restrição de uma aplicação linear.

6. Seja f : Rn → Rn uma aplicação diferenciável. Suponha que existe c > 0 tal que
‖f(x)−f(y)‖ ≥ c‖x−y‖, para todos x, y ∈ Rn. Mostre que f é um difeomorfismo.

7. Seja γ : [a, b]→ Rn retificável com n > 1. Mostre que γ([a, b]) tem n-medida nula.

8. Sejam A ⊂ Rn um retângulo fechado e f : A → R uma função cont́ınua. Mostre
que existe c ∈ A tal que

1

voln(A)

∫
A
f(x)dx = f(c).

9. Sejam h > 0, Σ ⊂ Rn−1 um subconjunto J-mensurável e

A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : (x1, . . . , xn−1) ∈ Σ e xn = h}.

Seja C(A) = {tx; x ∈ A e t ∈ [0, 1]}. Mostre que C(A) é J-mensurável e, além
disso,

voln(C(A)) =
h

n
voln−1(Σ).


