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1. Para n ≥ 0, seja Jn =
∫ π

0 ( sen θ)
n+1dθ.

(a) Mostre que J0 = 2 e J1 = π/2. Em seguida, use a fórmula de integração por partes
para mostrar que Jn = nJn−2 − nJn, para n ≥ 2.

(b) Mostre que, para k ≥ 1 inteiro,

J2k =
2k(2k − 2)(2k − 4) . . . 2

(2k − 1)(2k − 3) . . . 3
J0 e J2k−1 =

(2k − 1)(2k − 3) . . . 3

2k(2k − 2)(2k − 4) . . . 2
J1.

2. Seja f : R2 → R cont́ınua. Prove que f não é injetiva.

3. Seja T : Rn → R
n um operador linear simétrico. Defina f : Rn → R por f(x) = 〈T (x), x〉.

Prove que f é diferenciável e calcule ∇f(x) para todo x ∈ R
n.

4. Seja f : R → R uma função de classe C1, tal que |f ′(t)| ≤ k < 1, para todo t ∈ R. Defina
ϕ : R2 → R

2 pondo ϕ(x, y) = (x + f(y), y + f(x)). Mostre que ϕ é um difeomorfismo
sobre sua imagem.

5. Seja f : [0, 2] → R cont́ınua e positiva satisfazendo
∫ 1
0 f(x)dx =

∫ 2
1 f(x)dx = 1. Para cada

x ∈ [0, 1], prove que existe um único g(x) ∈ [1, 2] tal que
∫ g(x)
x

f(t)dt = 1. Mostre que g é
de classe C1.

6. Seja A ⊂ R
n um retângulo. Se uma sequência de funções limitadas e integráveis fk : A→

R converge uniformemente para f : A→ R, então f é integrável e vale

lim
k→∞

∫
A

fk(x)dx =

∫
A

f(x)dx.

7. Sejam {v1, v2, v3} e {w1, w2, w3} bases do espaço euclidiano R
3 com bases duais respectivas

{ϕ1, ϕ2, ϕ3} e {ψ1, ψ2, ψ3}. Se wi =
∑3

j=1 aijvj , mostre que

ψ1 ∧ ψ2 ∧ ψ3 = det(aij)ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3.

8. Seja M ⊂ R
3 uma superf́ıcie compacta e admita que R

3 \M tem exatamente duas com-
ponentes conexas, uma das quais, que chamaremos Ω, é limitada e tal que ∂Ω =M . Para
x ∈M , seja N(x) o campo normal unitário a M , exterior a Ω. Se 0 ∈ Ω, prove o Teorema
de Gauss: ∫

M

〈x,N(x)〉

|x|3
σ = 4π,

onde σ denota o elemento de área de M . (Sugestão: se X = x
|x|3

em R
3 \ {0}, comece

mostrando que divX = 0; em seguida, use o Teorema da Divergência em Ω \B(0; ε).)
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